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Les crochets de Rankin-Cohen

G = SL(2,R) agit sur le demi-plan T = {ℑz > 0} par
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c d
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z 7−→

az + b
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j(g , z) = (cz + d)−2



Les crochets de Rankin-Cohen

G = SL(2,R) agit sur le demi-plan T = {ℑz > 0} par

g =

(
a b

c d

)
z 7−→

az + b

cz + d

j(g , z) = (cz + d)−2

Pour ℓ ∈ N

O = {F : T → C, F holomorphe}

g ∈ G , g−1 =

(
a b

c d

)
, (πℓ(g)F )(z) = (cz+d)−ℓF

(
az + b

cz + d

)

definit une représentation holomorphe πℓ de G .



Soit ℓ1, ℓ2 ∈ N et k ∈ N. L’opérateur bi-différentiel

B
(k)
ℓ1,ℓ2

: O ×O −→ O

res ◦

k∑

j=0

(−1)j
(ℓ1 + k − j − 1)j(ℓ2 + j − 1)k−j

j !(k − j)!

(
∂

∂z1

)k−j(
∂

∂z2

)j

où

(a)j = a(a − 1) . . . (a − j + 1) symbole de Pochhammer .

satisfait la propriété suivante :
pour tout g ∈ G ,

B
(k)
ℓ1,ℓ2
◦
(
πℓ1(g)⊗ πℓ2(g)

)
= πℓ1+ℓ2+2k(g) ◦ B

(k)
ℓ1,ℓ2

.



Applications

1. aux formes modulaires

∀

(
a b

c d

)
∈ SL(2,Z) f

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)k f (z)

Les crochets de Rankin-Cohen permettent de construire des
formes modulaires de poids ℓ1 + ℓ2 + 2k à partir de formes
modulaires de poids ℓ1 et ℓ2.



Applications

1. aux formes modulaires

∀

(
a b

c d

)
∈ SL(2,Z) f

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)k f (z)

Les crochets de Rankin-Cohen permettent de construire des
formes modulaires de poids ℓ1 + ℓ2 + 2k à partir de formes
modulaires de poids ℓ1 et ℓ2.

2. à la décomposition du produit tensoriel πℓ1 ⊗ πℓ2 de deux
représentations de la série discrète holomorphe

ℓ1, ℓ2 ≥ 2 πℓ1 ⊗ πℓ2 ≃

∞⊕

k=0

πℓ1+ℓ2+2k

Les crochets de Rankin-Cohen sont (à une constante près) les
projecteurs sur les composantes de la décomposition.



Algèbre de Jordan euclidienne
cône symétrique Ω : cône propre, convexe, ouvert, homogène
et auto-adjoint dans un espace euclidien V de dimension n

cône symétrique ←→ algèbre de Jordan euclidienne
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définies-positives

x .y =
1

2
(xy + yx)

Trace et déterminant
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cône symétrique Ω : cône propre, convexe, ouvert, homogène
et auto-adjoint dans un espace euclidien V de dimension n

cône symétrique ←→ algèbre de Jordan euclidienne

Exemple : V = Symmr (R), n = r(r+1)
2
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2

Ω
matrices symétriques
définies-positives

x .y =
1

2
(xy + yx)

Trace et déterminant
tr produit scalaire (x , y ) = tr xy , tr e = r (rang de V )

det polynôme de degré r n = r + (r−1)r
2

d

G (Ω) = {g ∈ GL(V ), g(Ω) = Ω}, L = G (Ω)0

dans l’exemple

G (Ω) = GLr(R) agissant par (g , x) 7−→ gxg t



Domaine de type-tube

V algèbre de Jordan euclidienne simple, V sa complexifiée
Le domaine de type-tube associé :

V ⊃ TΩ = {z = x + iy , x ∈ V , y ∈ Ω}

Automorphismes holomorphes de TΩ :

• translations tv = z 7−→ z + v , N = {tv , v ∈ V }

• L ∋ ℓ z 7−→ ℓz

• l’inversion ι z 7−→ −z−1



Domaine de type-tube

V algèbre de Jordan euclidienne simple, V sa complexifiée
Le domaine de type-tube associé :

V ⊃ TΩ = {z = x + iy , x ∈ V , y ∈ Ω}

Automorphismes holomorphes de TΩ :

• translations tv = z 7−→ z + v , N = {tv , v ∈ V }

• L ∋ ℓ z 7−→ ℓz

• l’inversion ι z 7−→ −z−1

Théorème : La composante neutre du groupe des
automorphismes holomorphes de TΩ est engendré par N, L et
ι.

G est un groupe de Lie simple et le sous-groupe des
automorphismes affines P = L⋉ N est un sous-groupe
parabolique maximal de G .



Soit g ∈ G .

z ∈ TΩ j(g , z) = Det(Dg(z)) 6= 0, eψg (z) = j(g , z)

G̃ = le revêtement universel de G

G̃ = {(g , ψg ), e
ψg (z) = j(g , z)}

avec la loi de groupe

(g , ψg )(h, ψh) = (gh, ψg ◦ h + ψh) ,

avec fibre isomorphe à Z.



Soit g ∈ G .

z ∈ TΩ j(g , z) = Det(Dg(z)) 6= 0, eψg (z) = j(g , z)

G̃ = le revêtement universel de G

G̃ = {(g , ψg ), e
ψg (z) = j(g , z)}

avec la loi de groupe

(g , ψg )(h, ψh) = (gh, ψg ◦ h + ψh) ,

avec fibre isomorphe à Z.

Série des représentations holomorphes scalaires : ν ∈ C

πν
(
g , ψg

)
F (z) = eψg (z)

r
2n
νF

(
g−1(z)

)
= j(g−1, z)

r
2n
νF (g−1(z)) .



Les théorèmes principaux

Théorème 1. Soit s, t ∈ C et k ∈ N. L’ expression

(det x)−s(det y )−t det

(
∂

∂x
−

∂

∂y

)k

(det x)s+k(det y )t+k

définie a priori on Ω× Ω s’étend en un polynôme holomorphe
sur V× V, noté c

(k)
s,t .



Les théorèmes principaux

Théorème 1. Soit s, t ∈ C et k ∈ N. L’ expression

(det x)−s(det y )−t det

(
∂

∂x
−

∂

∂y

)k

(det x)s+k(det y )t+k

définie a priori on Ω× Ω s’étend en un polynôme holomorphe
sur V× V, noté c

(k)
s,t .

Pour λ, µ ∈ C et k ∈ N on définit

B
(k)
λ,µ = res ◦ cλ− n

r
, µ− n

r

(
∂

∂z
,
∂

∂w

)
.

Théorème 2. Pour tout g ∈ G̃

B
(k)
λ,µ ◦ (πλ(g)⊗ πµ(g)) = πλ+µ+2k(g) ◦ B

(k)
λ,µ.
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Esquisse de démonstration du Théorème 1
• Formule de Leibnitz généralisée pour Q polynôme homogène
sur V

Q
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∂

∂x

)
fg =

∑

j

pj

(
∂

∂x

)
f qj

(
∂

∂x

)
g

où pj , qj appartiennent à WQ =
〈
dérivées partielles de Q

〉
.
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)
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pj

(
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)
f qj

(
∂
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)
g

où pj , qj appartiennent à WQ =
〈
dérivées partielles de Q

〉
.

• Structure de Wdet comme L-module

Wdet =

r⊕

k=0

W
(k)
det

• Identités de Bernstein-Sato

p ∈ W
(k)
det p

(
∂

∂x

)
(det x)s = bk,d (s)p

♯(x)(det x)s−1

où p♯(x) = p(x−1) det x s’étend en un polynôme sur V .

• ℓ ∈ L, c
(k)
s,t (ℓx , ℓy ) = χ(ℓ)kcs,t(x , y )



Les crochets de Rankin-Cohen

Soit res l’opérateur de restriction à la diagonale

res : O(TΩ × TΩ) −→ O(TΩ), (res F )(z) = F (z , z) .

Le k ième crochet de Rankin-Cohen est défini par

B
(k)
λ,µ = res ◦cλ− n

r
, µ− n

r

(
∂

∂z
,
∂

∂w

)
.



Espaces de Bergman à poids

Hν = {F : TΩ → C, ‖F‖2ν :=

∫

TΩ

|F (z)|2(det y )ν−
2n
r dxdy < +∞} .



Espaces de Bergman à poids

Hν = {F : TΩ → C, ‖F‖2ν :=

∫

TΩ

|F (z)|2(det y )ν−
2n
r dxdy < +∞} .

Si ν > 1 + d(r − 1), alors Hν 6= {0}, et G̃ agit unitairement

sur Hν par

πν(g) = F (z) = j(g−1, z)
r
2n
νF (g−1(z)) .



La transformée de Laplace et le modèle L2(Ω)ν
Soit f ∈ C∞

c (Ω). Sa transformée de Laplace est la fonction
holomorphe F (z) donnée par

F (z) =

∫

Ω

e i(z ,ξ)f (ξ)dξ

Soit f ∈ L2(Ω)ν = L2
(
Ω, (det ξ)−ν+

n
r

)
. Alors

‖Lf ‖2ν = 2
n
r
−νΓΩ

(
ν −

n

r

)
‖f ‖2ν .

où

‖f ‖2ν =

∫

Ω

|f (ξ)|2(det ξ)−ν+
n
r dξ

et

ΓΩ(µ) = (2π)
n−r
2

r∏

j=1

Γ
(
µ− (j − 1)

d

2

)
.



Expression des crochets de Rankin-Cohen dans le

modèle L2

f ∈ C∞

c (Ω× Ω)

L2f (z ,w) =

∫∫

Ω×Ω

e i((z ,ξ)+(w ,ζ)f (ξ, ζ)dξdζ .

À calculer :

B̂
(k)
λ,µ = L−1 ◦ B

(k)
λ,µ ◦ L2 = L

−1 ◦ res ◦cλ− n
r
, µ− n

r

(
∂

∂z
,
∂

∂w

)
◦ L2



Expression des crochets de Rankin-Cohen dans le

modèle L2

f ∈ C∞

c (Ω× Ω)

L2f (z ,w) =

∫∫

Ω×Ω

e i((z ,ξ)+(w ,ζ)f (ξ, ζ)dξdζ .

À calculer :

B̂
(k)
λ,µ = L−1 ◦ B

(k)
λ,µ ◦ L2 = L

−1 ◦ res ◦cλ− n
r
, µ− n

r

(
∂

∂z
,
∂

∂w

)
◦ L2

Paramétrisation de Ω× Ω

K− e,+e J= {v ∈ V , e ± v ∈ Ω}

ι : Ω×K− e,+e J−→ Ω× Ω, ι(u, v ) = (x , y )

x =
1

2
P(u

1
2 )(e − v ), y =

1

2
P(u

1
2 )(e + v )

u = x + y , v = P((x + y )−
1
2 )(y − x)



c
(k)
λ,µ

(
ι(η, v )

)
= (det η)kcλ,µ

(
e − v

2
,
e + v

2

)
= (det η)kC

(k)
λ,ν (v )

B̂
(k)
λ,µf (ξ) = 2−ni rk(det ξ)k+

n
r

∫

K−e,+eJ

C
(k)
λ− n

r
,µ− n

r
(v )f

(
ι(ξ, v )

)
dv .



Propriétés d’ unitarité des crochets de Rankin-Cohen
Pour h ∈ C∞

c (Ω), on définit Φλ,µh ∈ C∞(Ω× Ω) par la
formule

Φ
(k)
λ,µh (ξ, η)

= i rk(det ξ)λ−
n
r (det ζ)µ−

n
r det(ξ+ζ)−λ−µ−2k+ n

r c
(k)
λ− n

r
,µ− n

r
(ξ, ζ)h(ξ+ζ) .



Propriétés d’ unitarité des crochets de Rankin-Cohen
Pour h ∈ C∞

c (Ω), on définit Φλ,µh ∈ C∞(Ω× Ω) par la
formule

Φ
(k)
λ,µh (ξ, η)

= i rk(det ξ)λ−
n
r (det ζ)µ−

n
r det(ξ+ζ)−λ−µ−2k+ n

r c
(k)
λ− n

r
,µ− n

r
(ξ, ζ)h(ξ+ζ) .

Théorème :
• Φ

(k)
λ,µ est (à un scalaire près) un plongement isométrique de

L2λ+µ+2k(Ω) dans L
2
λ,µ(Ω× Ω).
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n
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n
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r c
(k)
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r
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2
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• sa norme d’opérateur est égale à

∫
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(k)
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r
(v )|2 det(e − v )λ−

n
r det(e + v )µ−

n
r dv
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Théorème :
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λ,µ est (à un scalaire près) un plongement isométrique de

L2λ+µ+2k(Ω) dans L
2
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• sa norme d’opérateur est égale à

∫

K−e,+e J

|C
(k)
λ− n

r
,µ− n

r
(v )|2 det(e − v )λ−

n
r det(e + v )µ−

n
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• B̂
(k)
λ,µ est un opérateur continu de L2λ,µ(Ω× Ω) dans

L2λ+µ+2k(Ω) et Φ
(k)
λ,µ est l’adjoint de B̂

(k)
λ,µ.



Covariance des crochets de Rankin-Cohen

On considère d’abord le cas où Hν 6= {0}. Pour w ∈ TΩ on
pose

kw
ν (z) = det

(
z − w

2i

)
−ν

∈ Hν

appelé état cohérent de Hν .
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Covariance des crochets de Rankin-Cohen

On considère d’abord le cas où Hν 6= {0}. Pour w ∈ TΩ on
pose

kw
ν (z) = det

(
z − w

2i

)
−ν

∈ Hν

appelé état cohérent de Hν .

{kw
ν ,w ∈ TΩ} est un système total dans Hν .

g ∈ G̃ , πν(g) k
w
ν = j(g−1,w)

−
r
2n
ν
kg(w)
ν

{
ϕν(z) = k ie

ν (z) = det
(
z+ie
i

)
−ν

ψν(ξ) = e− tr ξ(det ξ)ν−
n
r

Lψν = ΓΩ(ν)ϕν



Petit résumé (à l’usage de ceux/celles qui souffrent)

modèle Hν modèle L2ν(Ω)

Hλ ⊗Hµ L2λ(Ω)⊗ L2µ(Ω)

B
(k)
λ,µ : Hλ ⊗Hµ →Hλ+µ+2k B̂

(k)
λ,µ : L2λ ⊗ L2µ(Ω)→ L2λ+µ+2k(Ω)

B
(k)
λ,µ

∗

: Hλ+µ+2k →Hλ ⊗Hµ Φ
(k)
λ,µ : L2λ+µ+2k(Ω)→ L2λ ⊗ L2µ(Ω)

ϕν ψν



• B
(k)
λ,µ

∗

satisfait la relation de covariance pour les translations
et l’action du groupe L



• B
(k)
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∗

satisfait la relation de covariance pour les translations
et l’action du groupe L

• le calcul décisif, via la transformation de Laplace

B
(k)
λ,µ

∗

ϕλ+µ+2k (z1, z2) = i rkΓΩ(λ+ k)ΓΩ(µ+ k) . . .

det(z1 − z2)
k det

(
z1 + ie

i

)
−λ−k

det

(
z2 + ie

i

)
−µ−k
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i
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kw
λ+µ+2k pour tout w ∈ TΩ en utilisant les

deux résultats précedents
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i
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i

)
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• on calcule B
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deux résultats précedents

• on obtient la relation de covariance
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∗

en la vérifiant sur les états cohérents
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∗

satisfait la relation de covariance pour les translations
et l’action du groupe L

• le calcul décisif, via la transformation de Laplace

B
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ϕλ+µ+2k (z1, z2) = i rkΓΩ(λ+ k)ΓΩ(µ+ k) . . .

det(z1 − z2)
k det

(
z1 + ie

i

)
−λ−k

det

(
z2 + ie

i

)
−µ−k

• on calcule B
(k)
λ,µ

∗

kw
λ+µ+2k pour tout w ∈ TΩ en utilisant les
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en la vérifiant sur les états cohérents

• on obtient la covariance pour le crochet de Rankin-Cohen
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• on obtient la covariance pour le crochet de Rankin-Cohen
• on étend aux valeurs complexes de λ, µ
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C’est une traduction du fait que, pour k 6= l , les sous-espaces
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sont des sous-représentations non

équivalentes du produit tensoriel Hλ ⊗Hµ, donc orthogonales.
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s,t , k ∈ N}
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L2

(
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.

C’est une traduction du fait que, pour k 6= l , les sous-espaces

Im
(
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(k)
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∗
)
et Im

(
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∗
)
sont des sous-représentations non

équivalentes du produit tensoriel Hλ ⊗Hµ, donc orthogonales.

Dans le cas de l’algèbre de Jordan V = R, la relation de
définition des polynômes n’est autre que la formule de

Rodrigues pour les polynômes de Jacobi.
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