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Mathématiques pour I’ingénieur
Test du 17 Novembre 2022 — durée : 1h

N.B. Documents et calculatrices non autorisés. Vous pouvez
traiter les exercices dans 1’ordre de votre choix. Développez avec
précision I’argument qui justifie votre réponse a chaque question.

Exercice 1. Dans I'espace R® muni du repeére cartésien ortho-
normal direct (O, eq, e, e3) on considere le domaine

9 = {(xayaz) € (R+)3‘x—|—y§ 1,z < (33—1-3/—1)2}.
Az
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Soient S,, (respectivement S, et S,.) sa face incluse dans le
plan (Oxy) (respectivement (Oxz) et (Oyz)). Sa face non-plane
et oblique est

S={(z,y,2) € R’ |z +y<1l,z=(x+y—1)7}.

Le bord de Z est donc 0% = S U Sy, U Sy U Sy
Soit le champ de vecteurs f : R? — R3 donné par

f<x7 y’ Z) = (x7 y? Z)

K. Koufany

(1) Donner le vecteur normal unitaire n,, a la surface S,
sortant de 2. En déduire le flux [, 5., £ naydS, de £, sortant de
2 a travers Sg,.

Calculer de méme les flux [, o, frna.dS et []. s, f-n,.dS apres
avoir déterminer ng,, et n,,.
(2) Calculer la divergence de f. En déduire l'intégrale

/// div f(x,y, z)dzdydz.
9

(3) En appliquant le théoreme de la divergence, calculer le
flux de f, sortant de & a travers la surface non-plane S.

(4) En appliquant le théoreme de Stokes, calculer la circula-
tion de f le long du bord de S, (en précisant le sens de circula-
tion choisi).

Corrigé Uexercice 1. (1) Sur la surface Sy, qui est plane et ho-
rizontale, n,, = —ez = (0,0, —1) est le vecteur normal unitaire
pointant vers l'extérieur de . Comme z = 0 sur cette sur-
face, f(z,y, 2) = (z,v,0) donc il est perpendiculaire a n,,. Par
conséquent, le flux de f & travers Sy, est nul: [[ £-ngydS =0.
On a de méme ffsm f-n,.dS=0e¢t ffsy f-n,.dS=0.

(2) On a divf(z,y,2) = % + %Z) 1+ 22 _ 3 Done

B
///9 div f(x,y, z)dzdydz

_ / / /j Sdudydz — /0 1 ( /0 o ( /0 ey 3dz> dy) dz

= /01 (/01_x3(x+y— 1)2dy) dx = /01 [(z+y—1)*], " da
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(3) D’apres le théoreme de la divergence, le flux de f a travers
la surface 02 est

1
// f-ndS = /// divf(z,y, z)dzdydz = =
B 9 4

Or 02 = SU S, US,, US,., donc

1
—://f-n5d5+// f-nxde—I—// f-nmdSnL// f-n,.dS
4 s s S Sye

zy

En tenant compte de la question (1), on a

1
f-ngdS=-
f) £ nsts =3

(4) D’apres le théoreme de Stokes

% f-dez// rotf - ng,dS
9Suy S

zy

Or
9 o) Jy
— o _ x z _
Xl z oy __ Oz 0
0z oz Oy

Donc fasxy f-dt =0
Exercice 2. Soit le champ de vecteurs f : R? — R? donné par

(1) Calculer l'intégrale curviligne du champ f le long du seg-
ment de A = (1,0) vers B = (0, 1). (utiliser une paramétrisation
du segment [AB])

(2) Montrer que f est un champ gradient.

(3) Déterminer alors h tel que f = Vh.

(4) Calculer I'intégrale curviligne [, f-dl le long de la courbe
I' parametrée par

v(t) = (cos’t,sin’t) , t: T

- — .
2
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Corrigé l’exercice 2. (1) Une paramétrisation du segment [AB|
est donnée par

V) =1 —tt), t:0—1

Donc

/[AB] £-dt = /01 (v(8)) -~/ (t)dt

/1 FOO =D+ 21,201 — )+ (1= 1)?) - (=1, 1)dt

1
~ [
0

(2) On pose P(z,y) = 2zy+y*>—1 et Q(x,y) = 2zy+ z* On

oP 0Q
o (2,9) =20+ 2y = 5-(2,y)
donc f dérive d’un potentiel h.
(3) Si f = Vh alors

Oh

5 (@Y) =2y +y -1 (1)
h
e R )
On integre 'equation (1), donc
h(z,y) = 2%y + 2y’ — 2 + g(y) (3)

ou ¢(y) est constante par rapport a . On dérive (3) par rapport
a y et on compare a (2). On trouve y'(y) = 0, i.e. g est une
constante c. Ainsi

h(z,y) = 2*y + 2y —x +c¢, c€R.

(4) Comme f dérive d’'un potentiel, la circulation de f le long
de la courbe I' est

/F £ - dl = h(3(m)) — h(7(n/2)) = h(~1,0) — h(1,0) = 1



