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ENERGIES & MOBILITES

Examen du 16 Mars 2021

Calculatrices et documents non autorisés. Durée 1h30.

Exercice 1. Soit le champ de vecteurs
F(z,y,z) = (0,0,zyz)

défini sur R3.

Considérons la boule unité B de R?® paramétrée par
x=rcosfsing, y=rsinfsing, z=rcosy

avec 0 € [0,27], p € [0, 7] et r € [0,1].
Soit ¥ = 0B la sphere unité (bord de B) et n est le vecteur normal a 3 sortant.
(1) Calculer div(F).
(2) Déterminer le vecteur normal n.
(3) Calculer [[[, div(F)dzdyd:z.
(4) Calculer [[.F -ndS.
(5) Commenter ces deux résultats.
Exercice 2. Le but de cet exercice est de chercher des fonctions intégrables u
telles que, pour tout = € R,

u(z) = e l#l 4+ 5/ﬂ{u(s)e“”‘s|ds (Eql)

ou g €]0, %[ On pose f(z) = e 7l
(1) Montrer que la transformée de Fourier de f est donnée par f(v) = m.
(2) Ecrire I'équation (Eql) sous forme d’'une équation faisant intervenir un pro-
duit de convolution.
(3) Transformer I’équation obtenue en (2) a 'aide de la transformée de Fourier.
(4) En déduire la transformé de Fourier %(r) de u en fonction de v.
(5) En utilisant l'injectivité de la transformée de Fourier, déterminer alors une
solution u de (Eql).
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Formulaire

La transformée de Fourier de f est notée F [f] ou f . La transformée de Fourier
inverse de g est notée F~*[g] ou Flg].

Si f,g € L'Y(R) U L*(R) alors

+oo

. Foo '
FlfH)](v) = f®e 2 at| | FHg(w)](t) = /_ g()et Ty |

Si f et f € LYR)UL2(R), alors (on peut retrouver f en tout point de continuité)

Les formules suivantes sont a utiliser avec les précautions nécessaires :

Flaft) + Bg()](v) = aF[f(D)](v) + BFlg(t)](v)

FL(t = a)l(v) = e ™ FIf(O))w) || FIF DI — ) = Fle*™" f()](v)

ZFIOI | FUmlan) = SFrCw)

lal a el a
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FIFP®)w) = Qimv) FIf(O))(v) | - FLIO)(v) = (=2im) " FI* £ ()] (v)

Flf =gl = FIf] x Flgl|,| FIf x g] = Flf] * Flg]
IFLfll2 = |Ifll2], (Forme de Parseval-Placherel)




Exercice 1-Corrigé. (1) On a
div(F)(z,y,2) = zy
(2) Le paramétrage de B
v (r,0,¢) — (rcosfsing, rsinfsin , rcos )

(6 €[0,27], p € [0,7] et r € [0,1]) correspond aux coordonnées sphériques avec la
colatitude. Dans ce cas, le jacobien est —r?sin(y). Donc

/// div(F d:z:dde—// /—r cos(0) sin() sin(p)® dr df dp = (0]

(3) La surface ¥ est paramétrée par
o:(0,¢) = (cosfsin p,sinfsin @, cos )

0 € [0,27], p € [0,7]. Le vecteur normal est
do 0Oo

n=— A_— = —(cosfsin® p,sin # sin® ¢, sin ¢ cos )

00 8@
//F-ndS:
5

21
= / / —(0,0, cos fsin fsin? ¢ cos ) - (cos O sin? p, sin 0 sin? , sin @ cos )dOdy

On trouve donc
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— / / cos 0 sin 0 sin® ¢ cos? pdfdy
o Jo
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(5) C’est cohérent avec le théoreme de la divergence :

/// div(F)d:cdydz://F.ndS
14 by
Exercice 2-Corrigé. (1) On a
(1/) = /€|I|62i7wxdx — / €f|x|f2i7r1/:pdx
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(2) On trouve

u(z) = f(z) + 5/RU(S)f(l“ —s)ds = f(x) + Blux f)(z)

(3) La transformée de Fourier de cette équation donne

(4) On a

ou encore

uly) = f(VA)
V) = 5w
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(5) On a

et par injectivité de la transformée de Fourier, on trouve

__ 1 v
u(x)—me



