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Exercice 1. Soit le champ de vecteurs

F(x, y, z) = (0, 0, xyz)

défini sur R3.
Considérons la boule unité B de R3 paramétrée par

x = r cos θ sinϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cosϕ

avec θ ∈ [0, 2π], ϕ ∈ [0, π] et r ∈ [0, 1].
Soit Σ = ∂B la sphère unité (bord de B) et n est le vecteur normal à Σ sortant.
(1) Calculer div(F).
(2) Déterminer le vecteur normal n.
(3) Calculer

∫∫∫
B

div(F)dxdydz.
(4) Calculer

∫∫
Σ

F · ndS.
(5) Commenter ces deux résultats.

Exercice 2. Le but de cet exercice est de chercher des fonctions intégrables u
telles que, pour tout x ∈ R,

u(x) = e−|x| + β

∫
R
u(s)e−|x−s|ds (Eq1)

où β ∈]0, 1
2
[. On pose f(x) = e−|x|.

(1) Montrer que la transformée de Fourier de f est donnée par f̂(ν) = 2
1+4π2ν2

.
(2) Ecrire l’équation (Eq1) sous forme d’une équation faisant intervenir un pro-

duit de convolution.
(3) Transformer l’équation obtenue en (2) à l’aide de la transformée de Fourier.
(4) En déduire la transformé de Fourier û(ν) de u en fonction de ν.
(5) En utilisant l’injectivité de la transformée de Fourier, déterminer alors une

solution u de (Eq1).

t.s.v.p.

1



Formulaire

La transformée de Fourier de f est notée F [f ] ou f̂ . La transformée de Fourier
inverse de g est notée F−1[g] ou F̄ [g].

Si f, g ∈ L1(R) ∪ L2(R) alors

F [f(t)](ν) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−2iπtνdt , F−1[g(ν)](t) =

∫ +∞

−∞
g(ν)e+2iπtνdν .

Si f et f̂ ∈ L1(R)∪L2(R), alors (on peut retrouver f en tout point de continuité)

F−1(F [f ])(t) = f(t)

Les formules suivantes sont à utiliser avec les précautions nécessaires :

F [αf(t) + βg(t)](ν) = αF [f(t)](ν) + βF [g(t)](ν)

F [f(t− a)](ν) = e−2iπνaF [f(t)](ν) , F [f(t)](ν − ν0) = F [e2iπν0tf(t)](ν)

F [f(at)](ν) =
1

|a|
F [f(t)](

ν

a
) , F [f(t)](aν) =

1

|a|
F [f(

t

a
)](ν)

F [f (k)(t)](ν) = (2iπν)kF [f(t)](ν) ,
dk

dνk
F [f(t)](ν) = (−2iπ)kF [tkf(t)](ν)

F [f ? g] = F [f ]×F [g] , F [f × g] = F [f ] ? F [g]

‖F [f ]‖2 = ‖f‖2 , (Forme de Parseval-Placherel)
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Exercice 1-Corrigé. (1) On a

div(F)(x, y, z) = xy

(2) Le paramétrage de B

γ : (r, θ, ϕ)→ (r cos θ sinϕ, r sin θ sinϕ, r cosϕ)

( θ ∈ [0, 2π], ϕ ∈ [0, π] et r ∈ [0, 1]) correspond aux coordonnées sphériques avec la
colatitude. Dans ce cas, le jacobien est −r2 sin(ϕ). Donc

∫∫∫
V

div(F)dx dy dz =

∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ π

0

−r4 cos(θ) sin(θ) sin(ϕ)3 dr dθ dϕ = 0 .

(3) La surface Σ est paramétrée par

σ : (θ, ϕ)→ (cos θ sinϕ, sin θ sinϕ, cosϕ)

θ ∈ [0, 2π], ϕ ∈ [0, π]. Le vecteur normal est

n =
∂σ

∂θ
∧ ∂σ
∂ϕ

= −(cos θ sin2 ϕ, sin θ sin2 ϕ, sinϕ cosϕ)

On trouve donc ∫∫
Σ

F · ndS =

=

∫ 2π

0

∫ π

0

−(0, 0, cos θ sin θ sin2 ϕ cosϕ) · (cos θ sin2 ϕ, sin θ sin2 ϕ, sinϕ cosϕ)dθdϕ

= −
∫ 2π

0

∫ π

0

cos θ sin θ sin3 ϕ cos2 ϕdθdϕ

= 0

(5) C’est cohérent avec le théorème de la divergence :∫∫∫
V

div(F)dx dy dz =

∫∫
Σ

F · ndS

Exercice 2-Corrigé. (1) On a

f̂(ν) =

∫
R
e−|x|e−2iπνxdx =

∫
R
e−|x|−2iπνxdx

=

∫ 0

−∞
e(1−2iπν)xdx+

∫ +∞

0

e−(1+2iπν)xdx

= [
1

1− 2iπν
e(1−2iπν)x]0x→−∞ + [

−1

1 + 2iπν
e−(1+2iπν)x]x→+∞

0

=
1

1− 2iπν
+

1

1 + 2iπν

=
2

1 + 4π2ν2
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(2) On trouve

u(x) = f(x) + β

∫
R
u(s)f(x− s)ds = f(x) + β(u ? f)(x)

(3) La transformée de Fourier de cette équation donne

û(ν) = f̂(ν) + βû(ν)f̂(ν)

(4) On a [
1− βf̂(ν)

]
û(ν) = f̂(ν)

ou encore

û(ν) =
f̂(ν)

1− βf̂(ν)

=
2

1+4π2ν2

1− β 2
1+4π2ν2

=
2

1− 2β + 4π2ν2

=
1

1− 2β
× 1

1 + 4π2
(

ν√
1−2β

)2

(5) On a

û(ν) =
1

1− 2β
×F [f ]

(
ν√

1− 2β

)
=

1

1− 2β
×
√

1− 2βF [f(
√

1− 2β x)](ν)

=
1√

1− 2β
F [f(

√
1− 2β x)](ν)

et par injectivité de la transformée de Fourier, on trouve

u(x) =
1√

1− 2β
e−
√

1−2β|x|
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