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Exercice 1.
Soit la surface

Σ = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = z4, 0 ≤ z ≤ 1},

et soit Γ = ∂Σ son bord.

On donne les paramétrisations de Σ et Γ :

Σ = {σ(r, θ) = (r2 cos θ, r2 sin θ, r) ; 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π},
Γ = {γ(θ) = (cos θ, sin θ, 1) ; θ : 0→ 2π}.

Considérons le champ vectoriel f : R3 → R3 donné par

f(x, y, z) = (x2y, z, x)

(1) Calculer rot(f).
(2) Calculer

∫∫
Σ rot(f) · dS.

(3) Calculer l’integrale curviligne
∫

Γ f · d`.
(4) Le théorème de Stokes est-il vérifié pour (f ,Σ)?

Corrigé. (1) On a rot(f)(x, y, z) = (−1,−1,−x2).
(2) On a

∂

∂r
σ(r, θ)∧ ∂

∂θ
σ(r, θ) = (2r cos θ, 2r sin θ, 1)∧(−r2 cos θ, r2 cos θ, 0) = (−r2 cos θ,−r2 sin θ, 2r3)

par conséquent∫∫
Σ rot(f) · dS =

∫ 1
0

∫ 2π
0 (−1,−1,−r4 cos2 θ) · (−r2 cos θ,−r2 sin θ, 2r3))dθdr

=
∫ 1

0

∫ 2π
0

(
r2(cos θ + sin θ)− 2r7 cos2 θ

)
dθdr

= −2
∫ 1

0

∫ 2π
0 r7 cos2 θdθdr = −π
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(3) On a ∫
Γ f · d` =

∫ 2π
0 f(γ(θ)) · γ′(θ)dθ

=
∫ 2π

0 (cos2 θ sin θ, 1, cos θ) · (− sin θ, cos θ, 0)dθ

= −
∫ 2π

0 cos2 θ sin2 θdθ = −π
4

(4) Comme
∫∫

Σ rot(f) · dS =
∫

Γ f · d` le théorème de Stokes est vérifé.

Exercice 2.
On considère le système différentiel suivant

x′(t) = 3y(t) + 2z(t)

y′(t) = −2x(t) + 5y(t) + 2z(t)

z′(t) = 2x(t)− 3y(t)

On notera A la matrice associée.
(1) Déterminer les valeurs propres de A.
(2) Déterminer les sous-espaces propres de A.
(3) La matrice A est-elle diagonalisable dans R?
(4) Déterminer la solution générale du système différentiel.

Corrigé : Soit

A =

 0 3 2
−2 5 2
2 −3 0

 , X(t) =

x(t)
y(t)
z(t)


Le système est equivalent X ′(t) = AX(t) avec

(1) χA(λ) = (λ− 1)(λ− 2)2, donc Sp(A) = {1, 2}.
(2) E1(A) = vect{v1} où v1 = (1, 1,−1) et E2(A) = vect{v2, v3} où v2 = (3, 2, 0),

v3 = (1, 0, 1) (on peut aussi prendre E2(A) = vect{v′2, v3} avec v′2 = (0, 2,−3)).
(3) Comme dimE1(A) + dimE2(A) = 3 = dimR2, la matrice A est diagonalisable.
(4) La solution générale du système différentiel est donc

X(t) = αetv1 + βe2tv2 + γe2tv3

c-à-d. x(t)
y(t)
z(t)

 =

αet + 3βe2t + γe2t

αet + 2βe2t

−αet + γe2t



Exercice 3.
Résoudre, en utilisant la transformée de Laplace, l’équation différentielle

y′′′(t)− 3y′′(t) + 3y′(t)− y(t) = t2et

avec les conditions
y(0) = 1, y′(0) = 0, y′′(0) = −2.
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Corrigé : Soit Y (s) = L[y(t)](s), alors l’équation différentielle se transforme sous la
forme(
s3Y − s2y(0)− sy′(0)− y′′(0)

)
− 3

(
s2Y − sy(0)− y′(0)

)
+ 3 (sY − y(0))− Y =

2

(s− 1)3

d’ou en tenant compte des condition y(0) = 1, y′(0) = 0, y′′(0) = −2,

(s3 − 3s2 + 3s− 1)Y − s2 + 3s− 1 = 2
(s−1)3

(s− 1)3Y − s2 + 3s− 1 = 2
(s−1)3

donc
Y = s2−3s+1

(s−1)3
+ 2

(s−1)6

= 1
s−1 −

1
(s−1)2

− 1
(s−1)3

+ 2
(s−1)6

Par inversion de la transformée de Laplace, on trouve

y(t) = L−1
[

1
s−1 −

1
(s−1)2

− 1
(s−1)3

+ 2
(s−1)6

]
(t)

= et − tet − t2et

2! + 2t5et

5! = et − tet − t2et

2
+
t5et
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