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Séances 3-4 .
Théorémes de Stokes et de la divergence

Exercice 1. Donner la formule de changement de coordonnées dans les cas
suivant :

(a) d’une transformation en coordonnées cylindriques,

(b) d’une transformation en coordonnées sphériques.

Corrigé l’exercice 1. On rappelle le théoreme de changement de variables :
Soient T', D deux ouverts de R et ¥ : T' — D un difféomorphisme de classe
C! (donc D = ¥(T)) . Alors pour toute fonction f : D — RP continue et
intégrable on a

[ o f v

(a) Considérons le domaine

)| det Jac¥ (z)|dx

D={(r6,2) eR®|r>0,0<60<2m 2R}
et la fonction
V:D>3(rbz) —

(z,y,2) = (rcosf,rsinf, z)R3

Alors U est un changement de coordonnées cylindriques (des coordonnées
cylindriques aux coordonnées cartésiennes). La matrice Jacobienne de ¥ est

Ox/0r 0x/00 Ox/Or cosf —rsinf 0
Jac¥U(r,0,z) = | 9y/or 0y/00 Oy/Or | = |sin€@ rcosf 0
0z/0r 0z/00 0z/0r 0 0 1

Son determinant est det JacW¥(r,8,z) = r.
La formule de changement de coordonnées donne

[ e zasayaz= [[[ pcoso).rsino).2)rarava:

ou f: D—RPet D=Y(T).
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(b) Considérons le domaine
D={(r0,0) €R®|7r>0,0<0<2m, —7/2<p<n/2}

et la fonction

®:D3(r,0,0) — (x,y,2) = (rcos(f) cos(p), rsin(f) cos(p), 7sin(p)) € R

AlorsW est un changement de coordonnées sphériques (sphérique-latitude) :
r > 0 est la distance a I'origine, 6 € [0, 27| est la longitude et ¢ €]—7/2,7/2[
est la latitude.

Le déterminant de la matrice jacobienne est :

cos(0) cos(p) —rsin(f) cos(p) —rcos(f)sin(p)

det Jac¥(r,0,0) = | sin(f)cos(¢) 7cos(f)cos(p) —rsin(f)sin(p)
sin(yp) 0 rcos(¢)
= 7r2cos(p).

Ainsi, on obtient la formule de changement de variables

Iy [y, 2) dedydz
0) cos(p), rsin(f) cos(p), rsin(p))r? cos(p) dr df de

= [ Frcos(

ou f: D—RP et D=o(T).
On utilise parfois un changement de coordonnées sphériques avec la
colatitude. Dans ce cas on a

D={(r0,6)ecR® | r>00<60<2r 0<d<n}
et la fonction
®:D>(r,0,0) —

(z,y,2) = (rcos(f)sin(d), rsin(0) sin(8), 7 cos(d)) € R?

r > 0 est la distance & lorigine, € [0, 27| est la longitude et ¢ €]0, 7| est
colatitude.

Un calcul direct montre que le déterminant jacobien de ® est det Jac¥(r, 0, 8) =

—r2sind. On obtient la formule de changement de variables

Iy [y, 2) dedydz
) sin(6), rsin(0) sin(d), 7 cos(9)) 72 sin(d)dr df do

= [/ f(rcos(6

ott f: D - RP et D= ®(T).
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Exercice 2. Calculer le volume V' du solide délimité par I’ellipsoide d’équation
52
2

vy
C

z?
a2 B2 =1

+

4
et montrer que V = gﬂabc.

Corrigé l'exercice 2. On remarque que 'ellipsoide £ est 'image de la sphere
S unité par 'application

O (XY, 2) = (x,y,2) = (aX,bY,cZ) V(S)=E&

Le déterminant jacobien de ¥ est
det JacW(x,y, z) = abe

la formule de changement de variables donne alors

V= /dzdydz :/ |abe|dXdY dZ = abc/ dXdYdZ = abcVy
15 S S

ou Vj est le volume de la sphere unité. On effectue le changement de va-
riables en coordonnées sphériques (voir exercice 1) :

1 p27 pm/2 4
Vo= / / / 2 cos(p)dp df dr = -7
0o Jo Jox/2 3

4
et on obtient V = gﬂ'abc.

Exercice 3. En partant de la représentation paramétrique d’un hémisphere,
calculer son aire.

Corrigé l'exercice 3. 'hémisphere supérieur H d’une sphere centrée en ’ori-
gine et de rayon a (privée du pole nord) est 'image de D = [0, 27[x [0, 7/2]
par I’application

D: (0,0) —

L’aire de cet hémisphere est alors

(x,y,2) = (acos(f) cos(p), asin(f) cos(p), asin(p)).

8<I> 3<I>

27
dodyp = / / a’ cos(ip) dp df = 2ma®.
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Exercice 4. Vérifier le théoréme de Stokes pour la champ vectoriel f(z, y, z) =
(0,0,9?) et la surface
Y ={(z,y,2) €R® : 22 +¢y*+22=1, 2<0}.

Corrigé lezercice 4. (1) Calculons [ rot(f
choisit de paramétrer X par

(0, ) = (cos @ sin p,sin b sin ¢, cos p),

avec (0,p) € U = (0,2m) x (7/2,m).
L’intégrale de surface nous donne

L 2m
// rot(f) -ds = / / —sinp(2sindsin g, 0, 0)
b n/2Jo

-(cos @ sin @, sin 6 sin ¢, cos p)dOdyp

27
—2/ / sin 6 cos 6 sin® pdfdyp
w/2J0
= 0

. On a rotf = (2¢,0,0). On

(2) Calculons [, f-dl. Le bord orienté (positivement de ¥ est paramétré
par

0:0— 27

~v(0) = (cosb,sinb,0) ,

Donc )
f-dl= / (0,0,sin” @) - (—sin 6, cos §,0)dd = 0.
s 0
Exercice 5. Vérifier le théoreme de la divergence pour la champ vectoriel
f(z,y,2) = (zy,yz,x2) et le tétraedre unité donné par
Q={(z,9,2) €ER® : 0<z<l—az—y, 0<y<l—z 0<z<l}

Corrigé lezercice 5. (1) Calculons [, div(f)
y+zet

dxdydz. On a div(f) = = +

Q={(z,9,2) €ER® : 0<z<l—-az—y, 0<y<l—z 0<z<l}

1 l1—x l—z—y
/ / / (x4 y + z)dzdydx
=0 z=0
1 11—z
/ / (1— (z+y)? )dydz—f
z=0 Jy=0

Donc

/ / /Q div(f)dzdydz =
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(2) Calculons [[,,f-nds. On a 9Q = X, UX,; U X3 U Xy, avec

¥ = {alr,z)=(2,0,2) :0<z<1—2, 0<2<1}
Y = {B(z,y) =(2,9,0) :0<y<1l—2, 0<2<1}
Y3 = {1(y,2)=(00,9,2) :0<2<1-y, 0<y <1}
0 = {0(zy)=(x,y,l—z—y) :0<y<l-—2z 0<2x<1}

Les normales correspcgléian‘ﬁs sont

n = I A 9 = (0,—1,0) normale extérieure
o 0
ny, = ai 85 (0,0,1) normale intérieure
oy 0
n; = 8; A 5‘Z (1,0,0) normale intérieure
0§ 96
ng = o A ay = (1,1,1) normale extérieure
Donc
/ f-nds = / f-nyds— f nads — f-nzds + f - nuds
o0 o1 2 3 4
= 0-0-0

1 1—
+ / (eyy( -2 —y)a(l -z —y)) - (1,1, 1)dyde
0 0

Exercice 6. Soit le champ f(z,y,2) = (y%, —22,2) et I la courbe d’inter-
section du plan y + z = 3 avec le cylindre 22 + y? = 1.
En utilisant le théoreme de Stokes, calculer fr f.
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Corrigé l’exercice 6. Soit I' la courbe d’intersection du plan y + z = 3 avec
le cylindre 22 + y2 = 1; soit S la surface délimitée par I'. Cette surface est
paramétrée par

a :D=]0,2n[x]0,1] — R3

@, p) — (pcosf,psind,3 — psinb)
O 0
La fonction « est de classe C? sur D et a—(; A a—a (0, —p, —p).

Le champs f est de classe C! sur R? et

rot f = —(0,0,2z + 2y) = (0,0,2pcos + 2psin 6)

Nous avons donc par le théoreme de Stokes

/f da_//rotf ds //rotf p)) - (gz/\g—a)dﬂd

/ / (2pcosf + 2psin @) pdfdp

/2”(20050 n 2sin 6
0 3 3

)do = 0.

Exercice 7. Soit D le domaine de R? limité par les trois surfaces d’équations
2 2 _ _ -
z+y°=1 z=0et z+2=1.

Soit S le bord de D orienté suivant le vecteur normal extérieur.

Notons S; la partie de S contenue dans la surface z + z = 1, elle est
donc paramétrée par x(r,8) = rcosf, y(r,0) = rsinf et z(r,0) = 1 —rcosf
avec (r,8) € [0,1] x [0, 27].

Notons aussi Sy la partie contenue dans la surface z = 0, elle est donc
paramétrée par x(r,0) = rcosf, y(r,0) = rsinf et z(r,8) = 0 avec (r,0) €
[0,1] x [0, 27].

Soit f: R3
T, T —y).

(a) Calculer le flux de f & travers S;.

(b) Calculer le flux de f & travers Ss.

(c) Calculer le flux de f & travers S en utilisante la formule d’Ostrograd-
sky (théoréme de divergence). Calculer d’abord la divergence de f.

(d) Soit C T'intersection de des surfaces 22 +y? =1 et x + 2z = 1.

En utilisant la formule de Stokes, calculer la circulation de f le long de la
courbe C|, orientée dans le sens trigonométrique, vue d’en haut.

— R3 le champ de vecteurs donné par f(z,y,2) = (y — 2,2 —
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Corrigé Uezercice 7. (a) On considere le paramétrage de la surface S; donné
dans I’énoncé

a(r,0) = (rcosf,rsinf, 1 — rcosf) avec (r,0) € [0,1] x [0, 27]

Le vecteur normal est donc

da O cos —rsinf r
n=_—N_—= sinf | A rcos 6 =
or  Or -
—cosf rsinf r
On a aussi
—1+ r(cosf + sin ) r
fla(r,0)) -n = 1—2rcosf | 0 | =r(~1+2rcosb)

r(cosf — sin 6) T
Le flux de f & travers S; orientée vers le haut est donc égal a

ffSl f -nds = ff[o’l)x[o,%] f(a(r,0)) - ndrdd

[0,1)x[0,27] r(—1+ 2rcos@)drdf

= —T.
(b) Méme raisonnement qu’en (a). Dans ce cas
a(r,0) = (rcosf,rsinb,0) avec (r,0) € [0,1] x [0, 27]

Donc
[fs,f-nds = ff[m)x[o,%] f(a(r,0)) - ndrdf

- ff[OJ)X[O,Qﬂ r%(cos 0 — sin )drdf

|
o

(c) La divergence de f est

Div(f) = %(y—z)ﬁ-%@—x)‘i‘%@_y) =0

D’apreés le théoréme de la divergence (formule d’Ostrogradsky) le flux de £
a travers S vaut [[[, Div(f) = 0.
(d) D’apres les notations de (a) 'aire de Sy est égal a

Aire(Sh) // ||‘10‘ A —||d d
[0,1) x[0,27]

avec ?)—i‘/\ga = (r,0,7) et ||3a /\8‘5‘|| =r2 4+ 712 = /2r, soit

Aire(S;) := V2 /

[0,1)x[0,27]

rdrd = \2r
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(e) D’apres le théoreme de Stokes, la circulation de f le long de C orientée
comme dans ’énoncé est égal au flux de rot(f) a travers Sy, orientée vers
le haut. On pose P(z,y,2) =y—=z, Q(x,y,2) = z—x et R(x,y,2) = x—y),
soit

f(x,y,2) = P(z,y,2)i+ Q(x,y,2)j + R(x,y, )k
Ona 9R _9Q _ 0 P

et par symétrie,
rot(f) = (~2,-2,-2)
Ainsi
fC f . da = ffsl rot(f) . nds
= ff[071)><[o727r](_27 -2, _2) : (7’, 0, r)drd&
[0,1)x [0,27] —4rdrdf
= —A4r

Exercice 8. Soit le champ de vecteurs
F(x,y,2) = (0,0,zyz)

défini sur R3.

Considérons la boule unité paramétrée par

x=rcosfsinp, y=rsinfsing, z=rcosy

avec 0 € [0,27], ¢ € [0,7] et r € [0, 1].

(1) Calculer [[[;, div(F)dzdydz o V est la boule unité.

(2) Calculer [[F -ndS ou ¥ est la spheére unité et n est le vecteur
normal a X sortant de la boule unité.

(3) Commenter ces deux résultats.

Corrigé l'exercice 8. Le paramétrage

(r,0,¢0) —

(0 €[0,27], ¢ € [0,7] et r € [0,1]) correspond aux coordonnées sphériques
(voir I’exercice 1) avec la colatitude. Dans ce cas, le jacobien est —r2 sin(¢p).
On calcule la divergence div(F) = zy.

(rcosBsin o, rsinfsin , r cos )
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/// div(F)dz dy dz ;
v

1 2m ™ ’
/ / / —r* cos(0) sin(f) sin(p)® dr df dg .
o Jo Jo
0

2. La surface X est paramétrée par

1. Donc

o:(0,¢) — (cosfsin p,sin fsin @, cos )

6 € [0,2n], ¢ € [0, 7]. Le vecteur normal est Corrigé Uexercice 9. (1) On a rot(f)(x,y,2) = (=1, -1, —2?).

do 0o (2) On a
n=_s N — 3 —(cos @sin’ p, sin @ sin? @, sin ¢ cos ) 9 9
0 8—0(7‘, 0) A 20 o(r,0) = (2rcos,2rsind, 1) A (—r*cosf,r? cosf,0)
,
On trouve donc = (—r%cosf, —r*sin6,2r?)
// F-ndS=0 .
> par conséquent
3. Cest cohérent avec le théoréme de la divergence : [ [, div(F)dz dy dz = [Jsrot(f) - dS = fo f —1,—r*cos? ) - (=12 cos B, —r?sin 6, 2r%))dOdr
[Js,F - ndsS. = fo ( cost9 +sin ) — 2r7 cos® §) dodr
=-2 20dodr = —T
Exercice 9. Soit la surface fo fO T cos r=-a
(3) On a
Y={(z,y,2) €R> : 22 +y> =21 0<z<1}, .
{(z.9.2) Ty =g, 0<asl) Jof-de = [2TE(4(0)) -~ (0)d0
et soit I' = 9% son bord. = foﬁ (cos®0sinf, 1, cosf) - (—sind,cosd,0)dd

(
——fo cos? § sin? 0do = —%

On d 1 étrisations de X et I :
fl COTRE fe5 barametnsations de & ¢ (4) Comme [[;rot(f)-dS = [.f-dl le théoréme de Stokes est vérifé.

(r,0) = (r?cosf,7?sinf,r); 0 <r <1, 0<6<2r},

={o Exercice 10. Soit  le domaine de R? limité par les surfaces
{~v(6 ) (cosf,sinf,1); 6:0— 27}.

by
r

4P+ =1,2>0,y>0etz>0

Considérons le champ vectoriel f : R3 — R3 donné par (1) Faire un dessin de Q

(2) Calculer le volume de €.

_ 2
f(z,y,2) = («%y, 2, x) Notons ¥ le bord de €2 orienté suivant le vecteur normal extérieur.

. 24,2 4 2 _

(1) Caleuler rot(f). Totons Etl la gartle de ¥ contenue dans la surface z° +y* + 2 = 1. On
(2) Calculer [, rot(f)-dS. PEUb parametret s par

(3) Calcu%er \l’mtegrale curv1hgne ,fr.f,' de. x(p,0) =sinpcosh

(4) Le théoreme de Stokes est-il vérifié pour (f,X)? y(p,0) = sinpsing (¢,0) € [0,7/2]2.

z(p,0) =cosy

K. Koufany 5
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Notons aussi ¥5 = ¥ \ 31 (le complémentaire de ¥; dans X).
Soit le champ vectoriel donné par

f(z,y,2) = (2°,4°,2%)

Calculer le flux de f a travers 7.

Calculer le flux de f a travers .

Calculer Paire de X7.

Calculer laire de X.

(7) Soit la courbe C, bord de %, orientée dans le sens trigonométrique

(3)
(4)
()
(6)

par rapport & orientation de ¥; (dont le vecteur normal est vers ’extérieur).

En utilisant la formule de Stokes, calculer la circulation de f le long de la
courbe C.

On rappelle que le volume de la boule unité est 47/3 et que l'aire de la
sphere unité est 4.

Corrigé Uexercice 10. (1) Dessin :

Y

|

z

(2) Le domaine © est l'intersection de la boule unité d’équation z?* +
y? + 22 =1 et de l'octant {(z,y,2), © >0,y >0,z > 0}. C’est le huitieme
de la boule unité qui se trouve dans cet octant.

(3) Le bord de 2 est composé huitieme de la sphere unité : 3y = {z? +
y?+22 =1, 2 >0,y >0,z > 0} et des quarts de disques S; = {z =
0, 22492 <1, 2>0,y>0}, So={r =0, 22+9y2 <1, 2 >0,y >0} et
S3={y=0, 22 +22<1, 2>0,2>0}. Onaalors ¥ =3, US; USyUS;3
et 22 251USQUS3

On parametre Y7 par

z(p,0) =sinpcosf
o(0,0) = { y(p,0) = sinpsind
z(p,0) =cosep

(p,0) € [0,7/2]2.

K. Koufany

donc
gg = (cospcosf,cospsinb, —sinp)
g—; = (—sinysinb,sinpcosb,0)
et
g—; A % = (sin? p cos @, sin? @ sin 6, cos @ sin @)

est un vecteur normal sortant. D’ou

w/2 /2 80' 30
f.dS = f ,0)) - (=— AN = )dpdb
// / / (0(.0)) - (52 1 Gg)d

w/2 pw/2
/ / (sin® @ cos® 0, sin®  sin® 6, cos® )
0 0

-(sin? ¢ cos B, sin? @ sin 0, cos ¢ sin @ )dpdd

/2 pw/2
/ / sin® @ (sin 6 + cos* §) + cos? @ sin ¢ dpdf
0 0

3
10
Pour une intégrale du type [ sin5(ap)dg0 on utlise

/Sins(gp)dcp = /(Sinz(cp)2 sin pdp = /(1 — cos? ¢)? sin pdy

puis un changement de variable u = cos . Méme chose pour [ sin4(ap)dg0
et [ cos*(p)de.

(4) On a X = S1US3U S5 et le flux de f & travers Yo est la somme des
flux de f a travers chaque surface S;. On pour chaque S; le vecteur normal

est perpendiculaire a S; en chaque point donc le flux a travers S; est nul.
Donc ff22 f-dS=0.

(6) 1 est le huititme de la sphere unité, son aire est donc § x 4w = .
(7) Xq est la réunion disjointe des 3 quarts de disque unité, son aire est
donc % X T = %’r.

(8) Remarquons que la circulation le long de C' est égale a la somme
des circulations sur le bord de chacune des faces S, S2, S3. Sur les arrétes
droites, les circulations se compenses deux & deux (faire un dessin).
D’apres la formule de Stokes, on a par exemple

f-dl:// rot(f) - dS
651 Sl
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Or rot(f) = (0,0,0), donc [,q f-dl = 0. Par symétrie [, f-dl =0 et
Josg, £+ dl =0. Ainsi [ f-dl=]0]

Exercice 11. Soit le champs de vecteurs f: R? — R? défini par
(z,y) = f(z,y) = (zy®, 2%)

On pose P(z,y) = 2y? et Q(x,y) = 22y.

(1) (a) Calculer rot(f).

(b) Montrer que l'intégrale curviligne fFf est nulle lorsque I' est un
courbe simple fermée.

(2) Soit la courbe I' =Ty UTy UT'3 out

I'; : I'arc de la parabole d’équation y? = 4 — 3z limitée en A par la droite
d’équation y = = et en B par ’axe des x > 0;

I's : le segment de droite allant de B a O ;

I3 : le segment de droite allant de O a A.

Les points A et B sont & determiner.
X

/

(a) En utilisant un paramétrage adapté & chaque cas, calculer :
0 I,
(i1) fr2 f.
(iii) Jp, f. Calculer [, f de deux manieres différentes (Ind. utiliser la
question (1)).
(b) Determiner un potentiel i de f.
(c) Retrouver [, f pouri=1,2,3.

~

Corrigé l’exercice 11. Les abscisses des points d’intersections entre la para-
bole y? = 4— 3z et la droite y = z sont les solutions de 2% +3x —4 = 0 apres
calcul on trouve x = 1 et x = —4, par suite y = 1 et y = —4 respectivement.
Ainsi A = (—4, —4). L’abscisse du point B est solution de 0 = 4 — 3z, d’out

4 ainsi B = (%,0).

.’E:g,

K. Koufany

(1) (a) On a

rot(F)(z,y) = 9Q(z,y) _ OP(z,y)

or dy
9(x%y) 9 (zy?)
- or dy
2yxr — 2yx

= 0

(b) Soit w = P(x,y)dx + Q(x,y)dy = vy*dx + x*ydy la forme différentielle
associée au champ f. Donc [ w = [.f. D’aprés (a), la forme différentielle w
est fermée, comme elle est définie sur R? qui est un domaine étoilé d’apres le
théoreme de Poincaré, elle est exacte, en particulier son intégrale curviligne
est nulle le long de tout courbe simple fermée.

(2) (a)

(i) T's a pour paramétrage : v3(t) = (—t, —t) avec t = 0 — t = 4. Donc

s

o= / (7 (8)) - 74 ()t
4

/ (=) (—1)%) (~1) + (~6)(~0)(~1) dt

0

4
2 / t3dt = 128.
0

(#4) T9 a pour paramétrage : Va(t) = (% - t,O) avect =0 — t = %.
Donc

f

/Oé £(72(t)) - v2(t)dt
— /Og <(§—t>x02, (g—t>2x0>~(—1,0)dt
= /0§ 0dt = 0.

, . [ 4—42 _ _
(#i7) Ty a pour paramétrage : v1(t) = ( 3 ,t) avec t = —4 — t = 0.

I

IS
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Donc

/ £ (1)) - 21 ()t
/_i ((4;t2)t2(—1)+t (4;t2>2(1)> dt
/_04 (— (4_3t2)t2+t <4_3t2>2> dt

0
16, 4, 8, 1, 1.
= - ot - St 4 St
/,49 3 79 T30 Ty
= —128

/f
Iy

Deuxieéme méthode : d’apres (1), comme I' = T'; UTy UT'3 est fermée,

/f+/f+/f:/f:0
I T2 I's r
/f:—/ f—/ £ =128
Fl F2 1—‘3

(b) On sait d’apres (1) que f dérive d’un potentiel. Soit h : R? — R tel
que f = Vh. Donc

Donc

- 2,2
% =ay? = h=" +g(y) et
g—Z =2y = %Z = 0 = g est constante
On peut donc choisir g =0 d’ou h(x,y) = # est une primitive de f.

(c¢) En utilisant h on obtient
Ji £ = h(A) — h(0) =128 — 0 = 128.
Jr, f=10) - h(B)=0-0=0.

4)2 2
Jp, £=h(B) = h(A) = (3)2x0 R s )
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