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Test du 18/11/2016
Corrigé

Exercice 1. Soit f : R — C une fonction 2m-périodique, impaire et telle que f(t) = ”T_t sur
J0; 7]

(a) Déterminer la nature de convergence de la série de Fourier de f.
(b) Déterminer les coefficients de Fourier de f.
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Corrigé : (a) f est de classe C! par morceaux, donc d’aprés le Théoréme de Dirichlet, la série
de Fourier de f converge simplement vers f. La convergence ne peut étre uniforme car si telle est
le cas f serait continue en 0 en tant que limite uniforme d’une suite de fonctions continues.

(b) La fonction f est impaire, donc a, = 0 pour tout n € N. Par intégration par parties,
b, = 1/n pour tout n € N*. On en déduit qu’en tout point de continuité,

() = Z sin(nt)'

n

(c) Pour t = 1 on obtient

(d) Par la formule de Parseval
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(a) Déterminer la transformée de Fourier de II.
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(b) Soit IIa(t) = 1_2 «)(t) = {O :t: ; 2, ot a > 0. Déterminer la transformée de Fourier de
2

In,.
(c) En déduire la valeur de I'intégral [ (S2%)2dy.
(d) Calculer [ sinty,

-~

Corrigé : (a) Siv =0 alorsI(v) = 1. Siv # 0 alors
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On en déduit que

N sin(wv)
Iw)y={ =~ 7 f 0
1 v=20

(b) On remarque que Il, (t) = II(t/a). On utilise alors la formule de changement d’échelle et
on obtient T, (v) = all(av). Cest-a-dire, I1,(0) = a et Il,(v) = %, siv#0.

(c) On utilise la formule de Plancherel-Parseval. Comme [ |ﬁ1/,r(1/)\2dz/ =5 (“27;‘)2du
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(d) On utilise I'identité suivante avec la transformée de Fourier inverse (qui a bien un sens car
I/, est L)

sinu
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Exercice 3. (a) Déterminer la transformée de Laplace de la fonction ¢ — 4 cos? 2t.

(b) Déterminer la transformée de Laplace de la fonction ¢ — (5e*" — 3)?sint.

(c) Sachant que £71(¢ 11//2) = Cof/zf‘[, calculer £~1(¢ 71/; ) ot a > 0.

Corrigé : (a) On a cos®(2t) = Cos(ét)ﬂ, donc L[4cos?(2t)](s) = 2L][cos(4t)](s) + 2L[1](s) =

521316 + 5
(b) On a

L[(5e% — 3)%sin(t)](s) = 25L[e* sin(t)](s) — 30L[e*! sin(t)](s) + 9L]sin(t)](s)
= 25£[s2ir51(t)](8 —4) - ggﬁ[sin(t)](sg— 2) + 9L][sin(¢)](s)
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(c) Posons F(s) = 1/2 , alors F(s/a) = \/563_1—72 On a alors

= e~/s L up L t
(W)fﬁ [F(s/a)](t) =7 1/a HF ()](g)
= VaL '[F(s)](at)
acos%/tﬂ cos 2v/at
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Exercice 4. On considére ’équation aux dérivées partielles suivantes

2
%—4%—}—3/:1633—}—511196 (1)

ou y = y(z,t), avec les conditions

d
y(0,t) = 0,y(m,t) = 167, y¢(z,0) = ay(x,t)“:() =0,y(z,0) = 162 + 12sin 2z — 8sin 3z

On pose Y (z,s) = L(y(z,t))(s) (transformée de Laplace par rapport a la variable t).

(a) Transformer (1) a l’aide de la transformée de Laplace, en déduire une équation différentielle
notée (2) du second ordre en Y.



(b) Sachant qu’une solution particuliére de 1’équation (2) est de la forme Yp(s,z) = ax +
bsinz + csin 2z + dsin 3z, trouver les coefficients (a, b, ¢, d).

(c) et (d) Déterminer une solution homogene Yy (s, ) de I’équation homogene associée a (2).
En déduire la solution générale de (2).

(e) Prendre la transformée de Laplace inverse de la solution générale trouvée ci-dessus pour
déterminer la solution générale de I’équation (1).

Corrigé : (a) On prend la transformée de Laplace de PEDP par rapport a la variable t, on
trouve
16z  sinz

d*Y (z,s) +Y(a,s)

(s*Y (z, s) — sy(z,0) — y;(x,0)) — 4 702 . .

Puisque y(z,0) = 16x + 12sin2z — 8sin3x et y¢(x,0) = %y(w,t)hg:o = 0, on trouve I'équation
différentielle suivante (du second ordre par rapport a x) :

Yy 1 74(32 + 1Dz sinz

_ Lo _ s .
72 4(3 +1)Y . s 3ssin(2z) + 2ssin(3z). (2)

avec les conditions initiales suivantes
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Y(0,5) = Ly(0,2)](s) = L0](s) =0, et Y(m,s) = LIy(m,1)](s) = 167L[1](s) (3)
D’apreés la forme du second membre de I'équation (2) [ en tant que fonction de x | on déduit qu’une
solution particuliére de (2) est de la forme Yp(x,s) = ax + bsinz + csin 2z + dsin 3z. En dérivant
et substituant dans (2) et en égalant les coefficients des termes analogues, on trouve

Y (2, 5) 16z n sinx n 12ssin2x  8ssin3x
T,8) = — —
P s s(s2+5) s24+17 s2+37

La solution générale de ’équation homogéne associée a (2) est de la forme

_ 1. /52 1./52
Yi(z,s) = cre 2V T L peaVeitle

ou ¢ et cg sont des constantes réelles. La solution générale de (2) est donc

15770 1 /5771, 16x sin x 12ssin2x  8ssin3x
Y(2,5) = Yy (2,5)+Vp(w,s) = cre™ 2V 104 cpe '2+1x+7+8(s2 +5) ey s
(4)

Les conditions initiales (3) portées en (4) donne

167

16
0=Y(0,8) =c1 +co, et —= =Y(m,s)=cre” 2VZFIT | gyesVeFin 0T
S

s
donc ¢y =co =0 et

Y (. 5) 16z n sinx " 12ssin2x  8ssin 3z
T,8)=— _ )
s s(s?2+5) s2 +17 s2 437

En prenant la transformée de Laplace inverse, on trouve la solution cherchée

sSix

3 (1 — cos v/5t) + 12sin 2z cos V17t — 8sin 3z cos v/37t.

y(z,t) = 16x +




