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Examen de rattrapage
14 Mars 2022

Calculatrices et documents non autorisés. Durée 1h.

N.B. L’exercice 1 est a faire par tous les étudiant-e-s, ensuite vous avez
le choix de faire I'exercice 2 ou bien ’exercice 3.

Exercice 1. On se propose de résoudre le systeme différentiel

xp = ({t+3)z + 2z
xh = —4dxy + (t — 3)z2

(1) Mettre le systéme sous la forme X'(t) = A(t)X (t), puis déterminer
le polyndme caractéristique de A(t) et les valeurs propres de A(t).
(2) Déterminer les sous-espaces propres de A(t).
(3) Diagonaliser A(t) : écrire A(t) sous la forme A(t) = PD(t)P~!.
(4) Posons Y (t) = P~1X(t).
Résoudre le systéme différentiel Y'(t) = D(t)Y (¢).
(5) En déduire la résolution du systéme différentiel X'(t) = A(t)X (t).

Corrigé Uexercice 1. Solution. Le systéme peut se mettre sous la forme X'(t) =
At)X (t) avec

A(t):<t—+43 t33>’ X(t):(gg)

Le polynome caractéristique de A(t) est xa@)(X) = X2 =2tX + (12 — 1) et
Spaw) = {t +1,t —1}. Ces deux valeurs propres étants distinctes, A(t) est
diagonalisable.

On trouve Eyar(A(t)) = Vect( 4 ),Et_l(A(t)) — Vect( 4 ) et

on a alors

A(t) = PD(t)P~! cwech(ll 12),D(t)=<tgl t01>

En posant ( m(
Y2

K. Koufany

X'#)=At)X(t) <= Y'()=DR)Y(*)
. o =0+ n
yy = (t—1ye

g = delt'20)/2
<~
yo = pel®2)2 N ueR

On trouve alors comme solution générale cherchée

xo-rva- (4 4) (1)

_, 6(t2+2t)/2 e(t —2t)/2 \ R
= _o(t?+20) /2 +u _gp(t=20)/2 | S

Exercice 2. Soit f : R2 = R? le champ de vecteurs donné par
f(:L’, y) = (QSﬂy + y2 - ]-7 2:ry + $2).

oient les points A = (1,0) et B = (0,1).

(1) Déterminer une paramétrisation du segment [A, B].

(2) Calculer la circulation de f le long du segment de A vers B.

(8) Montrer que £ dérive d’un potentiel h : déterminer un champs sca-
laire h tel que calculer Vh = f.

(4) Calculer la circulation de £ le long de la courbe T' paramétrée par

'Y(t) = (COSs(t),Sin4(t)), t= 7'('/2 St =
Corrigé Uexercice 2. On parameétre le segment [A, B] avec
at) =1 —-t,t),t=0—=t=1

Donc

/f-dﬁ
r

/ Ctalt) - ol (t)dt
0

= /1(2(1 — 0t +12 = 1,21 —t) + (1 —t)?) - (—1,1)at
0

1
= 2/0 (1—t)dt =1
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Si £ dérive d’un potentiel h, i.e. Vh = f, alors
Oh(z,y)

o = 2xy +y? — 1 (1)
8th Yo guyta? (2)

de (1) on déduit que
ha,y) = 2?y+ay® —z+¢(y) (3)

En dérivant (8) par rapport a y et en comparant avec (2), on obtient
2xy + 2% = 2% + 22y + ¢ (y)

Donc ¢ = ¢ une constante. Ainsi h(z,y) = 2%y + xy?> —x + c.

Notons que y(7/2) = (0,1) = B et y(7) = (—1,0) = C.
La circulation d’un champ gradient ne dépend que des extrémités de la
courbe sur laquelle elle circule, on a

/f-a%:h(C)—h(B):—(—1)+k—0—kz:1
T

Exercice 3. Soit le champ f(z,y,2) = (y2, —2%,2) et T' la courbe d’inter-

section du plan y + z = 3 avec le cylindre z2 + 3% = 1.
(1) Soit S la surface délimitée par T.
Déterminer une paramétrisation de S.
(2) Calculer le vecteur normal & S.
(3) Calculer rot f.
(4) En utilisant le théoréme de Stokes, calculer [ f.

Corrigé l'exercice 3. Soit I' la courbe d’intersection du plan y + z = 3 avec
le cylindre 22 + % = 1; soit S la surface délimitée par I'. Cette surface est
paramétrée par

a :D=0,27[x]0,1] — R3

@, p) — (pcosf,psind,3 — psinb)
da 0
La fonction « est de classe C2 sur D et 8—3 A a—a (0, —p, —p).

Le champs f est de classe C! sur R? et

rot f = —(0,0,2z + 2y) = (0,0,2pcosf + 2psin b)
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Nous avons donc par le théoreme de Stokes

0o Oa
/Ff-da—//rotf ds //rotf @, p)) (%Aa—)dé’d

/ / (2pcos 8 + 2psin 6) pdfdp

27
2cosf  2sinf
= df = 0.
/0 T3t




