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Mathématiques pour l’ingénieur
Examen du 16 Janvier 2023 — durée : 2h

N.B. Documents et calculatrices non autorisés. Vous pouvez traiter les
exercices dans ’ordre de votre choix. Développez avec précision ’argument
qui justifie votre réponse & chaque question.

Exercice 1. On considere le systeme différentiel suivant

{'(t) (1) + y(t) + ”
o B A K

avec la condition 1n1t1ale :17(0) y(0) =

systéme s’écrit X'(t) = AX(¢) + b(¢ ) ol
~ (=z(t) (-1 1 G
X(t) = (WQ, A= ( X _1> et b(t) = ()
(1) Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres de A. La
matrice A est-elle diagonalisable 7

1. Sous forme matricielle ce

(2) Déterminer les solutions, notées X g (t), du systéme homogene X' (t) =

AX(t).

(3) Déterminer une matrice inversible P et une matrice diagonale D
telles que A = PDP~1.

Déterminer alors e*4 pour tout t € R.

(4) En déduire une solution particuliere Xp(t) du systeme (x).

(5) Déterminer alors z(t) et y(t) solutions du systéme (*) vérifiant la
condition initiale.

(6) On souhaite maintenant résoudre le systeéme () en utilisant la trans-
formation de Laplace. On suppose que toutes les fonctions qui entrent en
jeu sont causales et qu’elles possedent une transformation de Laplace. On
note F(s) = L[z(t)](s) et G(s) = L[y(t)](s).

Quel systéme obtient-on si on applique la transformation de Laplace au
systeme différentiel ().

(7) En déduire que F(s) = G(s) = 5.

(8) En inversant la transformation de Laplace, déterminer x(t) et y(t)
solutions du systéme (x) vérifiant la condition initiale.

Corrigé Uexercice 1. (1) Ona xa(A) = A(A+2). Le polynéme caractéristique
étant scindé & racine simple, la matrice A est diagonalisable.

K. Koufany

Apres calcul, on trouve les sous-espaces propres Eg(A) = Ruy et E_o(A) =

Rvy ou
(1 (1
v = 1/ Vg = 1)

(2) Les solutions du systéme homogene sont donc

Xu(t) = ae® vy + Be 2"ty

_ Oc+ﬂ€72t
T \a—Be 2
pour tout «a, 3 € R.

(3) Da’pres (1) On A = PDP~!

A= %)

Donc
ia (1 1 1 0 /2 1/2
T\ —1)\o e2)\12 —1/2
B 1 67215 +1 7672t +1
T2\ —eH41l eH41
(5) La solution particuliere du systéme () est donnée par

t
Xp(t):/ et Ap(s)ds
0

_€—2t+2$ +1 e B e
e—2t+23 + 1 es - es
t t s t
_ (t—s)A _ e _ (¢~ 1

Xp(t) /0 e b(s)ds /0 (65) ds <et _ 1)

(6) Finalement la solution générale est

(20) = x = xut+ o0 = (32501071

Or
—2t+2s + 1

1 e
(t—s)A S
e b(s) 5 < e

donc

—2t+2s + 1
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Orz(0)=1lety(0)=1,donca+p+1—-1=1leta—F+1—1=1cequi
donne a =1 et 8 = 0. Ainsi

L(z")(s)=sF(s)—1et L(¥)(s) =sG(s)—1

Si on applique la transformée de Laplace au systeme différentiel, on obtient
le systeme linéaire

—F(s)+G(s) + il

S

=F(s) = G(s) + 355

S

{ sF(s) - 1

On va résoudre ce systéme pour calculer F'(s) et G(s). Il est équivalent a

1 S
1:
s—1+ s—1

—F(s)+ (s+1)G(s) = +1=

(s+1)F(s) — G(s) =

Exercice 2. (1) Soit g(z) = e et §(v) = Flg(x)](v) sa transformée
de Fourier. En utilisant le fait que g(z) (respectivement §(v)) est solution
d’une équation différentielle par rapport & x (respectivement v), montrer

que F {e’mz] (v) = \/Te~™ . On rappelle que Jr e dt = /7.

(2) Soit f(x) une fonction solution de 1’équation différentielle suivante

f'(@) +af'(x) + fz) =0 ()

et soit F(v) = F[f(z)](v) sa transformée de Fourier.

(a) Que devient I’équation (xx) si on lui applique la transformée de
Fourier ?

(b) En déduire F(v).

(c) Trouver alors f(x) en appliquant la transformée de Fourier inverse.

K. Koufany

Corrigé lezercice 2. (1) On a ¢'(x) = —2zg(z). En appliquant la trans-
formée de Fourier on a F{¢'(2)}(v) = —2F{zg(x)}(v), dou (2inv)g(v) =
—2x —3—-4§(v). On a alors

d

2 ow) = ~2xg(0)

ce qui conduit a la solution

i) = Ko
La constante K est donnée par K = §(0) = [, e~ dt = /7. Ainsi

Fle " Yv) = Vae ™ V.

(2) (a) On transforme I’équation différentielle (xx) et on obtient

Qi F (7)) + =5 F(}Y0) + F{T} ) = 0

et
Qirv PFUY W)+ o e @imvF{f}0) + F(F} () = 0
donc . L od
(2imv)°F(v) + “oir v (2imvF(v))+ F(v) =0
et
—47%V%F (v) — diy (wF()+F(v)=0
42 F(v) + Vdil/F(V) =0
et pour v # 0

d
4m*vF —F(v) =0
PVF (W) + - F(v)
(b) La solution générale de cette équation est
F{f@)}w) = F(v) = Ke 7"
Cette fonction étant paire (par rapport & v) on a

fla) = F{Ke > }(2) = KF{e ™ V2 }(x)

11 (=)
= Kﬁﬁe () (voir (1))
LK g

N
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Quelques formules utiles ...
Transformée de Laplace

L LIFW)(s) = o7 fe)e

2. L[t")(s) = s

3. L[e"](s) = Sia

4. Lle“ f(t)](s) = LIFD(s - a).

5. LIFF(D)(s) = (1N L LIF(1)](5):

6. LIf)(0))(5) = 5" LI (0)(3)=s"LF(0)—sn 2 (0) s -2 (0)
F=1(0).

Transformée de Fourier

L FIfO)w) = [23 f(B)e .

2. f[f(at)]( )= \tll\f[f( )]( a|>

3. FIfW@)](v) = inv)*FIf ()] (v).

4. G FLF(O)) = (~2im) FIth F (1)](v).
5. Flf gl = FIf] x Flgl.

6

. (Formule d’inversion) Si la fonction F'(v) = F[f(¢)](v) est paire,

alors F[F(¢)](v) = f(v).

K. Koufany



