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Examen du 20 Janvier 2022 — Corrigé
Documents et calculatrice non autorisés — durée 2h

Exercice 1. Soit le systeme différentiel

x1(t) =dxq(t) — 22(t) — 23(t)
za(t) = x1(t) + 222(t) — 23(t) ()
$3(t)/ = $1(t) — JUQ(t) + 2x3(t)

(1) Calculer le polynome caractéristique de la matrice A du systeéme (%),
en déduire les valeurs propres de A.

(2) Déterminer les sous-espaces propres correspondants.

(3) Déduire ’ensemble des solutions du systéme différentiel (¥).

Corrigé Uezercice 1. (1) La matrice du systeme différentiel est

4 -1 -1
A=1(1 2 -1
1 -1 2

Un calcul simple donne son polynéme caractéristique
xa(A) = det(A — N3) = (2= \)(3 — \)?

Donc 2 est une valeur propre simple et 3 est une valeur propre double.
(2) Un autre calcul simple donne les sous-espaces propres

EA<2) = Ker(A — 213) = Vect (’Ul)
Ea(3) = Ker(A—3l3) = Vect (ve,v3) .
ou
1 1 1
v = 1 , Vg = 1 , U3 = 0
1 0 1

La matrice A est diagonalisable car dim F4(2) 4+ dim F4(3) = dim R3
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(3) Une solution générale du systeme (X) est donnée par
X (t) = ae®'vy + Be’tvy + yedlus
pour tout «, 8,7 € R, soit

ae?t + Bedt 4 et
ae?t + pedt
ae?t 4 ~edt

X(t) =

Exercice 2. On cherche, en utilisant la transformée de Laplace, a résoudre
I’équation différentielle

y"'(t) — 3y (t) + 3y (t) — y(t) = t%€

avec les conditions

(Equation 1)

y(0) =1,5'(0) = 0,y”(0) = —2.

On pose Y (s) = L[y(¢)](s).

(1) Transformer 'Equation 1 et déduire que Y'(s) vérifie une équation
algébrique de la forme f(s)Y(s) + g(s) = h(s) ou f(s), g(s) et h(s) sont &
déterminer.

(2) En utilisant la transformée de Laplace inverse, déterminer alors une
solution de I’Equation 1.

Corrigé Uexercice 2. Soit Y (s) = L(y(t))(s), alors 'equation différentielle
se transforme sous la forme

-1
d’out en tenant compte des conditions y(0) = 1,4'(0) = 0,3”(0) = -2,
(=352 +3s—1)Y(s) —s?+3s— 1= ﬁ

(S—I)SY(S)—52+33—1=ﬁ
d’ott
s —3s+1 2
Y —
©) = oy T
S R SR SR
os—1 (s—1)2 (s—1)3  (s—1)8
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Par inversion de la transformée de Laplace, on trouve

1 1 1 2
ty=L"" - - t
y(t) s—1 (s—1)2 (s—l)3+(s—1)6 ®)
gt t2et  2t%et
676*7+T
t2et  toet
ot et -
R R

Exercice 3. (1) Calculer la transformée de Fourier de la fonction  +— el®l.
(2) Calculer la transformée de Fourier de la fonction z +— |z|el®l.
(3) En déduire la transformée de Fourier de la fonction  + (1 — |z|)el®!.

(4) Utiliser la transformé de Fourier inverse au résultat de la question

(3) pour déterminer la transformée de Fourier de la fonction x — ﬁ

(5) On cherche, en utilisant la transformée de Fourier, & résoudre ’équation
aux dérivées partielles

O*u(x,y) N O*u(x,y)

92 52 =0 (x,y) €N
2
u(x,O) = (ljjixz)Q zeR (EDP)
u(z,y) =0 y — +00

ot Q = {(z,y) € R? |;y > 0}.

Soit u(v,y) la transformée de Fourier de u(x,y) par rapport a la variable
z. Résoudre 1'équation différentielle satisfaite par u(v,y), en déduire une
solution de (EDP).

Corrigé Uezercice 3. (1) On a

F [e“‘”q (v) = / e~ 1Fle=2imey g
R

—_ / 6$€727,7rx1/d$ + / efzef2z7rzudl,
—o00 0

0 oo
:/ ea:(172i7rl/)dx+/ 67(w+2i7r1/)dx

—00 0
_ 1 1
T 1=2imv 1+ 2nv
7 2
1+ 4722

(2) De méme
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F [|x|ef|x|} (v) = / |z|e~I2le=2mav gy
R

0 ) 00
:/ _xeze—szmudx+/ xe—ze—mﬂ'mudx
0

—00

0 )
— _/ $61(172iﬂy)d]}+/ l‘67($+2iﬂu)d$

—00 0

Avec une intégration par partie dans chacune des deux intégrales, on trouve

1 1
il =
7 [|x|e ] 2 (1 —2imv)? + (14 2inv)?
2 — 8m21?

(14 4m2p2)2

(3) On déduite des questions précédentes que

Fla—lahe ] @) = F [e711] (5) = F [Jale ] v)
2 2 — 822
14422 (14 47202)2
167212
(1+ Ar2u2)2

(4) D’apres la question précédente on a

Fla-tse ) )= ot

(27v)?
(14 (27mv)?)?

Comme cette fonction est paire, on a donc par inversion

(27x)?
i+ <2mc>2>2] )

~ 157 [ ()

(1—|v])ell = 4]-'{

D’ou
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et par conséquent

[ufﬂ)?] (v) = 51 = [2m])el?™! = Z (1 — 2mly)e*"*

(5) Transformons 1’équation e “(x v 4 2 u(x’y) =0,

donc
2

im0 PF [u(o )] () + 557 [u(o )] () =0

c-a~d. )
& — a(v,y) — 2r%v%u(v,y) =0
La solution générale de cette équation différentielle est donnée par

ii(v,y) = Ke 2V

ou K est une constante par rapport a y. La valeur de K est donnée par

K=1u(,0) = Flu(z,0)](v)
22
- 7 |t @
- 3(1 —2xfy])e 2l
2
Par conséquent
a(l/, y) = E(1 — 27T|y|)e_27rlu‘e_27ry‘yl

T
= Z(1-27lv 6—2‘”(1+y)|1’|
(1 2nlu)
Cette fonction étant paire par rapport a v, donc par inversion
F 0 = 2npppemnm] @)

g(; [e—wuy) '} () - F [2W|y|e—2w<1+y>|u|} (x))

u(x,y) =
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Mais

et

F [e—2w|<1+y>u|} (z) =

F 27T|V‘6727T 1+y)‘”|}( ) =

1 _ly x
s ") (i)
1 2

2 (1 x 2
T 3 o)

1 1+y

(14 y)? + 22

L —2al(14+y)]
e [271(1 + y)vle | @

s ) (Gray)

2
1 2- 871'2 (27r(f+y)>
X

2n(1+y)? 2\ 2
<1 + 472 (72ﬂ(1+y)> >

1 (1+y)?—a?

m((1+y)* +22)*

On met les deux dernieres expressions ensembles et on trouve

Ly(1+4y?) +2?

(2+y)

(1 +y)? +22)



