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Chapitre 5 Séries de Fourier

Développer une fonction f continue par morceaux et T-périodique
sous la forme :

g 2nxw 2nx
%—i—rgl a,,cos( n_,_X) + bpsin (%) dévp? réel

ou sous-la forme

oo _
2inz 5 (ot
Z che T dévp® complexe

n=—co

Les a, et b, sont appelés coefficients de Fourier de réels de f et les
cn sont appelés coefficients de Fourier complexes de f.
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Calcul des coefficients de Fourier

Les coefficients réels de f :

2 (T 2nmx
- = >
an T /0 f(x)cos ( T ) dx, VYn>0

2 (T 2nmx
= = i >
bn T/o f(x)sin ( - ) dx, Vn>1

Les coefficients complexe de f :

1 T _ 2inm
¢ = —/ f(x)e" T dx, VnelZ
T Jo
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Remarques

> Sif est T périodique, on peut calculer les intégrales sur
n'importe quel intervalle de longueur T.
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Remarques

> Sif est T périodique, on peut calculer les intégrales sur
n'importe quel intervalle de longueur T.

> On utilise plutét a, et b, si f est a valeurs réelles, et ¢, si f
est a valeurs complexes.
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Remarques

> Sif est T périodique, on peut calculer les intégrales sur
n'importe quel intervalle de longueur T.

> On utilise plutét a, et b, si f est a valeurs réelles, et ¢, si f
est a valeurs complexes.

> Si f est paire alors

2 (T2 2
an, = 2><?/0 f(x)cos( n_fx>dx, Vn>0

b, = 0, Vn>1
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Remarques

> Si f est impaire alors

a, = 0, vn>0

T/2 2
b, — 2><%/O f(x)sin( ”77fx> dx, ¥n>1
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Théoreme de Dirichlet - Convergence simple

Si f est T-périodique et de classe € par morceaux, alors la série
de Fourier de f converge simplement vers la régularisée de f :

oo

ag 2inwx . 2inTtX
) —i—ngla,,cosT + bpsin T

+ = . N . -
W en tout point x ou f est discontinue

f(x) en tout point x ol f est continue
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Convergence

Théoreme de Dirichlet - Convergence normale

Si f est T-périodique, continue et de classe € par morceaux,
alors la série de Fourier de f converge normalement (donc
uniformément) vers f.
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Convergence

Formule de Parseval

|
N

Si f est T-périodique et continue par morceaux, alors la série de
Fourier de f converge en norme quadratique vers f et on a la
formule de Parseval

2
a
7 [ treorax =22 5 ja o o
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Que faire en général dans les exercices

» Tracer le graphe de f sur plusieurs périodes,
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Que faire en général dans les exercices

» Tracer le graphe de f sur plusieurs périodes,

» Déterminer la classe (= régularité) de f pour connaitre la
convergence de la série de Fourier
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Que faire en général dans les exercices

» Tracer le graphe de f sur plusieurs périodes,

» Déterminer la classe (= régularité) de f pour connaitre la
convergence de la série de Fourier

» Calculer les coefficients de Fourier de f (a,, bn, ¢, selon le
contexte)
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Que faire en général dans les exercices

» Tracer le graphe de f sur plusieurs périodes,

» Déterminer la classe (= régularité) de f pour connaitre la
convergence de la série de Fourier

» Calculer les coefficients de Fourier de f (a,, bn, ¢, selon le
contexte)

» Appliquer Parseval et/ou Dirichlet selon la classe de f
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Exemple 1

Déterminer la série de Fourier de la fonction 27-périodique définie
par
f(x)=x sur[-m x|
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Exemple 1

Déterminer la série de Fourier de la fonction 27-périodique définie
par
f(x)=x sur[-m x|

o

4
/ / i / /

18 -16 -1 —12 -10 -8 -6 -4 -2 2 4 8 10 14 16 14

-2

-4

—-&

La fonction f est définie par morceaux, ses points de discontinuités
sont (2k+1)x, k € Z.
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Chapitre 5 Séries de Fourier

cette fonction est impaire, donc a, =0, Vn >0 et pour n>1

T T
b, = %/ xsin 2’mxdx = l/ xsin(nx)dx = (—1)”‘*‘12

_r 21 TJ)_rn n
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Chapitre 5 Séries de Fourier

cette fonction est impaire, donc a, =0, Vn >0 et pour n>1

T T
b, = %/ xsin 2’mxdx = l/ xsin(nx)dx = (—1)”‘*‘12

_r 21 TJ)_rn n

La série de Fourier de f est

R 2
Se=Y, (—1)”+1;sin(nx)

n=1
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Chapitre 5 Séries de Fourier

cette fonction est impaire, donc a, =0, Vn >0 et pour n>1

T T
b, = %/ xsin 2’77txdx = l/ xsin(nx)dx = (—1)”‘*‘12

_r 21 TJ)_rn n

La série de Fourier de f est

R 2
Se=Y, (—1)”+1;sin(nx)

n=1
S¢ ne converge pas uniformément vers f, mais simplement et on a,
en tout point de continuité,

—+oo

Z (—1)"+1%sin(nx) =f(x)=x

n=1

et en tout point de discontinuité

T X X~ —
Z(—l)"“%sin(nx) = ut +);—f( ) T 5 T _o

n=1
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Exemple 2

Donner le développement en série de Fourier de la fonction f, de
période T = 10, définie sur | —5;5[ par

F(x) = 0, si x€]—5;0[
= 3, si x €]0;5]
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Exemple 2

Donner le développement en série de Fourier de la fonction f, de
période T = 10, définie sur | —5;5[ par

F(x) = 0, si x€]—5;0[
= 3, si x €]0;5[

f est continues par mauceaux, ses points de discontinuités sont 5k,
keZ.
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Chapitre 5 Séries de Fourier

2nﬂx

2 5
ap, = 1—0/_5f(x)cos 5/ x)cos—dx

1 0
= = /Oxcos—dx+/3><cos—dx
_ 5 0 5

nmx 3(5 . nmx .
= 5/ cos—dx-5{ﬁsm—] =0si n#0

Sin=0,o0na ao—SfOCOSO”X dx=3
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Pour n>1,
1 0 5
by — g{/_SOXSinndex+/03xsinnTnxdx}

3 /5

= 5/0 sin?dx
3 5 nmx]®  3(1—cosnn)

= —|——cos =
5 n 5 |o nmw

Mathématiques pour ingénieur 14



Chapitre 5 Séries de Fourier

La série de Fourier est donc

aH 2nmx . 2nmx
—+ (a,, cos + bpsin )
,1;1 T T

2
3 & 3(l—cosnrm) . nmx
T2 ;1 nw > 5

n
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Chapitre 5 Séries de Fourier

La série de Fourier est donc

aH 2nmx . 2nmx
—+ (a,, cos + bpsin )
,1;1 T T

2
3 & 3(l—cosnrm) . nmx
= 54‘;1 i sin 5

D’apres le théoreme de Dirichlet, la série de Fourier converge vers
. A + -
f(x) en tout point de continuité et vers %

de discontinuité.

en tout point
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Chapitre 5 Séries de Fourier

La série de Fourier est donc

aH 2nmx . 2nmx
—+ (a,, cos + bpsin )
n;l T T

2
3 & 3(l—cosnrm) . nmx
N §+n§’1 nw >in 5

D’apres le théoreme de Dirichlet, la série de Fourier converge vers
f(x) en tout point de continuité et vers w en tout point
de discontinuité. En —5, 0 et 5, qui sont les point de discontinuité
la série converge vers (3+0)/2 = 3/2. Par suite, la fonction limite
simple sur [—5,5] est

(

3/2,  x=-5

0, x €] =5;0]
f(x)= 3/2, x=0

3, x €]0;5[

3/2,  x=5
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Exemple 3

Soit f la fonction 27w-périodique, définie par
f(x) =x2, ¥x€[0,2x]

Déterminons sa série de Fourier.
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Exemple 3

Soit f la fonction 27w-périodique, définie par
f(x) =x2, ¥x€[0,2x]

Déterminons sa série de Fourier.

Attention : ce n'est pas parce que la fonction est définie par x? sur
[0,27] qu’elle est paire.

Sa définition par 27-périodicité fait que f n'est pas égale a x2 sur
un autre intervalle de longueur 27, par exemple sur [—27,0[. En
particulier on ne peut pas dire que les coefficient b, sont nuls.
Pour s’en rendre compte il faut tracer sa courbe.
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Exemple 3

Soit f la fonction 27w-périodique, définie par
f(x) =x2, ¥x€[0,2x]

Déterminons sa série de Fourier.

Attention : ce n'est pas parce que la fonction est définie par x? sur
[0,27] qu’elle est paire.

Sa définition par 27-périodicité fait que f n'est pas égale a x2 sur
un autre intervalle de longueur 27, par exemple sur [—27,0[. En
particulier on ne peut pas dire que les coefficient b, sont nuls.
Pour s’en rendre compte il faut tracer sa courbe.

“
E
2

10
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Chapitre 5 Séries de Fourier

12, 82
= = dx = ——

ao 71'/0 X-ax 3
1 [ 4

ap = —/ xzcos(nx)dx:—z,n21
T Jo n
1 2= 4

b, = —/ x2sin(nx)dx:——n,n21
T Jo n
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Chapitre 5 Séries de Fourier

12, 82
= = dx = ——

ao 71'/0 X-ax 3
1 [om 4

ap = —/ x2cos(nx)dx:—2,n21
T Jo n
1 2n 4

b, = —/ x2sin(nx)dx:——n,n21
T Jo n

La série de Fourier de f est donc
42 4 A
KN +Y o cos(nx) — " sin(nx)

n>1
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Chapitre 5 Séries de Fourier

12, 82
= = dx = ——

ao 71'/0 X-ax 3
1 [om 4

ap = —/ x2cos(nx)dx:—2,n21
TJo
1 2n 4

b, = —/ x2sin(nx)dX:——n,n>1
T Jo n

La série de Fourier de f est donc

42 4 Am |

KN + El o cos(nx) — " sin(nx)
D'apres le théoreme de Dirichlet,

4%—1—2 2cos(nx)——”sm(nx) M

n>1 2
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Pour x =0, on trouve

Am? 4 27)%2+0
_+Z_2:L
3 L 2
donc
Z 1
n>1n2 6
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Pour x =0, on trouve

42 4 27)% +0
w2y 4 (0
3 L 2
donc
Z 1
n>1n2 6

Le théoréme de Parseval donne

1 20, 1/8m2\° 1 16 1672
2 XdX_Z(T) oLt

n>1

D'ou
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Application des séries de Fourier aux problemes de valeurs

aux limites
Propagation de la chaleur dans une barre

Une barre de surface isolée, de longueur 3 (unités), est maintenue
a une température constante de 25° (température initiale). On
suppose que les extrémités x = 0 et x = 3 sont maintenues a la
température constante de 0°. Trouver la température u(x,t) en
position x, a l'instant t > 0.
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Application des séries de Fourier aux problemes de valeurs

aux limites
Propagation de la chaleur dans une barre

Une barre de surface isolée, de longueur 3 (unités), est maintenue
a une température constante de 25° (température initiale). On
suppose que les extrémités x = 0 et x = 3 sont maintenues a la
température constante de 0°. Trouver la température u(x,t) en
position x, a l'instant t > 0.

u(0,t) = 0 pm 0(3,8) = 0
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Application des séries de Fourier aux problemes de valeurs

aux limites
Propagation de la chaleur dans une barre

Une barre de surface isolée, de longueur 3 (unités), est maintenue
a une température constante de 25° (température initiale). On
suppose que les extrémités x = 0 et x = 3 sont maintenues a la
température constante de 0°. Trouver la température u(x,t) en
position x, a l'instant t > 0.

u(0,t) =0 g u(3,8) = 0

On est donc en présence du probleme de valeurs aux limites
suivant (équation de la chaleur) :

2
=294 0<x<3
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Chapitre 5 Séries de Fourier

lere étape

On utilise la méthode de séparation des variables et on pose
, . 2 .
u(x,t) = @(x)y(t). Alors I'équation ‘3—;’ = 2% devient

¥ (5)9(x) = 2y(t)¢"(x)

Mathématiques pour ingénieur



Chapitre 5 Séries de Fourier

lere étape

On utilise la méthode de séparation des variables et on pose

u(x,t) = @(x)y(t). Alors I'équation % = 2% devient

v (1)o(x) =2y (t)¢"(x)
On divise formellement par u(x,t) = @(x)y(t)

¢"(x) _1y'(t)
o(x) 2 y(t)
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Chapitre 5 Séries de Fourier

lere étape

On utilise la méthode de séparation des variables et on pose

u(x,t) = @(x)y(t). Alors I'équation % = 2% devient

v (1)o(x) =2y (t)¢"(x)

On divise formellement par u(x,t) = @(x)y(t)
0"(x) _1v(2)
e(x) 2 y(t)

Comme le membre de gauche ne dépends que de x et le membre
de droite ne dépends que de t on en déduit qu'’ils sont constants,
c'est-a-dire qu'il existe A € R avec

v'(t) =24 y(t)

¢"(x) =29(x)

On obtient alors deux équations différentielles.
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Chapitre 5 Séries de Fourier

2eme étape

On cherche les solutions non nulles de I'équation en ¢(x) avec les
conditions aux limites, soit

{cp"(x) =Ap(x)
9(0) = 9(3) =0

Les solutions dépendent de la constantes A.
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Chapitre 5 Séries de Fourier

2eme étape

On cherche les solutions non nulles de I'équation en ¢(x) avec les
conditions aux limites, soit

{cp"(x) =Ap(x)
9(0) = 9(3) =0

Les solutions dépendent de la constantes A.
— Si A > 0 alors les solutions de I'équation différentielle sont

(x) = AeV** 1 BeVAx

Si on cherche maintenant a tenir compte des conditions aux
limites, il vient
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Chapitre 5 Séries de Fourier

2eme étape

On cherche les solutions non nulles de I'équation en @(x) avec les
conditions aux limites, soit

¢"(x) = Ao(x)
9(0)=9(3)=0
Les solutions dépendent de la constantes A.
— Si A > 0 alors les solutions de I'équation différentielle sont
(x) = AeV** 1 BeVAx
Si on cherche maintenant a tenir compte des conditions aux
limites, il vient
9(0)=0 =A+B=0
P(3)=0 = A(e¥3* —e3V4) =0
= 2Ash(2V1) =0
==A=B=0
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Chapitre 5 Séries de Fourier

2eme étape

On cherche les solutions non nulles de I'équation en @(x) avec les
conditions aux limites, soit

{<p"(x) = 9(x)

9(0)=9(3)=0

Les solutions dépendent de la constantes A.

— Si A > 0 alors les solutions de I'équation différentielle sont

0(x) = AeVA* 4 BeVAx
Si on cherche maintenant a tenir compte des conditions aux
limites, il vient
9(0)=0 =A+B=0
P(3)=0 = A(eV* —eV1) =0
= 2Ash(2V1) =0
==A=B=0
Il n'y a pas de solutions non nulles dans ce cas.
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- Si A =0 alors
o(x)=Ax+B

et
0(0)=0 =B=0
0(3)=0 =3A=0
=A=B=0
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Chapitre 5 Séries de Fourier

- Si A =0 alors
o(x)=Ax+B

et
0(0)=0 =B=0
0(3)=0 =3A=0
=A=B=0

Il n'y a pas de solutions non nulles dans ce cas non plus.
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- Si A =0 alors
o(x)=Ax+B

et
0(0)=0 =B=0
0(3)=0 =3A=0
=A=B=0

Il n'y a pas de solutions non nulles dans ce cas non plus.
- Si A <0, alors

@(x) = Asin(yv/=2Ax) + Bcos(v/—Ax)
et

0(0)=0 =B=0
©(3)=0 = Asin(3vV—1)=0
= ou bien A=0ou bien 3v/—A = nz, n > 0 entier
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Il existe donc des solutions non nulles dans ce cas qui sont
., nm
on(x) = sm(?x)7 neN*

associées aux valeurs de A suivantes
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Il existe donc des solutions non nulles dans ce cas qui sont
., nm
on(x) = sm(?x), neN*

associées aux valeurs de A suivantes

n?m?

hn= ="

Au total, on a obtenu une suite infinies de solutions associées
chacune a une valeurs de A. Les solutions ¢, sont les fonctions
propres du probleme et les A4, les valeurs propres. Les fonctions
propres (comme les vecteurs propres) sont définies a une constate
pres.
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Chapitre 5 Séries de Fourier

3eme étape

On remarque que le produit scalaire

(r.8)= [ a0

orthogonalise la suite des @, dans le sens ol
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Chapitre 5 Séries de Fourier

3eme étape

On remarque que le produit scalaire

(r.8)= [ a0

orthogonalise la suite des @, dans le sens ol

<(Pna(Pm> =0, pour n#m
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Chapitre 5 Séries de Fourier

3eme étape

On remarque que le produit scalaire

3
(r.g) = | Flg(x)dx
orthogonalise la suite des @, dans le sens ol

<‘Pna(Pm> =0, pour n#m

ceci indique que la suite des ¢, est une base sur laquelle on va
pouvoir développer la solution en la projetant grace au produit
scalaire.
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Chapitre 5 Séries de Fourier

4eme étape

On résout I'équation en @(t) pour les valeurs de A, trouvées
précédemment et sans se préoccuper de la condition initiale.
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Chapitre 5 Séries de Fourier

4eme étape

On résout I'équation en ¢(t) pour les valeurs de A, trouvées
précédemment et sans se préoccuper de la condition initiale. On a
a résoudre I'équation

V() =22, y(t)

qui a pour solutions

n?x2

l//n(t) = Bnezlnt = ﬁne_2 ot

étant donné qu'il n'y a pas de condition initiales a cette équation
différentielle d’ordre 1 on trouve un espace vectoriel de dimension 1
de solutions. (B, est une constante arbitraire pour le moment).
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Chapitre 5 Séries de Fourier

4eme étape

On résout I'équation en ¢(t) pour les valeurs de A, trouvées
précédemment et sans se préoccuper de la condition initiale. On a
a résoudre I'équation

V() =22, y(t)

qui a pour solutions
2.2
2 n _2n T
Wn(t) = Boe?t = e 25 !

étant donné qu'il n'y a pas de condition initiales a cette équation
différentielle d’ordre 1 on trouve un espace vectoriel de dimension 1
de solutions. (B, est une constante arbitraire pour le moment).
A ce stade, les fonctions

W (t)@n(x)

sont solutions de I'E.D.P. et des conditions aux limites mais pas de
la condition initiale.
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Chapitre 5 Séries de Fourier

5eme étape

L'équation étant linéaire, la somme de plusieurs solutions a
I'équation est toujours solution de I'équation. On écrit donc la
solution u(x,t) comme somme de toutes les solutions élémentaires

n2x2 nw

o0 oo
)= X n(0)90) = X Bre 25 (),
n=1 n=1
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Chapitre 5 Séries de Fourier

5eme étape

L'équation étant linéaire, la somme de plusieurs solutions a
I'équation est toujours solution de I'équation. On écrit donc la
solution u(x,t) comme somme de toutes les solutions élémentaires

u(x,t) Z Vn(t)@n(x) = Z Bne~

[l faut maintenant déterminer les coefficients 3, pour que la
solutions u(x, t) vérifie la condition initiale. Cette condition s'écrit

& sm(n—;x).

u(x,0) =25 pour 0 < x<3

ce qui donne

= . nm
u(x,0)=25=Y" /3,,S|n(?x), 0<x<3
n=1
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Chapitre 5 Séries de Fourier

5eme étape

L'équation étant linéaire, la somme de plusieurs solutions a
I'équation est toujours solution de I'équation. On écrit donc la
solution u(x,t) comme somme de toutes les solutions élémentaires

u(x,t) Z Yn(t)on(x) = Z Bre~ & sm(n—;x).

[l faut maintenant déterminer les coefficients 3, pour que la
solutions u(x, t) vérifie la condition initiale. Cette condition s'écrit

u(x,0) =25 pour 0 < x<3

ce qui donne
u(xO)—ZS—EO,B sin(mrx) 0<x<3
9 n:1 n 3 )

Ceci est le développement en série de Fourier de la fonction
f(x) =25 pour 0 < x < 3 qu'on prolonge en une fonction impaire
de période 6.
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Donc
2 2 3 50(1—
ﬁnzg/o f(X)sin(’;—n)dX:g/O 255in(g)dxzw,
500 -(=1)7) _ )0 si n=2p pair
(2p+D)z =2p p
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Chapitre 5 Séries de Fourier

Donc
2 2 3 50(1—
ﬁnzg/o f(X)sin(’;—n)dX:g/O 255in(g)dxzw,
0(1-(-1)") _ )0 si n=2p pair
(2p+D)z =2p p

Par conséquent

100 —2@erl?r, . (0pi1)n
u(x,t) =Y, 0 BpiD)E € 9 sm(%x)

_ 100(,—27%t/9 i mx 4 1 —27%t
= (e /smT—kge SINTTX ++++)
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