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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Transformée de Laplace

La transformée de Laplace est un outil qui permet de simplifier la
résolution d’'équations différentielles, équations aux dérivées
partielles, equations de différences, ...
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Intégrale de Laplace

La variable t, dans tout ce qui suit, sera réelle, et on la supposera
positive (elle représentera souvent le temps).
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Intégrale de Laplace

La variable t, dans tout ce qui suit, sera réelle, et on la supposera
positive (elle représentera souvent le temps).

On fait correspondre a une fonction f de la variable t, une fonction
Z{f} d'une nouvelle variable complexe s par la formule

LUF(E)M(s) = /Ome_“f(t)dt (1)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Intégrale de Laplace

La variable t, dans tout ce qui suit, sera réelle, et on la supposera
positive (elle représentera souvent le temps).

On fait correspondre a une fonction f de la variable t, une fonction
Z{f} d'une nouvelle variable complexe s par la formule

LLF()}(s) = /Owe_“f(t)dt (1)

Si l'intégrale précédente est définie, £ {f} s'appelle la
transformée de Laplace de f.

Pour simplifier la théorie, nous nous limiterons a la transformation
de Laplace réelle (de variable s réelle).
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Hypotheses sur f

On ne peut pas calculer la transformée de Laplace de n'importe
quelle fonction f.
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Hypotheses sur f

On ne peut pas calculer la transformée de Laplace de n'importe
quelle fonction f.
On supposera que

@ f est nulle sur R* (c’est une convention, dont I'utilité
apparaitra plus tard), une telle fonction est appelée causale,
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Hypotheses sur f

On ne peut pas calculer la transformée de Laplace de n'importe
quelle fonction f.
On supposera que

@ f est nulle sur R* (c’est une convention, dont I'utilité
apparaitra plus tard), une telle fonction est appelée causale,

@ f est définie et continue par morceaux sur R,
@ f est d'ordre exponentielle : AM >0, 4C >0

If (t)] < CeMt,  pour tout t > to
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Exemples

» Calculons Z{H(t)} ou

1 sit>0
échelon de Heaviside H(t) = { S! ”
0 sinon

LIH(DMNs) = /Oooe_StH(t)dt: /O+°°e—5fdt

X
= lim / e tdt
X—+o0 [0

) efst t=x
= lim [ ]
X—+eo L —S 1t=0

1—e ¥
= lim ————

X—r—+o0 )

1
= 5 s R(s) >0
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Exemples

» Calculons .Z{1}. On a

Z{1}(s) = /Owe_“xldt: lim /Oxe_Stdt

X—>+00
. orettyt=x 1—e
= lim [ } = lim —
X—+eo L —§ 1t=0 X—r+oo S
1
= = si R(s)>0
s
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Exemples

» Calculons .Z{1}. On a

Z{1}(s) = /Owe_“xldt: lim /Oxe_Stdt

X—>+00
. orettyt=x 1—e
= lim [ } = lim —
X—+eo L —§ 1t=0 X—r+oo S
1
= = si R(s)>0
s

» Calculons Z{t}.
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Chapitre 3

Transformation de Laplace

Exemples
» Calculons .Z{1}. On a
1}(s) = [ etxldi= I /X st dt
Z{1}(s) /0 e x Jim A e
e—st t=x 1—e X
= lim [ } = lim ———
X—teo L —§ 1t=0  x—+oo S
1
= Z si R
S sl (s)>0
» Calculons .Z{t}. On a
— * st = | /X st
ZLA{t}(s) /Oe tdt H'Tmo te *dt
efst e*St t=x
() ()
X—r o0 —S S t=0
) 1 e xe= 1
= XL'Tw(sT?‘ 5 ):s—z si R(s)>0
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Exemples

» Calculons .Z{e?}. On a

L{e’}(s) = E}T / e (smatgt
X e /o
i e—(s—a)t t=x i ]__e_(s_a)x
N x#Tw[—(s—a)]t:o_x—mw s—a

1 .
= S S R(s) > a

S —
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Exemples

On montre aussi que :
>

L") (s) = R(s) >0

n+1’
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Exemples

On montre aussi que :
>

L") (s) = R(s) >0

n+1’

ZA{sinat}(s) = R(s) >0

s2 432’
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Exemples

On montre aussi que :

>
L") (s) = :+1, R(s) >0
>
Z{sinat}(s) = Pl R(s) >0
>
Z{cosat}(s) = 52+ 5, R(s)>0
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Exemples

On montre aussi que :

>
Z{t"}(s) = n+1, R(s) >0
>
Z{sinat}(s) = Pl R(s) >0
>
Z{cosat}(s) = 52+ 5, R(s)>0
>

#{shat}(s) = ﬁ R(s) > |4
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Exemples

On montre aussi que :

| 2
L") (s) = :+1, R(s) >0

| 2

Z{sinat}(s) = Pl R(s) >0
>

Z{cosat}(s) = 52—1—;a2’ R(s)>0
| 2

#{shat}(s) = ﬁ R(s) > |4
>

Plchat}(s) = ﬁ R(s) > |4l
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriétés

ZL{af(t)+Pg(t)}(s) = aZ{f(t)}(s) +BL{g(t)}(s)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriétés

ZL{af(t)+Pg(t)}(s) = aZ{f(t)}(s) +BL{g(t)}(s)

Exemple :

L{4t> —3cos2t+5e }(s) = 42{t°}(s)—3.L{cos2t}(s)
+5.2{e *}(s)
2! s 1
=4 (5_3) -3 (52+4) > (5—1—1)
8 3s 5
R
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Changement d’échelle

211k} () = L)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Changement d’échelle

211k} () = L)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

211k} () = L)

Exemple :

Puisque Z{sint}(s) = on a

1
241"
1 13

C3(s/3)2+1  s249

Psin3t)(s) = %.,%{sin )
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

translation de la variable s

Z{ef(t)}(s) = L{f(t)}(s - a)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

translation de la variable s

Z{ef(t)}(s) = L{f(t)}(s - a)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

2{ef(t)}(s) = Z{f(t)}(s—a)

Exemple : Puisque Z{cos2t} = 5%, on a

s+1 s+1

ZL{e Fcos2t} = =
{e " cos2t} (s+1)2+4 s2+2s+5
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

translation de la variable t

alors

Z{g(t)}(s) = e *F(s)
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translation de la variable t

alors

Z{g(t)}(s) = e *F(s)

Mathématiques pour ingénieur 12



Chapitre 3 Transformation de Laplace

translation de la variable t

f(t—a) t>a
0 t<a

alors

Si Z{f(t)}(s) = F(s) et si g(t) = {

Z{g(t)}(s) = e *F(s)

Exemple : Puisque .Z{t3} = % = s%, alors la transformée de
Laplace de la fonction

_2)3
so-{5 7 12

est 6 5
e* S
2{g(0)} =2,
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Transformée d'une dérivée

Si f est une fonction de classe € sur RT, si elle est d’ordre
exponentiel M et si f' admet une transformée de Laplace, alors

L{f'(t)}(s) = sZ{f(t)}(s) - £(0),
pour R(s) > M.
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Exemple : Si f(t) = cos3t, alors Z{f(t)} = %5 et nous avons

L{f'(t)}(s) = ZL{—3sin3t}(s)

3 -9

= —3.Z{sin3t}(s) = -3 x Zi9 - 759
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Exemple : Si f(t) = cos3t, alors Z{f(t)} = %5 et nous avons

L{f'(t)}(s) = ZL{—3sin3t}(s)
3 -9
ERTRR

d’autre part en utilisons la formule, on a

= —-3%{sin3t}(s) = -3 x

-9
©s249

L)) =2 (10} 10 =3 (555 -
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Si dans le théoreme précédent la fonction t +— f(t) n'est pas
continue a t =0, mais que lim;_, f(t) = f(0") existe (tout en
n'étant pas égale a f(0), qui peut exister ou pas) alors

Z{F(t)}(s) = sL{f(t)}(s) - (07)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Si I'on applique plusieurs fois la régle du théoreme précédent, on
trouve, si f est de classe €, et f,f’ d'ordre exponentiel M :

L{f"(1)}(s) = s>L{f(t)}(s) — sf(0) — £(0),
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Si I'on applique plusieurs fois la régle du théoreme précédent, on
trouve, si f est de classe €, et f,f’ d'ordre exponentiel M :

L{f"(1)}(s) = s>L{f(t)}(s) — sf(0) — £(0),

et plus généralement, si f est de classe €" et f,f',..., "1 d'ordre
exponentiel M :

L (8)}(s) = s"L{F(t)}(s)—s"LF(0)—s"2F/(0) —...— F("1)(0).

Mathématiques pour ingénieur 16



Chapitre 3 Transformation de Laplace

Exemple : Montrons que Z{sinat} = >2,. Posons f(t) =sinat,
donc f/(t) = acosat et f”(t) = —a’sinat. f(0) =0, f'(0) = a, d'ou

d’apres
L{f"(t)}(s) = s>L{f(t)}(s) - sf(0) — F(0),
on a
ZL{—a’sinat} =s>L{sinat} —sx0—a
ou encore
—a®Z{sinat} = s> L{sinat} —a
c-a-d.

Z{sinat} =

s24 32"
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Transformée d’une primitive

Si Z{f(t)}(s) = F(s) alors
g{/otf(u)du}(s) _F)

S|
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Transformée d’une primitive

Si Z{f(t)}(s) = F(s) alors
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Transformée d’une primitive

Si Z{f(t)}(s) = F(s) alors
g{/otf(u)du}(s) _F)

S|

Exemple : Puisque Z{sin2t} = ﬁ, ona

f{/o sin2udu} = S(254)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Transformée d’une primitive

Si Z{f(t)}(s) = F(s) alors
z{/otf(u)du}(s) _F)

S|

Exemple : Puisque Z{sin2t} = ﬁ, ona

.Z{/O sin2udu} = S(254)

comme il peut étre directement vérifié
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Multiplication par t” : dérivation de la transformée de Laplace

Z{t"f(t)}(s) = (—1)”%${f(t)}(5)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Multiplication par t” : dérivation de la transformée de Laplace

Z{t" (1)} (s) (—1)"d—:${f(t)}(5)
Exemple : Puisque .Z{e*t} = Lz

2t = di< )Z(s—2)2
2102 = ()= ooy
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Un autre exemple

Calculons Z{t"} pour tout entier n > 0. On sait que
Z{1}(s) = s% pour R(s) >0, donc

Lt (s) = L{t"x1}(s)
Ld" (1
- 05 (3)

n!
Sn+1
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Si Z{f(t)}(s) = F(s) et si lims0 flt) existe alors

t

z{@}(s):/j/ﬁ(u)du
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Si Z{f(t)}(s) = F(s) et si lims0 flt) existe alors

t

z{@}(s):/j/ﬁ(u)du
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Si Z{f(t)}(s) = F(s) et si lim; 0 —; f(t) existe alors

z{@}(s):/jﬂu)du

sint

Exemple : Puisque Z{sint} = —m et lim; ,0¥* =1,0na

sint | T 1
f{%}(s):/s u2+1:§—arctans:arctan;
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Comportement de Z{f(t)}(s) quand s — +oo
Si Z{f(t)}(s) = F(s), alors

lim F(s) =0

500
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Théoreme de la valeur initiale

Si Z{f(t)}(s) = F(s) et si les limites indiquées existent, alors

t!l_% f(t)= SIEQOSF(S)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Théoreme de la valeur initiale

Si Z{f(t)}(s) = F(s) et si les limites indiquées existent, alors
t!l_% f(t)= SIEQOSF(S)

Théoreme de la valeur finale

Si Z{f(t)}(s) = F(s) et si les limites indiquées existent, alors

tll_rQo f(t)= slm)sF(s)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Transformées de fonctions usuelles

Calculons pour a € R,
L%} (s) :/ et t%dt,  5>0
0

avec @ €] — 1;+4-oo (pour assurer la convergence de I'intégrale).
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Transformées de fonctions usuelles

Calculons pour a € R,
L%} (s) :/ et t%dt,  5>0
0

avec @ €] — 1;+4-oo (pour assurer la convergence de I'intégrale).
Posons u = tp. Alors, par changement de variables, nous avons

ZL{t%}(s) = sa1+1 /Ooo e “u%du

pour s >0 et @ > —1. La derniére intégrale est indépendante de s,
on peut donc poser

Ca
Sa+1

Z{t%}(s) =

ca:/ e Yu%du
0
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Transformées de fonctions usuelles

Introduisons la fonction Gamma [ définie par
r(x):/ e v Ldu.
0
Alors, cq =T (a+1), ce qui implique que

2y (s) = Lt D

o1 v 570
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Transformées de fonctions usuelles

Introduisons la fonction Gamma [ définie par
r(x):/ e v du.
0
Alors, cq =T (a+1), ce qui implique que

2y (s) = Lt D

o1 v 570

On peut montrer que la fonction I', bien connue dans le domaine
des mathématiques, est telle que

et
MNx+1)=xI(x), x>0.
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Transformées de fonctions usuelles

Considérons enfin la fonction de Heaviside H et prenons la
translatée de cette fonction par a : u,(t) = H(t— a), telle que

0, sit<a
ua(t)—{ 1, sit>a
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Transformées de fonctions usuelles

Considérons enfin la fonction de Heaviside H et prenons la
translatée de cette fonction par a : u,(t) = H(t— a), telle que

0, sit<a
ua(t)—{ 1, sit>a

Alors, nous en déduisons que

g{ua(t)}(s):/owe_“ua(t)dt
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Transformées de fonctions usuelles

Considérons enfin la fonction de Heaviside H et prenons la
translatée de cette fonction par a : u,(t) = H(t— a), telle que

0, sit<a
ua(t)—{ 1, sit>a

Alors, nous en déduisons que

g{ua(t)}(s):/Owe_Stua(t)dt

En découpant le calcul entre [0; a] et [a; 0], on obtient, si R(s) >0,

L {us(8)}(s) = ée—ap, 2>0
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

La transformée de Laplace inverse

Comme nous l'avons vu, la transformation de Laplace est tres
intéressante lorsque I'on veut simplifier des calculs, par exemple sur
une équation différentielle. Toutefois, cette démarche passe par le
calcul de la transformée de Laplace de la solution de I'équation. Il
serait bon de pouvoir, ayant obtenu cette fonction, revenir a la
fonction de départ. Ceci s'effectue par transformée de Laplace
inverse. Toutefois, il faut étre siir que cette reconstruction peut se
faire de maniére unique.
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Formule de la transformée de Laplace inverse

Définissons maintenant la transformée de Laplace inverse :
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Formule de la transformée de Laplace inverse

Définissons maintenant la transformée de Laplace inverse :

Si la transformée de Laplace d'une fonction f(t) est F(s) c-a-d.
ZL{f(t)}(s) = F(s), alors f(t) est appelée transformée de
Laplace inverse de F(s) et nous écrivons

f(t) =27 {F(s)} (1)

f(t) =2 H{F(s)} (1) = Z{f(1)} (s) = F(s)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Formule de la transformée de Laplace inverse

Définissons maintenant la transformée de Laplace inverse :

Si la transformée de Laplace d'une fonction f(t) est F(s) c-a-d.
ZL{f(t)}(s) = F(s), alors f(t) est appelée transformée de
Laplace inverse de F(s) et nous écrivons

f(t) =27 {F(s)} (1)

f(t) =2 H{F(s)} (1) = Z{f(1)} (s) = F(s)
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Exemples

Chapitre 3

Transformation de Laplace

f(s) |2 Hf(s)}()
1 1
Z t
=0 o
é eat
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Exemples

f(s) | < {f(s)}(t)
1 sinat
s“+a a
P cosat

1 sinhat
52732 a
= coshat
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriétés

De maniére similaire a la transformée de Laplace, la transformée de
Laplace inverse est une transformation linéaire.

Linéarité

L HaFi(s) +BFas)}(t) = a2 HF(s)}(t) + BLTHFa(s)}(t)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriétés

De maniére similaire a la transformée de Laplace, la transformée de
Laplace inverse est une transformation linéaire.

Linéarité

L HaFi(s) +BFas)}(t) = a2 HF(s)}(t) + BLTHFa(s)}(t)

Exemple :
4 3s 5
-1 .
Z {5—2 52+16+s2—|—4}

1 S 1
_ -1 a1 1
= 47 {5—2} 37 {52+16}+5$ {52—1—4}

= 4e* —3cos4t+5/2sin2t

Mathématiques pour ingénieur
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Premiere propriété de translation

Si Z7YF(s)} = f(t), alors
L7HF(s—a)}(t) = e 27 1f(t)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Premiere propriété de translation

Si Z7YF(s)} = f(t), alors
ZLHF(s—a)}(t) = e 27 f(t)

Exemple :
-1 1
» Calculons . {52_85+25 }
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Premiere propriété de translation

Si Z7YF(s)} = f(t), alors
ZLHF(s—a)}(t) = e 27 f(t)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Premiere propriété de translation

Si Z7YF(s)} = f(t), alors
ZLHF(s—a)}(t) = e 27 f(t)

Exemple :

-1 1
» Calculons . {52_85+25}. On a

z—l{m}a) - z—l{ﬁ}
- e4t‘$_l{s219}

_ 1 4t -1 3
= 37 {s2+9}

L 4.
= = 3t
36 sin
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Deuxieme propriété de translation

i Z7HF(s)} = f(t), alors

f(t—a) ,t>a
0 ,t<a

2 e F(s)H(1) = {
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Deuxieme propriété de translation

i Z7HF(s)} = f(t), alors

f(t—a) ,t>a
0 ,t<a

2 e F(s)H(1) = {

Exemple : Puisque g*{#}(t) =sint,on a

e 3 _Jsin(t—-=n/3) ,t>=/3
R Y (o M
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriété de changement d'échelle

i Z7HF(s)} = f(t), alors

2 (k) (1) = 17 5)

x| ~+
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriété de changement d'échelle

i Z7HF(s)} = f(t), alors

2 (k) (1) = 17 5)

x| ~+
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriété de changement d'échelle

i Z7HF(s)} = f(t), alors
1t
KK

Exemple : Puisque f‘l{;ﬁ}(t) = cos4t, on a

LHF(ks)}(t) =

2s 1 4t 1
-1
<z {(25)2+16}(t) 5 COS - = 5 cos
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriété inverse de dérivation

i Z7HF(s)} = f(t), alors
LTHFO (s)}(1) = (-1)"e"f (t)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriété inverse de dérivation

i Z7HF(s)} = f(t), alors
LTHFO (s)}(1) = (-1)"e"f (t)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriété inverse de dérivation

i Z7HF(s)} = f(t), alors
LTHFO (s)}(1) = (-1)"e"f (t)

Exemple : Puisque .2~1{
on a

1 H d 1 -2
A} =sin, et que & (25) = 55

27t {%} (t)= —tsint
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriété inverse d'intégration

i Z7HF(s)} = f(t), alors

21 {/w F(u)du}(t) _f)

t
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriété inverse d'intégration

i Z7HF(s)} = f(t), alors

21 {/w F(u)du}(t) _f)

t
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriété inverse d'intégration

i Z7HF(s)} = f(t), alors

21 {/m F(u)du}(t) _ ltt)

Exemple : Puisque ffl{ﬁ}(t) =2 i- SJ%l}(t) =1-et,
ona

1—et

{/ (__u+1)d“}() iﬂ_l{ln(1+§)}(t): :

Mathématiques pour ingénieur 36



Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriété de convolution

Si f et g deux fonctions, alors on appelle convolution de f et g,
la fonction définie par

(Fxg)( / F(u)g(t— u)du

On remarque que fxg=gx*f.
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriété de convolution

Si f et g deux fonctions, alors on appelle convolution de f et g,
la fonction définie par

(Fxg)( /f (t— u)du

On remarque que fxg=gx*f.

N
|

Propriété de convolution pour .Z

L{(Fxg)(t)}(s) = Z{f(t)}(s) x L{g(t)}(s)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriété de convolution

Propriété de convolution pour £ 1

Si L HF(s)} = f(t) et £ H{G(s)} = g(t) alors

LTHF(s)G(s)} (1) = (Fxg)(t)

Mathématiques pour ingénieur 38



Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriété de convolution

Propriété de convolution pour £ 1

Si L HF(s)} = f(t) et £ H{G(s)} = g(t) alors

LTHF(s)G(s)} (1) = (Fxg)(t)
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Propriété de convolution

Propriété de convolution pour £ 1
Si L HF(s)} = f(t) et £ H{G(s)} = g(t) alors

LTHF(s)G(s)} (1) = (Fxg)(t)

Exemple : Puisque .2 1{ - }(t) = e et que L H{L5}(t) = €,
ona

t
Ds/ﬂ—l { (s - 1)]-(5 - 2) } (t) — el x e2t — A eueZ(t—u)du — e2t N
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Applications aux EDO a coefficients constants

Exemple 1

Résoudre y” +y =t avec y(0) =1 et y'(0) = -2
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Applications aux EDO a coefficients constants
Résoudre y” +y =t avec y(0) =1 et y'(0) = -2
Posons Z{y(t)}(s) = Y(s).
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Applications aux EDO a coefficients constants

Exemple 1
Résoudre y” +y =t avec y(0) =1 et y'(0) = -2

Posons Z{y(t)}(s) = Y(s). En prenant les transformée de Laplace
de deux membre de I'équation différentielle et en tenant compte
des conditions données,

1 1
52Y—sy(0)—y'(0)+Y:S—2, soit $2Y—S+2+Y:5—2
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Applications aux EDO a coefficients constants

Exemple 1
Résoudre y” +y =t avec y(0) =1 et y'(0) = -2

Posons Z{y(t)}(s) = Y(s). En prenant les transformée de Laplace
de deux membre de I'équation différentielle et en tenant compte
des conditions données,

1 1
52Y—sy(0)—y'(0)+Y:S—2, soit Y —s+2+Y ==

s
d'ou
1 s 2
Y(s) = 52(52—1—1)+s2—|—1_52—1—17
11 s 2
N 5_2_52+1+s2+1_52+1
1 s 3

s_2+52+1_s2+1
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

et par suite

3

1) =
y(t) = { s2+1 211

} =t+cost—3sint
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

et par suite

3

1) =
y(t) = { s2+1 211

} =t+cost—3sint

Réciproquement, on vérifie assez facilement que cette fonction est
bien solution du probleme posé.

Mathématiques pour ingénieur 40



Chapitre 3 Transformation de Laplace

Applications aux EDO a coefficients constants

Exemple 2

Résoudre y"”’ —3y" + 3y’ —y = t2et avec y'(0) =0 et y'(0) = —2
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Applications aux EDO a coefficients constants

Exemple 2

Résoudre y"”’ —3y" + 3y’ —y = t2et avec y'(0) =0 et y'(0) = —2
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Applications aux EDO a coefficients constants
Résoudre y"”’ —3y" + 3y’ —y = t2et avec y'(0) =0 et y'(0) = —2
Posons Z{y(t)}(s) = Y(s),
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Applications aux EDO a coefficients constants
Résoudre y"”’ —3y" + 3y’ —y = t2et avec y'(0) =0 et y'(0) = —2
Posons .Z{y(t)}(s) = Y(s), donc

"y =32{y"} 432y} - L{y} = L{Pe'} =

s—1)3
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Applications aux EDO a coefficients constants

Exemple 2

Résoudre y"”’ —3y" + 3y’ —y = t2ef avec y'(0) =0 et y'(0) = —
Posons .Z{y(t)}(s) = Y(s), donc
2
Ly =32y +3 2y} - Ly} = L{tPe'} =

—1)3
d'ol
(s°Y = s2y(0) —sy/'(0 ) 3(s?Y —sy(0)—-y'(0))
+3 (sv o)y - Y= 2
ou encore
(=35 +35s—1)Y —s°+35s—1= 1)
et

s?2—3s+1 2
YO = o Teoae
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

On décompose la premiere fraction rationnelle et on trouve

1 1 1 2
LS s s R PR R P
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

On décompose la premiere fraction rationnelle et on trouve

1 1 1 2
LS s s R PR R P

1 1 1 2
O = L e ey Y

2 .t 5t
— et S TE
2 60
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Applications aux EDO a coefficients variables

Résoudre ty” +2y'+ty =0 avec y(0T)=1et y(n) =0
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Applications aux EDO a coefficients variables
Résoudre ty” +2y'+ty =0 avec y(0T)=1et y(n) =0
Posons . Z{y(t)}(s) = Y(s), donc

2{ty"} +2.2{y'} + Z{ty} = 2{0} =0

donc
_d (s°Y —sy(01) —y'(07)) +2(sY —y(0T)) — iY =0
ds ds
c-a-d. dy
2
—(s°+ 1)E —-1=0
et en intégrant cette équation différentielle du ler ordre on trouve

Y(s)=—arctans+C, CeR
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Applications aux EDO a coefficients variables
Résoudre ty” +2y'+ty =0 avec y(0T)=1et y(n) =0
Posons . Z{y(t)}(s) = Y(s), donc

2{ty"} +2.2{y'} + Z{ty} = 2{0} =0

donc
_d (s°Y —sy(01) —y'(07)) +2(sY —y(0T)) — iY =0
ds ds
c-a-d. dy
2
—(s°+ 1)E —-1=0
et en intégrant cette équation différentielle du ler ordre on trouve

Y(s)=—arctans+C, CeR

Comme lims_ Y(s) =0 on trouve A= 1/2

Mathématiques pour ingénieur



Chapitre 3 Transformation de Laplace

d’ou
T
Y(s)= 7 —arctans =arctan _
s
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d’ou
T
Y(s)= 7 —arctans =arctan _
s

on utilise le développement de la fonction arctanx en série entiére
Z( 1" 2n+1 donc

2t X
1
y(t) = 1{arctan } L7 1{Z2n+1s2”+1}
1t? 1 t2n
= 1-—-_ 1 L
32|+ (= )2n+1(2n)!+
_ sint
ot

qui satisfait bien y(7) = 0.
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

d’ou
T
Y(s)= 7 —arctans =arctan _
s

on utilise le développement de la fonction arctanx en série entiére
(=1)" 2n+1
Y Sar X donc

1
y(t) = 1{arctan } L~ 1{Z2n+1s2"+1}

1t2 1 2
- 1= 1 L
3o T 2n1(n)

sint

t

qui satisfait bien y(7) =0
Réciproquement, on vérifie que la fonction y(t) =
solution du probleme posé.

S'" t est bien
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Applications a la résolution des équations aux dérivées

partielles

Exemple, tiré du test de Novembre 2016

Résoudre I'équation aux dérivées partielles suivantes

2%y 82y

32 8 5=5 ¥y =16x+sinx (2)

ol y = y(x,t), avec les conditions y(0,t) = 0,y(x,t) = 16m,
Ye(x,0) = L y(x,t);0—0 = 0 et y(x,0) = 16x + 12sin2x — 8sin3x
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Applications a la résolution des équations aux dérivées

partielles

Exemple, tiré du test de Novembre 2016

Résoudre I'équation aux dérivées partielles suivantes

2%y 82y

32 8 5=5 ¥y =16x+sinx (2)

ol y = y(x,t), avec les conditions y(0,t) = 0,y(x,t) = 16m,
Ye(x,0) = L y(x,t);0—0 = 0 et y(x,0) = 16x + 12sin2x — 8sin3x
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Applications a la résolution des équations aux dérivées
partielles

Exemple, tiré du test de Novembre 2016

Résoudre I'équation aux dérivées partielles suivantes

2%y 82y
32 8 5=5 ¥y =16x+sinx (2)

ol y = y(x,t), avec les conditions y(0,t) = 0,y(x,t) = 16m,
Ye(x,0) = L y(x,t);0—0 = 0 et y(x,0) = 16x + 12sin2x — 8sin3x

On pose Y(x,s) =.Z(y(x,t))(s) (transformée de Laplace par
rapport a la variable t).
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

On prend la transformée de Laplace de I'EDP par rapport a la
variable t, on trouve

2 .
d*Y(x,s) LY (xs)= 16_X+SlnX

(52Y(X,S)—Sy(Xao)_Yt(XaO))_4 dx2 s s
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

On prend la transformée de Laplace de I'EDP par rapport a la
variable t, on trouve

d?Y(x,s 16x  sinx
#—FY(X,S):——F—

(52Y(X,S)—SY(XaO)_Yt(XaO))_4 dx2 s s

Puisque y(x,0) = 16x+ 12sin2x —8sin3x et
ye(x,0) = %y(x, t)jt=0 = 0, on trouve I'équation différentielle
suivante (du second ordre par rapport a x) :

a2y 1., 4(s>+1)x  sinx . )
W—Z(s +1)Y=— < e — 3ssin(2x) + 2ssin(3x).
(3)
avec les conditions initiales suivantes
Y(0,s) = Z[y(0,t)](s) = £[0](s) =0, et ()

Y(m,s) =Ly (n, 1)l(s) = 1672 [1](s) = 12"
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

D’apres la forme du second membre de |'équation (2) [ en tant que
fonction de x | on déduit qu'une solution particuliere de (2) est de
la forme Yp(x,s) = ax+ bsinx+ csin2x + dsin3x.
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D’apres la forme du second membre de |'équation (2) [ en tant que
fonction de x | on déduit qu'une solution particuliere de (2) est de
la forme Yp(x,s) = ax+ bsinx+ csin2x +dsin3x. En dérivant et
substituant dans (2) et en égalant les coefficients des termes
analogues, on trouve

16x+ sin x +12ssin2x 8ssin3x
s s(s?+5)  s2417 2437

YP(X,S) =
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D’apres la forme du second membre de |'équation (2) [ en tant que
fonction de x | on déduit qu'une solution particuliere de (2) est de
la forme Yp(x,s) = ax+ bsinx+ csin2x +dsin3x. En dérivant et
substituant dans (2) et en égalant les coefficients des termes
analogues, on trouve

16x n sinx + 12ssin2x  8ssin3x

s s(s?+5)  s2417 2437
La solution générale de I'équation homogene associée a (2) est de
la forme

YP(X,S) =

1 /oo 1 /o207
YH(X,S) =ce 2 52+1X+Cze§ s2+1x

ou c1 et ¢ sont des constantes réelles.
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D’apres la forme du second membre de |'équation (2) [ en tant que
fonction de x | on déduit qu'une solution particuliere de (2) est de
la forme Yp(x,s) = ax+ bsinx+ csin2x +dsin3x. En dérivant et
substituant dans (2) et en égalant les coefficients des termes
analogues, on trouve

16x n sinx + 12ssin2x  8ssin3x

s s(s?+5)  s2417 2437
La solution générale de I'équation homogene associée a (2) est de
la forme

YP(X,S) =

1 /oo 1 /o207
YH(X,S) =ce 2 52+1X+Cze§ s2+1x

ol ¢ et ¢ sont des constantes réelles. La solution générale de (2)

est donc
Y(x,5) = Yu(x,s)+ Yp(x,s)
_ Clef%\/@x_i_qe%@x
16x+ sin x +12ssin2x 8ssin3x
s s(s®+5) s2+17  s2437
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Les conditions initiales (3) portées en (4) donne
0=Y(0,s)=c1 +c,

et

167 1./ 1./ 16w
T:Y(ﬂ:,s):cle_2 ST 4 he2 5+1”+T

doncci = =0 et

Y( ) 16x sinx + 12ssin2x  8ssin3x
X,8) = — — .
’ s(s2+5) s2+17  s2+37
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Chapitre 3 Transformation de Laplace

Les conditions initiales (3) portées en (4) donne
0=Y(0,s)=c1 +c,

et
16w 1 1 16w
2 = Y(m,s) = e VST L geaVsiHn 0T
s s

doncci = =0 et
16x + sinx + 12ssin2x  8ssin3x
s  s(s2+5) 2417 2437

Y(x,s)=

En prenant la transformée de Laplace inverse, on trouve la solution
cherchée

y(x,t)= 16x+¥(1—cos V/5t)+125sin2x cos V17t —8sin 3x cos V/37t.
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