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Séances 6-7
Transformation de Laplace

Exercice 1. Calculer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :

(a) t — tsinat  (c) t— fot sinu gy () t s siny/t

u

(b) t = t2cosat  (d) t— [ <Stdy (f)s»—>CL\/%/Z

Corrigé ezxercice 1. (a) f(t) =tsinat, L[f(t)](s) = (—1)-LL[sinat](s) =

_d a ) _ 2as
ds \ s2+a? | 7 (s2+4a?)?"
(b) f(t) = t%cosat, donc

2 2 s 5% — 6a’s
LL01e) = (12 g Lleosars) = 55 (z ) = oo

(c) f(t) = fot sntgy. Ona f(0) =0 et f/(t) = 2L ou encore tf/(t) =

sint. Donc 1
LIS B))(s) = Llsint](s) = 7=
d’ou d 1
— 55 BLIF@](s) = £(0)) = 5 1
c-a-d d 1
L)) =~

En intégrant on trouve
sL[f(t)](s) = —cotan(s) + ¢

En utilisant le théoréme de la valeur initiale on trouve ¢ = 7/2 et

LIF@)(5) = ~cotan(;)

S
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(d) f(t) = [ <%du. On a f'(t) = —<=L ou encore tf’(t) = — cost.

t
On raisonne de la méme fagon que la question précédente :

L[tf'(t)](s) = L][—cost](s) = _ﬁ

d’ou p
s

O
En fait ici f(0%) = —oo, mais cela n’as pas deffet par dérivation,
donc .

s
DLl O)e) = s

En intégrant on trouve

SLIf()](s) = %ln(s2 +1)+c¢

En utilisant le théoréme de la valeur finale on trouve ¢ = 0 et

CIFD]() = o= In(s? + 1)

2s
Autre méthode : On fait un changement dans le cosinus intégral en
posant u = tz donc f(t) = 1+°O Cosim) dx et

+o0 +oo
cos(t cos(t
E{f(t)}:/:{/ b(x)da:}:/ L{M}dac
1 z 1 -
+o00
1
[
1 rax+s?
+oo
1 1
s/ - ——dr
1 T e+ s
Ensuite on décompose la fraction rationnelle en éléments simples et
on trouve
1 +oo
1 1 T
——dr = — - — ———d
+x2+52$ 5/1 z Zrst

71 . 11 ) ) +0071 : T +oo
ig n(x)—in(x +8) 7§ niml
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(e) f(t) =sin+/t. On utilise le développement en série formelle sin v/t =

\/f—(‘{,j) +(\[) (‘/7€)7+...:t1/27%+‘555$7t77/,2+ . Donc

. I'(3/2 I'(5/2 I'(7/2 I'(9/2
o202 2 502 1

SVCD PR U WS N U U YA T S
T 9g3/2 224 21\ 225 31\ 225
ﬁ 6—1/45

253/2

ol on a utilisé I'(3) = /7 et T'(z + 1) = 2T'(x).
Autre méthode On passe par une intégrale complexe,
L[sin V1] = Im/ e steViat
0
Calculons maintenant
I(s,t) = /ei Estat
par un changement de variable u = / on obtient
I(s,t) = / Que W i gy
1 ; j ; 1 ;
=- /(23u - i)e’“_5“2du +2 /ew—“ﬁdu = ~J+ 1K
s s s s

Dans J on fait le changement v = iu — su?, d’ou

J:—/e”dvz—e

K= /e_(“ﬁ”tﬁf‘idu

i i_St‘f‘CL

Dans K on écrit

puis on fait le changement de variable w = uy/s — 7 donc

f/ “1s dw
\/» _a
2\/5

B N 25\ffz
= 2\/5 er 2\[ +CQ

erfw + 02
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ouerf z = % fOZ et dt est la fonction erreur. On obtient donc

I(s,t) = e & erf 28\[_1 — e +C
’ 252 2/s s '

Maintenant on passe aux limites,

/ eVITstdt = lim I(s,t) — lim I(s, 1)
0 t—o0 t—0
ce qui donne

/OO Gi tfstdt — ’L‘\/TTG* 4‘" ’L\/>€ 45 erf i + =
0 253 2s3 2/s

€ iR (avec s > 0 ), en prenant la partie imaginaire

i
2¢/s
de I'expression on trouve

£{sin Vi) (s) = “};,>o

() f(t) = %\/%/E On pose g(t) = sin/t. Alors ¢/(t) = <5 = 1f(t) et

g(0) = 0. Donc

,C[CO\S/;/%](S) _ 51%671/45

Exercice 2. Calculer la transformée de Laplace inverse des fonctions sui-
vantes :

V2513 (C)SHW’(CHAO)

) s 2357 () s s
Corrigé lexercice 2. (a) On a
1 1 1 1 —1/2
L)1) = L (1) = e
V2s+3 V2 (s+3/2)1/ V2 r(1/2)
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(b) On a
s+1 s+1
L] = £ f——F——
_ 71[ S+% ]Jri 71[ ? ]
(s+3)2+3 VB (s+3)?+7%
ezt os@#—ie ltsin@
B 2 V3 2
(¢) On a
i 1 _ —2s
ds |s2+a2| (s +a2)2
donc
_s o ldy 1
(s24+a2)2  2ds |s2+a?
et comme ] nat
sina
L1 =
[52—|—a2] a
on a

1 s 1.y d 1 _ 1 (sinat) _ tsinat
£ [(52+a2)2]_ 2 [ds (32+a2)]_2t a ) 2a

(d) On a E‘l[ﬁ] = sint donc

1 ‘. \
£ [M] =/, sinudu =1— cost
1 ¢
—1 . . i
£ [m] = /0 (1 —cosu)du =t —sint
5_1[;] = /t(u—sinu)du:tQ—&—cost—l
(s3(s2+1) 0 2

Exercice 3. (Application de la transformée de Laplace aux Poutres
en porte-a-faux) Résoudre I’équation différentielle

d4
Ty _ @@ o<y
dz? y
y(0) =0,4'(0) = 0,y"(£) = 0,y (¢) =0
ot y(x) est la fleche (I'axe) en tout point = de la poutre. On suppose que
la poutre de longueur ¢ est emboitée a son extrémité x = 0 et libre & son

K. Koufany

extrémité x = ¢ et qu'elle porte une charge w(z) par unité de longueur
donnée par

wo O<$<€/2
w(z) =
0 ¢/2<a<t

wp et v étant des constantes.

Corrigé l'exercice 3. Pour Appliquer la transformation de Laplace, nous
étendons la définition de w(z) a

wy O0<x<l/2
w(x) =
0 z>10/2

ce qui la donne en fonction de la fonction de Heaviside
w(z) = wo(H(x) — H(z —£/2))

Sa transformée de Laplace est

Llw(@)l(s) = wol[H(x)(s) —woll[H(z —£/2)](s)
= (L sl
= wol P s)
1— 6—52/2

= wo
S

Posons Y(s) = L[y(z)](s), donc

wo 1— 6—35/2

Y S

s'Y — s%y(0) — 5%y (0) — sy”(0) — " (0) =

On pose y”(0) = ¢1 et y"”"(0) = ¢ et avec les premieres conditions initiales
on trouve

¢ e wo —st/2
Y==+S+—(1—-¢"°
R R Rl
et en appliquant £~! on trouve
2 3 4 4
c1x c1x wo X wo (x —£/2)
)= —— — ——— " H(x—{/2
e T T (z=/2)
avec les secondes condition inititailes, on trouve ¢; = “’gf et ¢ = —g—‘lf .

Exercice 4. (Application de la transformée de Laplace a I’équation
de la chaleur)
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Résoudre ’équation de la chaleur suivante

ou  9*u
— =—,0 1,£>0
ot 922’ <zr<lt>
u(z,0) = 3sin 2wz, u(0,t) = 0,u(1,t) =0
Corrigé lezercice 4. On pose Y (z,s) = Llu(tz,t)](s) la transformée de La-
place de u par rapport a t. Donc

2y
sY —u(x,0) = e
ou encore 2y
Tz sY = —3sin2nx

Cette équation a pour solution générale

Y(z,s) = c1eVE 4 cpe VI 4 sin 27

5+ 4m?

On prend ensuite la transformée de Laplace des condition initiales (par
rapport a t)

Lu(0,8)](s) =Y (0,s) =0 et Lu(l,t)](s)=Y(1,s) =0

et en portant ceci dans la solution on trouve ¢; +co = 0 et creVs +coe™ Vs =
0, ce qui donne ¢; = ¢ca = 0 et on obtient

Y(z,s) = sin 27wz

s+ 4m2

d’ol apres inversion
— 2 .
u(z,t) = 3e~*™ tsin 27

Exercice 5. (Application de la transformée de Laplace aux cordes

vibrantes)
Résoudre le probleme de valeurs aux limites suivant
8%u 5 0%u
@:a @, I’>O, t>0(a>0)

w(z,0) = 0, us(z,0) = 0,u(0,t) = Agpsinwt, |u(z,t)] < M

ou u(z,t) est le déplacement transversal d’une corde (infiniment longue) en
un point z & un temps t. On supposera qu’une extrémité se trouve en z = 0,
se confond initialement dans ’axe des x. L’extrémité x = 0 est soumise a
un mouvement transversal périodique d’amplitude Agsinwt (t > 0).

K. Koufany

Corrigé lezercice 5. On pose Y (x,s) = L{y(x,t)}(s). Donc
d2
2

2
Y - ,0) — ,0)=a"—=Y
s su(z,0) —u(z,0) = a e

ou encore ) )

d s

—Y -=Y =0

dx? a?
qui a pour solution générale

Y(z,s) = c1€5%/% 4 cpem5%/a
Onaaussi Y (0,s) = 3?4(352 . Comme u est bornée (Ju(z,t)] < M déplacement
limité), ¥ est bornée donc ¢; =0 et
A()w
Y(z,s) = —sz/a
(08) = 2

d’ou par inversion
(1) = Apsinw(t—2) t>uz/a
0 t<z/a

Exercice 6. On cherche, en utilisant la transformée de Laplace, a résoudre
I’équation différentielle

y" (1) = 3y"(1) + 3y (t) —y(t) = t¢'

avec les conditions

(Equation 1)

y(0) = 1,4/(0) = 0,4”(0) = —2.
On pose Y (s) = L[y(t)](s).

(1) Transformer I'Equation 1 et déduire que Y (s) vérifie une équation
algébrique de la forme f(s)Y(s) + g(s) = h(s) ou f(s), g(s) et h(s) sont &
déterminer.

(2) En utilisant la transformée de Laplace inverse, déterminer alors une
solution de I’Equation 1.

Corrigé Uezercice 6. Soit Y (s) = L(y(t))(s), alors 'equation différentielle
se transforme sous la forme

(sY — s%y(0) — sy/(0) — 4" (0))
=3 (sY — sy(0) — 4/ (0))
+3(sY — y(0))
Y

2
T (s—1)?
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d’olt en tenant compte des conditions y(0) = 1,3(0) = 0,3”(0) = -2,

(=352 +3s—1)Y(s) —s? +3s — 1 = 2

(s—1)3
(8_1)3Y(S) —52+38_1 = ﬁ
d’ou
s3 —3s+1 2
Y = -
S A
B 1 1 2 n 2
os—1 (s—1)2 (s—1)3 (s—1)8
Par inversion de la transformée de Laplace, on trouve
1 1 1 2
ty=L"" - - t
y(®) Pl el p Bl Py O
= et —tel — t2it + &
2! 5!
= et —tel — t27€t tsi
2 60

Exercice 7. (Application de la transformée de Laplace aux équations

intégrales de type convolutif)
Résoudre I’équation intégrale suivante

¢
y(t) = t* + / y(u)sin(t — w)du
0
Corrigé l'exercice 7. On a
t
y(t) =t* + / y(u) sin(t — u)du = t* + y(t) * sin(t),
0

donc en posant Y (s) = L{y(¢)}(s) on trouve en utilisant la proprité de
convolution

2 1
Y(S):sf3+Y(S) X 82—|—1
ou encore (2

20s2+1 2 2

Yo =—Ff—=5"15

D’ou ) . .
t t t

=202 ) +2(=) =2 4 —.

s =2 raty = o
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Exercice 8. (Application de la transformée de Laplace aux équations
aux différences)
Résoudre 'équation aux différences suivante :

y () +y(t—1) =
avec y(t) = 0 pout ¢ < 0.
Corrigé lezercice 8. Onpose L{y(t)}(s) =Y (s), donc L{y(t)}(s) = sY (s)—
0 = sY (s) D’autres part

L{y(t—1D}(s) = e y(t — 1)dt

= / ey (u)du

-1

S~
3

= e °Y(s)
D’ou
A 2
sY +e7°Y = —
s
ou encore 5 5
Y(s) = — =
() s3(s+es)  stl+e5/s)
Ainsi formellement,
2 e~ 5 6725 6735
Y = —(1- — -
(s) st < s + 52 53 + >
2 2e7°  2e7% 2738
Tt P 6T e
& e~ s
= 22 gnt+4
n=0

Or pour chaque n,

1 (t=m)"+?
L7 e x } = { Gtay L=

sntd 0 sinon
d’ou "
t
n (t B n)nJrS
o =23 (-
n=0 :



(\en§emm 1A — Math pour l’ingénieur -2023/24

ou |t] est la partie entiere de ¢
On vérifie facilement que cette fonction est solution de I’équation pro-
posée.

K. Koufany 6



