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Séance 5
Systemes différentiels

Exercice 1. Soient a € R* et

0 a a®
A=\ 1/a 0 a
1/a®> 1/a 0

a) Calculer le polynéme minimal de A.

b) La matrice A est-elle diagonalisable ? Si oui, la diagonaliser.
c) Calculer e/

d) En déduire la solution générale du systeme X'(t) = AX (t).

(
(
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(

Corrigé lexercice 1. (a) Le polynome caractéristique de A est x 4(X) =

a? —a?
(X—2)(X+1)%, Eo(A) = Vect{| a |} et E_1(A) =Vect{| 0 |,| 1
1 1 0
La matrice est diagonalisable, P"'AP = D avec
a> —a®> —a 2 0 0
P=|a 0 11, D=0 -1 0
1 1 0 0 0 -1

(b) On en déduit que son polynéme minimal est pa(\) = (X —2)(X +
1).

(c) Par division euclidienne de X™ par ps(X) on a X" = (X —
2)(X +1)Q(X) + aX + B. On évalue cette égalité en 2 et —1 et on
trouve

Con— (-1 (—1)n42n
“= 3 A= 3
et 2t t t 2t
A € e” 2¢e " t+e
_ A I
¢ 3 Tt B

K. Koufany

1.

(d) La solution générale du systeme X'(t) = AX(¢) est donc
X(t) = etV avec V € R3.

Exercice 2. Résoudre le systeme différentiel suivant

) =2—t)z1+ (t— 1)
xzh =2(1—t)z + (2t — 1)

Corrigé lexercice 2. Le systéme peut se mettre sous la forme X'(t) =
2—t

A(DX (t) avec
At) = <2(1 y Qtt__ll) . X(t) = @Eg) .

Le polynome caractéristique de A(t) est x () (X) = X2 —(t+1)X +t

et Spaq) = {1t}
Sit# 1, alors A(t) admet deux valeurs propres distinctes et par
conséquent elle est diagonalisable,

E1 = Vect <1> , Ey = Vect <;>

B 1 (11 (10
A(t)=PD(t)P™", avec P = (1 5 ,D(t) = 0 ¢
cette relation est aussi vraie pour ¢ = 1.

n®\ _ vy — po
En posant <y2(t)> =Y(t)=P'X(t),on a

X'(t) = A X(t) < Y'(t) = DY ()

/ p—
y/1 ! 1
Yp = tyo Y2

On trouve alors comme solution générale cherchée

et et /2
X(t) = (et) + 9pt?/2 | o avee A peR.

= )et

:H€t2/2 7)‘7:U‘ER
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Exercice 3. Résoudre le systeme différentiel suivant
y =z
2 =zx+y+z
Corrigé 'exercice 3. Le systéme est de la forme X' = AX avec
0 11
A=11 0 0}, Xt =|y@® |,
1 11

Le spectre de A est Sp(A) = {—1,0,2}. Comme A admet trois
valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable. On trouve

—1 0 2
E_1(A)=Vect | 1 |, Eg(A)=Vect | 1 |, E2(A) = Vect |1
0 -1 3
et A= PDP~! avec
-1 2 0 -1 0 0
Pp=(1 1 1], p=(0 20
0 3 -1 0 00

Enposant Y = P71X, ona X' = AX <= Y'=DY < Y(t)=

A
e!PV avec V = | u |. La solution générale du systeme est donc
v
—et 2¢2t 0
Xt)=PY@t)=x| et | +pu{ e |+v| 1 |, \prveR
0 3e?t -1

Exercice 4. Résoudre le systeme différentiel

2(t) =) +y(t)
y(t) =ylt)+t
2(t) =2z(t)

K. Koufany

Corrigé l'exercice 4. Le systeme est de la forme X’ = AX + B avec

110 0 x(t)
A=(0 1 0]|,B=1[t],X1t)=1y®]|,
0 0 2 0 z(t)
La matrice A n’est pas diagonalisable. Elle est triangulaire supérieure

par blocs. Le premier bloc est C' = ((1) i) =I+NouN = (8 (1)>

est une matrice nilpotente, N2 = 0. Par conséquent e'C = ¢! [Io+tN]
et

et te 0
=10 et=9) o0
0 0 et
On en déduit que pour tout A, u, v € R,
A el + utet
Xpgt)=€ed|pn| = pet
v ve?t

est solution du systeme homogene. Une solution particuliere du systeme
non-homogene est donnée par

t
Xp(t) = / e=94B(s)ds
0

Or
el (t—s)el™® 0 0 s(t—s)rt=s
e(t_S)AB(S) — 0 el—s 0 s| = gelt—s
0 0 e2t=9) | \0 0

Un calcul simple donne
t t
/ s(t—s)e'*ds = e'(t — 2) +t + 2, / s'75%ds = et —t — 1.
0 0

Il s’ensuit que
et—2)+t+2
el —t—1
0
Donc Xg(t) + Xp(t) (¢ est la solution qui passe par lorsque ¢t = 0
par (A, u, )

Yp(t) =
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Exercice 5. Résoudre le systeme différentiel suivant

¥ =2r—y+22
y =10z — 5y + 7z
2 =d4x —2y+ 22

Corrigé 'exercice 5. Le systéme est de la forme X' = AX avec

2 -1 2 z(t)
A=[10 =5 7|, x0) = |y®) ],
4 -2 2 2(t)

Le polynome caractéristique de A est x4(A) = —A2(A+1). Cette ma-
trice n’est pas diagonalisable. Elle est triangularisable, A = PTP~!
avec

-1 10 -1 00
P=[(1 2 1], T=10 01
2 01 0 0 0
On pose Y = P71X donc X' = AX <= Y/ =TY <+ Y(t) =
A
etV avec V= [ v |. Don
7!
et
Y(t)=|put+v
7!

La solution générale du systeme est donc

—et t 1
Xt)y=A|et | +pl2t+1])+v 2], \,pveR
2e~t 1 0

Exercice 6. Résoudre sur R I’équation
t2y" — 6ty + (12 + %)y =0

en cherchant des solutions développables en séries entieres.

K. Koufany

Corrigé Uevercice 6. Soit y(t) = Y20 a,t™ une série entiere solution
de rayon de convergence R > 0. Sur | — R, R, la fonction y est de
classe C™ et
+o0o +oo +oo
y(t) = Zant”, Y (t) = Znant”_l, y'(t) = Zn(n — Dant"?
n=0 n=1 n=2
et comme t2y"(t) — 6tty’(t) + (12 + t?)y(t) = 0, alors
400 ~+o00 +oo too
Z n(n —1)apt" — 6 Z na,t"™ + 12 Z ant™ + Z Ap_ot™ =0
n=2 n=1 n=0 n=2

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiere, la
fonction y est solution de I’équation différentielle proposée sur | —
R, R ssi

apg=a1=ay = 0
n(n —1)a, — 6na, +12a, +ap—2 = 0 Yn >3
ou encore
apg = a3 = aa = 0

(n—3)(n—4)anp+apn—2 = 0 VYn>3

Pour n = 3 ou n = 4 la derniere équation ne donne aucune informa-
tion. Mais pour n > 5 elle permet d’exprimer les coefficients de la
série en fonction de asz et aq4.

Pour les termes impairs :

Vk e N* a I a2k+1 — (_1)ka
P T T R —1)(2k)  (2k)!
Pour les termes pairs
—1)k
Yk € N*, agpq = — a2k+2 _ (-1) a4

QE)(2k+1)  (2k+1)!
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La série a donc un rayon de convergence infini (Regle de d’Alem-
bert). En sommant, on obtient, pour tout ¢t € R

© (_1)k 00 R
y(t) = a3z((2k§!t2k+3 +a4;<2(k+)1)!t2k+4

_ <a3 5 <(2k§! Py (2<k +>1)!t2k+1>

k=1

= 3 (agcos(t) + agsin(t))

On peut donc assurer que les fonctions ¢ — ¢3 cost et ¢t — t3 cost
sont solutions sur R a I’équation. C’est en fait un systeme fondamen-
tal de solutions sur R (I’espace des solutions de 1’équation (homogene)
proposée est de dimension 2). On déduit que la solution générale est
de la forme

y(t) = M cost + put3sint, A\, peR.

K. Koufany



