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Calculatrices et documents non autorisés. Durée 2h.

Exercice 1.0n considere I’équation différentielle suivante

Yy (t) =y (1) — 4y (t) + 4y(t) = 0. (E1)
(1) On pose
y(?)
X(t)=1v@®)
y'(t)

Montrer que I’équation (E1) est équivalente a un systeme différentiel homogene de
la forme

X'(t) = AX(t) (E2)

ou A est une matrice 3 x 3 qu’il faut déterminer.
(2) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.
(3) En déduire 'espace des solutions du systeme différentiel (E2).
(4) En déduire I'espace des solutions de I’équation (E1).

Corrigé.
(1) La matrice A est
0
A=1 0

= O =
—_ = o

—4

(2) Le polynome caractéristique de A est xa(A) = (A —1)(A —2)(A+2) donc A
admet 2 valeurs propres 1, 2 et —2 et A est diagonalisable.
(3) les sous-espaces propres de A sont

~~

1 1 1
Es1)=R|[1]|, Ea2) =R |2], Ea(-2) =R | -2
1 4 4

(4) La solution générale du systeme linéaire est donc de la forme

1 1 1
X({t) = ac' [1] +8e* 2] +7e R -2], o,8,7€R
1 4 4

ael + Be?t 4+ e 2t
= | aet +2Be? — 2vye?
ael + 48e* + 4ye



(5) On en déduit que la solution générale de I'équation (E1) est y(t) = ae’ +
pe?t + ve=?t avec a, 8,7 € R.

Exercice 2. On considere 1’équation différentielle suivante avec des conditions

initiales
y’”(t) . y(t) — €t
{ y(0) = 0, y/(0) = 0, y"(0) = 0 (E3)

et on suppose que la fonction y est causale. On note Y(s) = L{y(t)}(s) la trans-
formée de Laplace de y.

(1) Mettre la fonction s — 52?;11 sous la forme ag +ZJ)F2“+b2 + B(s +a’)’2 2 les
constantes «, 8,a,b,c sont a déterminer. FEn déduire sa transformée de Laplace
inverse.

(2) Calculer la transformée de Laplace de I’équation (E3), en déduire Y (s) comme

fraction rationnelle en s.

(3) Décomposer la fraction rationnelle obtenue en (1) en éléments simples.

(4) En utilisant la transformée de Laplace inverse, déterminer une solution de
(E3).

Corrigé.
(1) On écrit alors

s+1 B s+1
s2+s+1 (s+3)%+2
(s+3)2+3  (s+1)2+2
= s+ +V3 2
(s+ 32+ (F)?2 (s+3)2+ (5

On reconnait alors les transformée de Laplace de la fonction cos et sin avec un
décallage. Donc

S‘I'l . —t/2 \/g \/g

- — vy —t/2 g (2
82+S+1}(8) e "% cos( 5 t) + V/3e % sin( 5 t)

£

(1) La transformée de Laplace de I’équation (E3) est

[s°Y () = s*y(0) — sy"(0) = y(0)] = Y(s) = s—1

d’ou
1

3 _ 1 _
(s> =1)Y(s) = et Y(s) = GO -1

s—1

(2) La décomposition de la fraction rationnelle m s’ecrit

1 B 1 _a n b n cs+d
(s—1)(s3—-1) (s—1)%(s24+ax+1) s—1 (s—12 s24+s5+1

2



et on trouve

1 SRR SN SRS SR S
(s+1)(s3—1)  3s—1 3(s—1)2 3s2+s+1

Done 11 11 1 s+1
S

Vis) = —- 1 1
)= =357 3617 T3 11

(3) En appliquant la transformée de Laplace inverse, on trouve

1 1 1 1 1 1
e -1 Y = —— -1 B — -1 _ — -1 -
W) = LY )N = 5L {8_1}<t>+3£ (o 0+ 35
On a 1£ 1{ 11}( ) — et ot £ 1{(g 12}( ) . Il reste a calculer £~ 1{ 2+S+1}( )
Celle-ci a été calculer dans (1).
Finalement

2 o Y3y 4 2 g (V3

cos(—t) + 7

1 1 1
y(t) = —=e' + —te' + =e 5

3 6 3

Exercice 3. On se propose de trouver une fonction x — y(x) vérifiant I’équation
suivante

1
3y(x) + / (y"(t) = y(t))edt = —ze™™" (B4)
R ™
On pose
1
flz) =e et g(z) = Zze ™.
7r
(1) Calculer la transformée de Fourier de f.
(2)[Question optionnelle] Soit la fonction h(z) = e~*" et soit h sa transformée de

Fourier. Calculer la dérivée de h, puis appliquer la transformée de Fourier a 1’égalité
obtenue. R
En déduire que  vérifie une équation différentielle de premier degré. Résoudre cette
équation différentielle, en déduire que h(v) = Jre ™V’ (on admet que [, e dr =
V).
(3) Déduire la transformée de Fourier de g
(4) Ecrire I’équation (E4) en utilisant un produit de convolution de fonctions.
(5) Soit ¥ la transformée de Fourier de y. En appliquant transformée de Fourier
a I’équation obtenue en (4), trouver 7.
(6) En utilisant la transformée de Fourier inverse, déterminer alors une solution
de (E4).

Corrigé.
(1) On trouve f(l/) = HMQVQ
(2) On a h/(x) = —2zh(z), donc en appliquant la transformée de Fourier, on a

F{W ()} (v) = =2F{xh(z)}(v)

HG



Or
F{W(x)}v) = (=2izv)F{h(z)}(v), et

1 , 1 d
Fleh(e)} () = o F{(-2im)ah(@)}(v) = —— o F{h(z)}()
Donc
(~2im)() = —2—— R

A P

ou encore g
d_V/ﬁ(V) = —27T21/ﬁ(1/)

En résolvant cette équation, on trouve h(v) = Ke ™" et la constante K est

déterminée par K = h(0) = Jpe " dr = /7. Ainsi

h(v) = re ™"
(3) On a mg(x) = ze™* = xh(x). Donc

T (@)} () = Fleh(@)}w) = —— L

2T dv

77r21/2)

F{h(z)}(v)

Ainsi
G(v) = —ivrve ™"
(4) L’équation s’écrit
3y(t) + (W' —y) = f(t) = g(¢)
(5) En appliquant la transformée de Fourier, on a
3F()(v) + Fy" —y)w) x F(f)(v) = Flg)(v)
d’ou
39(v) + [—A7* VG (v) — G f(v) = G(v)
et par suite
§) (3 (1 + 47 J(v)) = 5(v)
On en déduit que

o aw
W)= T )
) W)
83— (1+ 472%) X o

= g(v)

(6) Par injectivité de la transformée de Fourier, on trouve y(z) = g(z) = %a:e_$2.
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