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Première partie 1. Intégrales sur R

On veut définir une notion d’intégrale pour les fonctions continues par
morceaux pour les intervalles compacts du type [a, b] avec l’intuition que
cela correspond à l’aire sous la courbe si la fonction est positive. Pour cela,
on approche une telle fonction par des fonctions fn en escalier (c’est-à-dire
constantes par morceaux) et on calcule aisément l’aire sous la courbe pour de
telles fonctions en escalier, c’est simplement une somme d’aires de rectangles
notée Sn. C’est un théorème que cette suite de somme d’aires converge
lorsque la suite de fonctions converge (uniformément) vers notre fonction
cela permet de définir l’intégrale de f comme la limite des Sn :

∫ b

a
f(x)dx = lim

n→+∞
Sn.
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On donne ici quelques rappels en vrac, qui peuvent parfois vous être utiles.
Dans les hypothèses des théorèmes de cette section, on peut remplacer

l’expression ”pour tout x” par ”pour presque tout x”. Pour ”presque tout x”
signifie ici pour tout x sauf éventuellement en un nombre fini ou dénombrable
de points.

1. Interversion Limite-Intégrale

1.1. Théorème de convergence monotone. Les deux résultats suivants
s’appliquent aux cas de fonctions positives et intégrables.

Théorème 1.1. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions continues par mor-
ceaux, positives, intégrables sur I un intervalle de R, telles que f =
limn fn est une fonction continue par morceaux sur I. Alors∫

I
f(x)dx =

∫
I
lim
n
fn(x)dx = lim

n

∫
I
fn(x)dx,

cette dernière égalité pouvant être égale à +∞.

Théorème 1.2. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions continues par mor-
ceaux, positives, intégrables sur I un intervalle de R. Alors∫

I

∞∑
n=0

fn(x)dx =
∞∑
n=0

∫
I
fn(x)dx,

et cette intégrale peut éventuellement être égale à +∞.

1.2. Théorème de convergence dominée.

Théorème 1.3. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur I un in-
tervalle de R, continues par morceaux, intégrables sur I telles que

(1) fn converge vers une fonction f continue par morceaux sur I : limn→∞ fn(x) =
f(x), ∀x ∈ I.

(2) Il existe une fonction g définie sur I, continue par morceaux et intégrable
sur I telle que

∀n ∈ N,∀x ∈ I, |fn(x)| ⩽ g(x).
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Alors f est intégrable sur I et

lim
n→∞

∫
I
fn(x)dx =

∫
I
lim
n→∞

fn(x)dx =

∫
I
f(x)dx.

Théorème 1.4. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur I un in-
tervalle de R, continues par morceaux, et intégrables sur I telles que∑

n∈N
∫
I |fn(x)|dx < ∞, alors la série

∑
n∈N fn converge vers une fonction

f intégrable et on a :∑
n∈N

fn(x) = f(x), pour presque tout x ∈ I

et ∫
I

∑
n∈N

fn(x)dx =

∫
I
f(x)dx =

∑
n∈N

∫
I
fn(x)dx.

2. Interversion Série-Limite

Théorème 2.1. Si
∑

n fn est une série de fonctions définies sur I, un
intervalle de R et telle que

∑
n ∥fn∥ < ∞, où ∥fn∥ = supx∈I |fn(x)|, et si

chaque fonction fn admet une limite en a, a étant un point sur la frontière
de I, alors on a la formule de sommation terme à terme des limites :

lim
x→a

∑
n

fn(x) =
∑
n

lim
x→a

fn(x).

3. Interversion Dérivation-Limite

Théorème 3.1. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions de classe C1 sur un
intervalle I de R. On suppose que

(1) fn converge vers f , où f est une fonction définie sur I,

(2) et qu’il existe une fonction g définie sur I telle que limn→∞ ∥f ′n−g∥ =
0, où ∥f ′n − g∥ = supx∈I |f ′n(x)− g(x)|.

Alors f est de classe C1 sur I et f ′ = g, i.e. :

d limn fn
dx

= lim
n

dfn
dx

.

Théorème 3.2. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions de classe C1 sur un
intervalle I de R, on suppose que

(1)
∑

n∈N fn converge sur I, vers une fonction S,

(2) et que
∑

n∈N ∥f ′n∥ <∞ où ∥f ′n∥ = supx∈I |f ′n(x)|.
Alors la somme S =

∑
n∈N fn est de classe C1 sur I et S′ =

∑
n∈N f

′
n,

i.e. :
d
∑

n fn
dx

=
∑
n

dfn
dx

.

On a donc une formule de dérivation terme à terme des dérivées.
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4. Intégrales à paramètres

4.1. Continuité sous le signe intégrale.

Théorème 4.1. Soient I et J deux intervalles de R. Soit f définie sur I×J
à valeurs dans R ou C,

f :

{
I × J → R ou C
(x, t) 7→ f(x, t)

telle que
— pour tout x ∈ I, la fonction t→ f(x, t) est continue sur J ,
— il existe une fonction φ définie et intégrable sur I, telle que pour tout

t ∈ J et tout x ∈ J , on a |f(x, t)| ⩽ φ(x).
Alors la fonction F : t→

∫
I f(x, t)dx est définie et continue sur J .

4.2. Dérivabilité sous le signe intégrale.

Théorème 4.2. On reprend les notations du théorème précédent. Si
— pour tout x ∈ I, la fonction t→ f(x, t) est dérivable sur J ,
— pour tout t ∈ J , la fonction x→ f(x, t) est intégrable sur I,
— il existe une fonction φ définie et intégrable sur I, telle que pour tout

t ∈ J et tout x ∈ J , on a |∂f∂t (x, t)| ⩽ φ(x).
Alors la fonction F : t→

∫
I f(x, t)dx est dérivable sur J et

F ′(t) =

∫
I

∂f

∂t
(x, t)dx.

Remarque 4.3. La remarque du début de cette section est toujours valable,
pour x. Mais pour le paramètre t, il faut bien garder l’hypothèse ”pour tout
t” dans ces deux derniers théorèmes.

Si les limites d’intégration ne sont pas fixes mais elles dépendent aussi de
t on obtient le résultat suivant.

Théorème 4.4. Soit f une fonction continue de R2 dans R et possédant une
dérivée partielle continue sur R par rapport à la première variable. Soient a
et b deux fonctions dérivables de R dans R, si F est l’intégrale paramétrique
définie par :

F (t) =

∫ b(t)

a(t)
f(t, x)dx

on montre que F est dérivable sur tout R et que

F ′(t) = f(t, b(t))b′(t)− f(t, a(t))a′(t) +

∫ b(t)

a(t)

∂

∂t
f(t, x)dx

Exercice 4.5. Soient f : [0, 1]×(0,∞) 7→ R, f(x, y) =
x

y2
e
−
(

x
y

)2

et l’intégrale

à paramètre

F (y) =

∫ 1

0
f(x, y)dx.
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a) Calculer lim
y 7→0

∫ 1

0
f(x, y)dx

b) Calculer

∫ 1

0
lim
y 7→0

f(x, y)dx

Commenter le résultat.

Exercice 4.6. Soient f(x, y) =

{
ln

√
x2 + y2, (x, y) ∈ [0, 1]× (0,∞)
lnx, (x, y) ∈ [0, 1]× {0} et

l’intégrale à paramètre

F (y) =


∫ 1

0
f(x, y)dx, y > 0

−1, y = 0
.

a) Montrer que F est continue.lim
y 7→0

∫ 1

0
f(x, y)dx

b) Calculer F ′(0).

c) Calculer

∫ 1

0

∂f

∂y
(x, y)dx

Commenter le résultat.

Exercice 4.7. Soit F (t) =

∫ t

0

ln(1 + tx)

1 + x2
dx, t > 0. Calculer F ′(t).

Deuxième partie 2. Intégrales multiples I

Nous nous intéressons dans cette partie à l’extension de la notion d’intégrale.
Plutôt qu’un intervalle [a; b], nous considérons un domaine bidimensionnelQ,
appelé la région (ou domaine) d’intégration. L’intégrande est un champ sca-
laire f défini et borné sur Q. L’intégrale qui en résulte est appelée intégrale
double et on la note ∫∫

Q
f(x, y)dxdy.

5. Intégrabilité des fonctions continues

Dans le cas des fonctions continues sur un rectangle, on a le droit d’échanger
l’ordre des deux intégrations : c’est le théorème de Fubini.

Théorème 5.1. Soit f une fonction continue sur un rectangle Q = [a; b]×
[c; d], alors f est intégrable sur Q. De plus, on a∫∫

Q
f(x, y)dxdy =

∫ b

a
(

∫ d

c
f(x, y)dy)dx =

∫ d

c
(

∫ b

a
f(x, y)dx)dy.

Exercice 5.2. Montrer que, si Q = [−1; 1]× [0; 2π], alors,∫∫
Q
(x sin y − yex)dxdy = 2(

1

e
− e)π2.
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Exercice 5.3. Montrer que, si Q = [−1; 1]× [0; 2], alors nous avons∫∫
Q
f(x, y)dxdy =

4

3
+
π

2
,

avec f(x, y) =
√
|y − x2|.

Remarque 5.4. Si f n’est pas continue sur Q, ni même bornée sur Q, on

peut avoir
∫ d
c

( ∫ b
a f(x, y)dx

)
dy ̸=

∫ b
a

( ∫ d
c f(x, y)dy

)
dx.

Remarque 5.5. Soit Q = [0, 1] × [0, 1], et f(x, y) = x2−y2
(x2+y2)2

. On a f non

bornée au voisinage de (0, 0), car f(x, 0) = 1/x2 → +∞ lorsque x → 0.
Donc f n’est pas continue sur Q, et le théorème de Fubini n’est pas vérifié.

En effet :
∫ 1
0

( ∫ 1
0 f(x, y)dx

)
dy = −π/4 et

∫ 1
0

( ∫ 1
0 f(x, y)dy

)
dx = π/4.

6. Intégrales doubles étendues à des régions plus générales

Nous supposons maintenant que l’on veut intégrer une fonction f conti-
nue sur une région d’intégration S définie par

S = {(x, y)/ a ⩽ x ⩽ b, φ1(x) ⩽ y ⩽ φ2(x)} ,

où φ1 et φ2 sont des fonctions continues sur un intervalle fermé [a; b] sa-
tisfaisant φ1 ⩽ φ2.

Figure 1 – Dans cet exemple de région, pour chaque point
x ∈ [a; b], la ligne verticale d’abscisse x intersecte S en un
segment joignant la courbe y = φ1(x) à y = φ2(x). Une telle
région est bornée puisque φ1 et φ2 sont continues et ainsi
bornées sur [a; b].

Comme φ1 et φ2 sont continues, S est une région bornée.
Enfermons S dans un rectangle Q. Par exemple, en prenant c un minorant

de φ1 et d un majorant de φ2, alors S ⊂ Q = [a, b]× [c, d].

Définissons f̃ sur Q comme : f̃ = f sur S, f̃ = 0 sur Q privé de S.
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Supposons que la fonction f est intégrable sur S, alors f̃ l’est également
sur Q, et l’on a ∫∫

Q
f̃(x, y)dxdy =

∫∫
S
f(x, y)dxdy.

Pour tout x ∈ [a, b], l’application partielle y 7→ f̃(x, y) est intégrable sur
[c, d] d’après les hypothèses faites sur f et l’on a :∫ d

c
f̃(x, y)dy =

∫ φ2(x)

φ1(x)
f(x, y)dy,

puisque f̃ est nulle sur les intevalles [c, φ1(x)[, ]φ2(x), d]. On peut donc cal-

culer l’intégrale de f̃ sur [c, d] :∫∫
Q
f̃(x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c
f̃(x, y)dy

)
dx.

On obtient alors∫∫
S
f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫ φ2(x)

φ1(x)
f(x, y)dy

)
dx.

On a alors démontré le théorème suivant :

Théorème 6.1. Soit S une région, définie par

S = {(x, y)/ a ⩽ x ⩽ b, φ1(x) ⩽ y ⩽ φ2(x)} ,
située entre les graphes de φ1 et φ2 deux fonctions continues. Supposons

que f est définie et continue sur S. Alors, l’intégrale double

∫∫
S
f(x, y)dxdy

existe et peut être évaluée par∫∫
S
f(x, y)dxdy =

∫ b

a

[∫ φ2(x)

φ1(x)
f(x, y)dy

]
dx.

Un résultat analogue peut être obtenu pour les régions de type :

T = {(x, y)/ c ⩽ y ⩽ d, ψ1(y) ⩽ x ⩽ ψ2(y)} ,
où ψ1 et ψ2 sont continues sur un intervalle [c; d] avec ψ1 ⩽ ψ2. Dans ce cas,
les lignes horizontales intersectent T en segments, et l’on a :∫∫

S
f(x, y)dxdy =

∫ d

c

[∫ ψ2(y)

ψ1(y)
f(x, y)dx

]
dy.

Si nous avons une région qui est à la fois de type S et T , nous pouvons
écrire ∫ b

a

[∫ φ2(x)

φ1(x)
f(x, y)dy

]
dx =

∫ d

c

[∫ ψ2(x)

ψ1(x)
f(x, y)dx

]
dy.

On voit donc, qu’avant d’intégrer, il est bénéfique d’analyser le domaine
sur lequel on intègre.
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Exercice 6.2. Calculer l’intégrale double

I =

∫∫
S
(x2 − y2)dxdy,

S étant le disque elliptique

x2

a2
+
y2

b2
− 1 ⩽ 0.

Exercice 6.3. Calculer l’intégrale double : I =
∫∫
D ydxdy, avecD = {(x, y) ∈

R2; x2

a2
+ y2

b2
⩽ r2; y > c; a > 0, b > 0, r > 0, c ∈ R}.

Exercice 6.4. Calculer l’intégrale double

l =

∫∫
D

2y

(1 + x2 + y2)2
dxdy,

avec D = {(x, y) ∈ R2; 0 ⩽ x ⩽ y ⩽ 1}.

7. Interprétation géométrique des intégrales doubles

Soit f : U ⊂ R2 7→ R, une fonction continue sur une partie U délimitée
par une courbe C. Le graphe de f est alors une surface S de R3. Soit V le
volume délimité par S, U , et les parallèles à l’axe (0, z) menées par C, alors
V =

∫∫
S fdS =

∫∫
U f(x, y)dxdy.

Figure 2 – Interprétation géométrique de
∫∫
Q f(x, y)dxdy

avec Q un rectangle.

Exercice 7.1. Calculer le volume V du solide défini par l’ellipsöıde d’équation

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

et montrer que V =
4

3
πabc.
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