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Premiere partie 1. Intégrales sur R

On veut définir une notion d’intégrale pour les fonctions continues par
morceaux pour les intervalles compacts du type [a,b] avec 'intuition que
cela correspond a l'aire sous la courbe si la fonction est positive. Pour cela,
on approche une telle fonction par des fonctions f,, en escalier (c’est-a-dire
constantes par morceaux) et on calcule aisément I’aire sous la courbe pour de
telles fonctions en escalier, c’est simplement une somme d’aires de rectangles
notée S,. C’est un théoreme que cette suite de somme d’aires converge
lorsque la suite de fonctions converge (uniformément) vers notre fonction
cela permet de définir 'intégrale de f comme la limite des S, :

/bf(x)da: = lim S,.

n—-+o0o
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On donne ici quelques rappels en vrac, qui peuvent parfois vous étre utiles.

Dans les hypotheses des théoremes de cette section, on peut remplacer
I’expression ”pour tout z” par ”pour presque tout z”. Pour ” presque tout z”
signifie ici pour tout x sauf éventuellement en un nombre fini ou dénombrable
de points.

1. INTERVERSION LIMITE-INTEGRALE

1.1. Théoréme de convergence monotone. Les deux résultats suivants
s’appliquent aux cas de fonctions positives et intégrables.

Théoréme 1.1. Soit (f,)nen une suite de fonctions continues par mor-
ceaur, positives, intégrables sur I un intervalle de R, telles que f =
lim,, f,, est une fonction continue par morceaux sur 1. Alors

/If(a:)dac :/Ihﬁnf"(m)dx:hﬁn/lfn(ﬂ?)d%

cette derniére égalité pouvant étre égale a +00.

Théoréme 1.2. Soit (f,)nen une suite de fonctions continues par mor-
ceaux, positives, intégrables sur I un intervalle de R. Alors

/ ?:Ofn(w)dx - ffo | utayaa,

et cette intégrale peut éventuellement étre égale a +oo.
1.2. Théoréme de convergence dominée.

Théoréme 1.3. Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur I un in-
tervalle de R, continues par morceauz, intégrables sur I telles que

(1) fn converge vers une fonction f continue par morceauz sur I :limy, oo frn(x) =
f(z), Yz e I.

(2) 1l existe une fonction g définie sur I, continue par morceauz et intégrable
sur I telle que

VneNVzel, |fu(z)<g(x).
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Alors f est intégrable sur I et

lim [ fu(z)dz = / lim f,(x)dz = /f(x)d:r
Théoréme 1.4. Soit (fp)nen une suite de fonctions définies sur I un in-
tervalle de R, continues par morceaux, et intégrables sur I telles que
> onen J7 1 fn(@)|de < oo, alors la série Y, . fn converge vers une fonction
f intégrable et on a :

Z fn(x) = f(x), pour presque tout x € I

neN
! /I%fn(x)daz: /If(a:)dx:%/lfn(x)dx.

2. INTERVERSION SERIE-LIMITE

Théoreme 2.1. Si ) f, est une série de fonctions définies sur I, un
intervalle de R et telle que Y, || fall < 00, 0t || full = sup,er |fu(2)|, et si
chaque fonction f, admet une limite en a, a étant un point sur la frontiére
de I, alors on a la formule de sommation terme a terme des limites :

lim »  fu(@) =) lim fu().

3. INTERVERSION DERIVATION-LIMITE

Théoréme 3.1. Soit (f,)nen une suite de fonctions de classe C' sur un
intervalle I de R. On suppose que

(1) fn converge vers f, ot f est une fonction définie sur I,
(2) et qu’il existe une fonction g définie sur I telle que lim, .~ || f, — gl =
0, ot [|fy, = gll = suppe | fr(z) — g(@)].
Alors f est de classe C* sur I et f' =g, i.e. :
dlim, f, _ lim%.
dx n dx

Théoréme 3.2. Soit (f,)nen une suite de fonctions de classe C' sur un
intervalle I de R, on suppose que

(1) > ,en fn converge sur I, vers une fonction S,

(2) et que 3 oy [l < oo ot [fill = supser [ fn(2)].
Alors la somme S = Y, .y [n est de classe Ct sur I et S" = >, .y [h,

1.e.
A%, o _ i

dx ~ dz’

On a donc une formule de dérivation terme a terme des dérivées.
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4. INTEGRALES A PARAMETRES
4.1. Continuité sous le signe intégrale.

Théoréme 4.1. Soient I et J deux intervalles de R. Soit [ définie sur I x J
a valeurs dans R ou C,

'y { IxJ—Rou C
(@,t) = f(z,1)
telle que
— pour tout x € I, la fonction t — f(x,t) est continue sur J,
— il existe une fonction @ définie et intégrable sur I, telle que pour tout
teJettoutxz e, onalf(x,t) <px).
Alors la fonction F : t — fI f(x,t)dz est définie et continue sur J.

4.2. Dérivabilité sous le signe intégrale.

Théoreme 4.2. On reprend les notations du théoréme précédent. Si
— pour tout x € I, la fonction t — f(x,t) est dérivable sur J,
— pour tout t € J, la fonction x — f(x,t) est intégrable sur I,
— il existe une fonction @ définie et intégrable sur I, telle que pour tout
teJettoutxeJ, ona |%(m,t)| < p(x).
Alors la fonction F :t — [, f(x,t)dx est dérivable sur J et

F(t) = /1 %(:ﬁ,t)d:&

Remarque 4.3. La remarque du début de cette section est toujours valable,
pour x. Mais pour le paramétre t, il faut bien garder [’hypothése "pour tout
t” dans ces deux derniers théorémes.

Si les limites d’intégration ne sont pas fixes mais elles dépendent aussi de
t on obtient le résultat suivant.

Théoréme 4.4. Soit f une fonction continue de R? dans R et possédant une
dérivée partielle continue sur R par rapport a la premiére variable. Soient a
et b deux fonctions dérivables de R dans R, si F' est l'intégrale paramétrique
définie par :

b(t)
F(t)= /(t) f(t,x)dx

on montre que F' est dérivable sur tout R et que

b(t) 9

P = SO0 ~ @)+ [ st

2
Exercice 4.5. Soient f : [0,1]x(0,00) — R, f(z,y) = %e_(5> et 'intégrale
Y

a parametre

Fly) = /O f(x,y)de.
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1

a) Calculer lim [ f(z,y)dz

1
b) Calculer/ lim f(x,y)dx
0 y—0

Commenter le résultat.

/22 1 2
Exercice 4.6. Soient f(x,y) = { In lflm+y ’ (?’xylfe[o[bl]lfio{’oof) et

lintégrale a parametre

1
~1, =0

1
a) Montrer que F' est continue.lim [ f(z,y)dx

b) Calculer F’(0).
1

c) Calculer/ g‘g};(x,y)da:

Commenter le résultat.

“In(1+¢
Exercice 4.7. Soit F(t) = / de, t > 0. Calculer F'(t).

0 1 -+ ZE2
Deuxieme partie 2. Intégrales multiples I

Nous nous intéressons dans cette partie a ’extension de la notion d’intégrale.
Plut6t qu’un intervalle [a; b], nous considérons un domaine bidimensionnel @),
appelé la région (ou domaine) d’intégration. L’intégrande est un champ sca-
laire f défini et borné sur ). L’intégrale qui en résulte est appelée intégrale

double et on la note
// f(z,y)dzdy.
Q

5. INTEGRABILITE DES FONCTIONS CONTINUES

Dans le cas des fonctions continues sur un rectangle, on a le droit d’échanger
l’ordre des deux intégrations : c’est le théoréme de Fubini.

Théoréme 5.1. Soit f une fonction continue sur un rectangle Q = [a; b] X
[c;d], alors f est intégrable sur Q. De plus, on a

//Q f(z,y)dzdy = /ab(/cd f(z,y)dy)dx = /Cd(/ab F(z,y)dz)dy.

Exercice 5.2. Montrer que, si Q = [—1;1] x [0; 27], alors,

1
// (zsiny — ye®)dzdy = 2(~ — e)n°.
Q €
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Exercice 5.3. Montrer que, si Q = [—1;1] x [0;2], alors nous avons

//fxydxdy—s

avec f(z,y) = /|y — 2?|.
Remarque 5.4. Si f n’est pas continue sur (), ni méme bornée sur @), on

peut avoir fcd (f:f(x,y)dx> dy # f; (fcd f(z, y)dy) dx.

w\>\

Remarque 5.5. Soit Q = [0,1] x [0,1], et f(z,y) = (2+7) On a f non

bornée au voisinage de (0,0), car f(x,0) = 1/2% — +oo lorsque z — 0.
Donc f n’est pas continue sur @), et le théoréeme de Fubini n’est pas vérifié.

En effet : fol (fo (z,9) d:l:)dy— —m/4 et fo (fo (z,9) dy)das—ﬂ'/él

6. INTEGRALES DOUBLES ETENDUES A DES REGIONS PLUS GENERALES

Nous supposons maintenant que 1’on veut intégrer une fonction f conti-
nue sur une région d’intégration S définie par

S={(z,y)/ a<r<b ¢i(z) <y<p2Az)},

ol 1 et ¢y sont des fonctions continues sur un intervalle fermé [a; ] sa-
tisfaisant 1 < pa.

a X b X

FIGURE 1 — Dans cet exemple de région, pour chaque point
x € [a;b], la ligne verticale d’abscisse x intersecte S en un
segment joignant la courbe y = p1(z) a y = pa(x). Une telle
région est bornée puisque 1 et @9 sont continues et ainsi
bornées sur [a; b].

Comme ¢ et 9 sont continues, S est une région bornée.

Enfermons S dans un rectangle Q. Par exemple, en prenant ¢ un minorant
de ¢ et d un majorant de @9, alors S C Q = [a,b] X [c, d].

Définissons fsur @ comme : f: fsur S, f: 0 sur @ privé de S.
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Supposons que la fonction f est intégrable sur S, alors fl’est également

sur (), et 'on a
//Q T, y)dwdy = //S f(, y)dady.

Pour tout x € [a, b], 'application partielle y — f(z,y) est intégrable sur
[c,d] d’apres les hypotheses faites sur f et 1'on a :

d _ p2(x)
/ f(x,y)dyz/ [z, y)dy,
c v1(z)

puisque fest nulle sur les intevalles [c, ¢1(z)[, J¢2(x), d]. On peut donc cal-
culer lintégrale de f sur [e,d] :

J] Tz = | ([ Fea)a

On obtient alors

J[ ey = [ / 90(()) £, y)dy ) .

On a alors démontré le théoreme suivant :
Théoréme 6.1. Soit S une région, définie par
S={(z,y)) a<z<b, ¢i(r) <y<paAz)},
située entre les graphes de @1 et po deux fonctions continues. Supposons
que f est définie et continue sur S. Alors, l'intégrale double /Sf(:c, y)dzdy

existe et peut étre évaluce par

fapdzdy = [ |77 sy de.
/. L.

Un résultat analogue peut étre obtenu pour les régions de type :

T={(z,y)) c<y<d, ¥1(y) <z <y},

ou ¥ et Y9 sont continues sur un intervalle [¢; d] avec ¥1 < 1. Dans ce cas,
les lignes horizontales intersectent T' en segments, et I'on a :

f(z,y)dedy = ’ wZ(y)f(:vvy)dw dy.
Il L

Si nous avons une région qui est a la fois de type S et T', nous pouvons

écrire
b p2() d Pa()
/ / f(z,y)dy dw:/ / f(z,y)dz | dy.
a »1() c P1(x)

On voit donc, qu’avant d’intégrer, il est bénéfique d’analyser le domaine
sur lequel on integre.
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Exercice 6.2. Calculer I'intégrale double

I= //S(ﬂc2 — y*)dxdy,

S étant le disque elliptique
22 2
St
a b
Exercice 6.3. Calculer l'intégrale double : I = [[, ydady, avec D = {(z,y) €

2 2
R% &4+ <ry>c¢a>0b>0r>0.ceR}

—-1<0.

Exercice 6.4. Calculer 'intégrale double

2y
=[] —=20  _dzdy,
Jy e
avec D = {(z,y) €R* 0<z <y <1}

7. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES INTEGRALES DOUBLES

Soit f : U C R? — R, une fonction continue sur une partie U délimitée
par une courbe C. Le graphe de f est alors une surface S de R3. Soit V le
volume délimité par S, U, et les paralleles a 1’axe (0, z) menées par C, alors

V = [[g fdsS = [, f(x,y)dxdy.

z=itx,y)

FIGURE 2 — Interprétation géométrique de lfQ fx,y)dxdy
avec () un rectangle.

Exercice 7.1. Calculer le volume V' du solide défini par I'ellipsoide d’équation
2 2 2
x Y z
s tpta-l

4
et montrer que V = gwabc.
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