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Chapitre 1 Différentiabilité

Différentiabilité

Comment généraliser la notion de dérivée d'une fonction réelle a
valeurs réelle a un champ de vecteurs

f:UCR"=R"?
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Chapitre 1 Différentiabilité

Différentiabilité

Comment généraliser la notion de dérivée d'une fonction réelle a
valeurs réelle a un champ de vecteurs

f:UCR"=R"?

C’est la notion de différentiabilité!
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Chapitre 1 Différentiabilité

Différentiabilité

Définition

Soit f une fonction définie sur U un ouvert de R” et a valeurs dans
R™ (n,m € N). La fonction f est différentiable en a € U s'il existe
une application linéaire L de R” dans R™ telle que

f(a+h) =f(a)+L(h)+o(]|All) (1)
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Différentiabilité

Définition

Soit f une fonction définie sur U un ouvert de R” et a valeurs dans
R™ (n,m € N). La fonction f est différentiable en a € U s'il existe
une application linéaire L de R” dans R™ telle que

f(a+h) =f(a)+L(h)+o(]|All) (1)

> o(||h]|) = o(h) = ||h|le(h) avec limp_0,, €(h) = Ogm
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Différentiabilité

Définition

Soit f une fonction définie sur U un ouvert de R” et a valeurs dans
R™ (n,m € N). La fonction f est différentiable en a € U s'il existe
une application linéaire L de R” dans R™ telle que

f(a+h) =f(a)+L(h)+o(]|All) (1)

> o(||h]|) = o(h) = ||h|le(h) avec limp_0,, €(h) = Ogm
> L’'application L est alors unique, on I'appelle la différentielle
de f en a et on la note Df(a) ou df(a). Ce développement

s'écrit alors

f(a+h)=f(a)+ Df(a)(h)+o(]|h])
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Différentiabilité

Un champ vectoriel différentiable en a est nécessairement continue
en ce point.
Un champ vectoriel f = (f1,...,fn)

¥x € R, f(x) = (A(X), ..., fin(x))

est différentiable si et seulement si ses composantes f;,i=1,....m
sont des champs scalaires différentiables.
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Chapitre 1 Différentiabilité

Retour a la dimension 1

Sif: I cR—=Ralors
f est dérivable en x <= f est différentiable en x

La différentielle est
Df(x): h— f'(x)h
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Chapitre 1 Différentiabilité

Retour a la dimension 1

Sif: I cR—=Ralors
f est dérivable en x <= f est différentiable en x

La différentielle est
Df(x): h— f'(x)h

Autrement dit, la différentielle est la multiplication par la dérivée.
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Chapitre 1 Différentiabilité

Ce qu'il faut retenir

la différentiabilité en a d'une fonction f de R” dans R™ s'écrit :

f(a+h) =f(a)+ Df(a)(h)+o(h), Yhe UCR"  (2)
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Ce qu'il faut retenir

la différentiabilité en a d'une fonction f de R” dans R™ s'écrit :

f(a+h) =f(a)+ Df(a)(h)+o(h), Yhe UCR"  (2)

» L'équation (2) est appelée formule de Taylor du premier
ordre pour f au point a.
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ordre pour f au point a.
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approximation linéaire de f(a+-) —f(a),
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Ce qu'il faut retenir

la différentiabilité en a d'une fonction f de R” dans R™ s'écrit :

f(a+h) =f(a)+ Df(a)(h)+o(h), Yhe UCR"  (2)

» L'équation (2) est appelée formule de Taylor du premier
ordre pour f au point a.

» Df(a) est une application linéaire de R"” dans R™. C'est une
approximation linéaire de f(a+-) —f(a),

» Df(a)(h) est un vecteur de R".

> et o(h) est un reste qui tend vers 0 plus vite que ||h|| — 0 (i.e.
k= 0si [|n|| - 0).
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Chapitre 1 Différentiabilité

Premieres propriétés

Linéarité : Si f et g sont différentiables en a, et si le scalaire A est
constant, alors f+g, et Af sont différentiables en a et on a :

D(f+g)(a) = Df(a) + Dg(a), D(Af)(a)=ADf(a).
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Premieres propriétés

Linéarité : Si f et g sont différentiables en a, et si le scalaire A est
constant, alors f+g, et Af sont différentiables en a et on a :

D(f+g)(a) = Df(a) + Dg(a), D(Af)(a)=ADf(a).

Différentielle d’'une constante : Une application
f: UCR"™ — R™ constante est différentiable sur U, et pour tout
xe U, ona:

Df(x)=0 : VheR", Df(x)(h)=0.
Ml
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Premieres propriétés

Linéarité : Si f et g sont différentiables en a, et si le scalaire A est
constant, alors f+g, et Af sont différentiables en a et on a :

D(f+g)(a) = Df(a) + Dg(a), D(Af)(a)=ADf(a).

Différentielle d’'une constante : Une application
f: UCR"™ — R™ constante est différentiable sur U, et pour tout
xe U, ona:

Df(x)=0 : VheR", Df(x)(h)=0.

Ml
Différentielle d’une application linéaire : Soit ¢ une application
linéaire de R" dans R™, alors ¢ est différentiable sur U, et pour
tout x ¢ R”, on a :

Do(x)=¢ : VheR" Df(x)(h)=¢(h).
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Chapitre 1 Différentiabilité

Exemples

» La fonction Identité /d : R" — R", Id(x) = x, est une
application linéaire. Sa différentielle est donc elle-méme,
c'est-a-dire la fonction Identité : Dld(x) = Id, Vx € R".
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Exemples

» La fonction Identité /d : R" — R", Id(x) = x, est une
application linéaire. Sa différentielle est donc elle-méme,
c'est-a-dire la fonction Identité : Dld(x) = Id, Vx € R".

> Soit f: .#,(R) — #,(R) définie par f(M) = M?. Alors f est
différentiable en tout M € .Z,(R) et

Df(M)H = MH + HM

a3
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Exemples

» La fonction Identité /d : R" — R", Id(x) = x, est une
application linéaire. Sa différentielle est donc elle-méme,
c'est-a-dire la fonction Identité : Dld(x) = Id, Vx € R".

> Soit f: .#,(R) — #,(R) définie par f(M) = M?. Alors f est
différentiable en tout M € .Z,(R) et

Df(M)H = MH + HM

A3
> Soit f: R" — R définie par f(x) = ||x||?. Alors f est
différentiable en tout x € R" et

Df (x)(h) =2(x, h)
' Y1



Chapitre 1 Différentiabilité

Champs scalaires différentiables

Si f: UCR"™— R est un champ scalaire différentiable en x, alors

Df(x)(h) = Vf(x)-h= (Vf(x); h)

ou Vf(x) est un vecteur de R” appelé gradient de f.
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Chapitre 1 Différentiabilité

Dérivabilité des fonctions composées

Dans le cas dimension 1, on sait calculer la dérivée d'une fonction
composée ¢(t) = f(g(t)) par la formule

9'(t) = f'(g(t))g'(1).
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Dérivabilité des fonctions composées

Dans le cas dimension 1, on sait calculer la dérivée d'une fonction
composée ¢(t) = f(g(t)) par la formule

9'(t) = f'(g(t))g'(1).

Nous allons étendre cette formule lorsque

e f est remplacée par un champ vectoriel f: U C R" — R"™
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Dérivabilité des fonctions composées

Dans le cas dimension 1, on sait calculer la dérivée d'une fonction
composée ¢(t) = f(g(t)) par la formule

9'(t) = f'(g(t))g'(1).

Nous allons étendre cette formule lorsque

e f est remplacée par un champ vectoriel f: U C R" — R"™

e g est remplacée par un champ vectoriel g: V C RP — U C R".
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Différentiabilité des fonctions composées

Théoreme

Soient f: UCR" - R™ etg: V CRP — R" des champs de
vecteurs tels que la composition fog soit définie dans un voisinage
d’un point xg € V. Supposons que g soit différentiable en xg, de
différentielle Dg(xo). Supposons que f soit différentiable en

yo :=8(xo), de différentielle Df(yo).
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Différentiabilité des fonctions composées

Théoreme

Soient f: UCR" - R™ etg: V CRP — R" des champs de
vecteurs tels que la composition fog soit définie dans un voisinage
d’un point xg € V. Supposons que g soit différentiable en xg, de
différentielle Dg(xo). Supposons que f soit différentiable en

yo :=8(xo), de différentielle Df(yo).

Alors, fog est différentiable en xq, et la différentielle D(f og)(xo)
est donnée par

D(fog)(xo0) = Df(g(x0)) o Dg(xo)-
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Exemple

Soit g : R" — R définie par g(x) = || x||*. Alors f est différentiable
en tout x € R" et

Dg(x)(h) = 4|x[|*(x, h)

A5
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Chapitre 1 Différentiabilité

Dériver par rapport a un vecteur

On veut ramener la différentiabilité a des dérivations usuelles.
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Dériver par rapport a un vecteur

On veut ramener la différentiabilité a des dérivations usuelles.

Définition

Soit f: U C R” — R™ une fonction donnée. Soit a € U et soit v un
vecteur arbitraire dans R”. La dérivée de f en a par rapport au

vecteur v, ou la dérivée directionnelle en a dans la direction v,
notée d,f(a), est donée par

f(a+tv) —f(a)

Ar(a) = iy ==

(3)

lorsque la limite existe.
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Un exercice

Calculer dyf(a) si la fonction f est définie par
f(x) = |x|

pour tout x € R".
a6
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Chapitre 1 Différentiabilité

Lien entre dérivée directionnelle et différentielle

Si f est différentiable en a € R", alors, pour tout v € R", d,f(a)
existe et on a :

af(a) = Df(a)(v)
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Dérivées partielles

On munit R” de la base orthonormée (ey,...,e,). Soit
f:R” — R™ un champ vectoriel.
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Dérivées partielles

On munit R” de la base orthonormée (ey,...,e,). Soit
f:R” — R™ un champ vectoriel.

Définition

Dans la définition de dérivée selon un vecteur, si on prend v = e,
(le k-ieme vecteur unitaire des coordonnées), la dérivée
directionnelle de, f(a) est appelée la dérivée partielle de f par
rapport a e, et est également notée dif(a). Ainsi, nous notons

f(a) = 9o, f(a).
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Dérivées partielles

On munit R” de la base orthonormée (ey,...,e,). Soit
f:R” — R™ un champ vectoriel.

Définition

Dans la définition de dérivée selon un vecteur, si on prend v = e,
(le k-ieme vecteur unitaire des coordonnées), la dérivée
directionnelle de, f(a) est appelée la dérivée partielle de f par
rapport a e, et est également notée dif(a). Ainsi, nous notons

f(a) = 9o, f(a).

Remarque : On trouve aussi la notation g—xfk.
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Chapitre 1 Différentiabilité

Relation entre la différentielle et les dérivées partielles

Théoreme

Sif:UCR" — R™ est différentiable en a, alors pour tout
i€{l1,...,n}, dif(a) existe et on a la relation :

Df(a)(h) = Zhaf

ot h=(h1,...,h,) dans la base (e1,...,e,).
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Relation entre la différentielle et les dérivées partielles

Théoreme

Sif:UCR" — R™ est différentiable en a, alors pour tout
i€{l1,...,n}, dif(a) existe et on a la relation :

Df(a)(h) = Zhaf

ot h=(h1,...,h,) dans la base (e1,...,e,).

Attention : La réciproque est fausse!
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Fonctions continiiment différentiables

Si les différentielles partielles d;f existent et sont continues sur U,

alors I'application f : U C R" — R™ est différentiable sur U et on a

Df(a)(h) = Zhaf
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Fonctions continiiment différentiables

Théoreme

Si les différentielles partielles d;f existent et sont continues sur U,
alors I'application f : U C R" — R™ est différentiable sur U et on a

Df(a)(h) = Zhaf

Exemple £ : x> ||x||2 = x2 + -+ x2

a7

Définition

N
|
N
’

N
N

Une fonction f satisfaisant les hypotheses du théoreme précédent
est dite continiment différentiable sur U.
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Exemples

La fonction f(x,y) = e (x+y) alors

Df(x,y)(h,k) = (h(y(x+y)+1)+k(x(x+y)+1))e¥

a8
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Dérivées d'ordres supérieurs
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Dérivées d'ordres supérieurs

Pour les fonctions de deux variables, il y a quatre dérivées partielles
secondes que I'on écrit

2°f 0°f 0°f 0°f

A(AF) = 53 A%f) = 5750, a(hf) =5 5=, aa(%af) = 5.
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Dérivées d'ordres supérieurs

Pour les fonctions de deux variables, il y a quatre dérivées partielles
secondes que I'on écrit

9°f P 92f 92f
d(nf) = -

52 01(df) = Ixdy d(dif) = Jyax , Oo(daf) =

indra| B2 a O°f
En général, Ixay M est pas la méme chose que Jyox !
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Fonctions deux fois continliment différentiables

Théoreme

(Une condition suffisante pour |'égalité des dérivées partielles
mixtes). Supposons que f soit un champ scalaire tel que les
dérivées partielles o1f, dof, 01 of et da1f existent sur un ouvert
. Si (x0,y0) est un point de . ot d1>f et d»1f sont continues,
nous avons alors

d1,2f (x0,¥0) = d21f (X0, ¥0)-
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Fonctions deux fois continliment différentiables

Théoreme

(Une condition suffisante pour |'égalité des dérivées partielles
mixtes). Supposons que f soit un champ scalaire tel que les
dérivées partielles o1f, dof, 01 of et da1f existent sur un ouvert
. Si (x0,y0) est un point de . ot d1>f et d»1f sont continues,
nous avons alors

d1,2f (x0,¥0) = d21f (X0, ¥0)-

Définition

Soit f une fonction telle que ses dérivées partielles premieres et
secondes existent et sont continues sur un ouvert S de R”, alors f
est dite de classe 2 sur S ou encore deux fois continiiment
différentiable sur S.
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Hessienne, Formule de Taylor au second ordre

Définition
Soit f une fonction C? au voisinage de x € A C R”, a valeurs dans
R. On note H(x) ou D?f(x) la matrice hessienne de f en x € A,

i.e. H(x) = [0y (X)]1<ij<n-
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Hessienne, Formule de Taylor au second ordre

Définition

Soit f une fonction C? au voisinage de x € A C R”, a valeurs dans
R. On note H(x) ou D?f(x) la matrice hessienne de f en x € A,

i.e. H(x) = [0x xf(X)]1<ij<n- La formule de Taylor au second ordre
s'érit au point x :

Flcty) = Fx)+ V7 () -y + sy -y + ol Iy]1).
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Hessienne, Formule de Taylor au second ordre

Définition

Soit f une fonction C? au voisinage de x € A C R”, a valeurs dans
R. On note H(x) ou D?f(x) la matrice hessienne de f en x € A,

i.e. H(x) = [0x xf(X)]1<ij<n- La formule de Taylor au second ordre
s'érit au point x :

Flcty) = Fx)+ V7 () -y + sy -y + ol Iy]1).

Si f est C2 sur A, on en déduit que H(x) est symétrique.
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Hessienne, Formule de Taylor au second ordre

Définition

Soit f une fonction C? au voisinage de x € A C R”, a valeurs dans
R. On note H(x) ou D?f(x) la matrice hessienne de f en x € A,

i.e. H(x) = [0x xf(X)]1<ij<n- La formule de Taylor au second ordre
s'érit au point x :

1
F(x+y) = F(x)+ VF(x)-y + SHX)y -y + o[lyl)-
Si f est C2 sur A, on en déduit que H(x) est symétrique.
Si x est un point critique (c-a-d. Vf(x) =0) alors la formule de

Taylor s'écrit

Fx-ty) = £+ 5 HGy-y -+ o).
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Nature des points stationnaires

Le théoréme suivant relie la nature des points stationnaires et le
spectre de la matrice hessienne.
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Nature des points stationnaires

Le théoréme suivant relie la nature des points stationnaires et le
spectre de la matrice hessienne.

Théoreme

Soit f: C CR" — R et xp un point stationnaire de f. On
suppose que f est de classe C? au voisinage %(xo) de xq. Soit
H(xo) /a hessienne de f au point xq. Alors
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Nature des points stationnaires

Le théoréme suivant relie la nature des points stationnaires et le
spectre de la matrice hessienne.

Théoreme

Soit f: C CR" — R et xp un point stationnaire de f. On
suppose que f est de classe C? au voisinage %(xo) de xq. Soit
H(xo) /a hessienne de f au point xq. Alors

» Si toutes les valeurs propres de H(xg) sont positives
strictement, f a un minimum relatif en xg,
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» Si toutes les valeurs propres de H(xg) sont positives
strictement, f a un minimum relatif en xg,
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Chapitre 1 Différentiabilité

Nature des points stationnaires

Le théoréme suivant relie la nature des points stationnaires et le
spectre de la matrice hessienne.

Théoreme

Soit f: C CR" — R et xp un point stationnaire de f. On
suppose que f est de classe C? au voisinage %(xo) de xq. Soit
H(xo) /a hessienne de f au point xq. Alors

» Si toutes les valeurs propres de H(xg) sont positives
strictement, f a un minimum relatif en xg,

> Si toutes les valeurs propres de H(xo) sont négatives
strictement, f a un maximum relatif en X,

» Si H(xq) posséde au moins une valeur propre strictement
positive et une valeur propre strictement négative, alors xg est
un point-selle (ou point col) pour f.
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Chapitre 1 Différentiabilité

Exemple 1 : surface d'équation z = f(x,y) = x* 4 y? (paraboloide
de révolution). L'origine est un minimum global

A9
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Chapitre 1 Différentiabilité

Exemple 2 : surface d'équation z = f(x,y) = x> — y? (paraboloide
hyperbolique). Il y a un point-selle a I'origine.

10
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Chapitre 1 Différentiabilité

Exercice

Soit f : R? — R définie par f(x,y) = x* — x2y? 4+ y3 —18x2 + 3y2.
Trouver les extrema de f

[ Y8
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Chapitre 1 Différentiabilité

Opérateurs différentiels de la physique

(1) Si f: QCR" — R de classe €, on définit pour x € Q, le
vecteur

gradf(x) = Vf(x) = (g—g(x),,aa;(x)) eR” (4)

appelé le gradient de f.
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Chapitre 1 Différentiabilité

Opérateurs différentiels de la physique

(1) Si f: QCR" — R de classe €, on définit pour x € Q, le
vecteur

gradf(x) = Vf(x) = (%(x),,ii(x)) eR” (4)

appelé le gradient de f.
(2) Si f: QCR" — R de classe €2 on définit pour x € Q, le

scalaire
2

Af(x) = éjz—:i(x) eR (5)

appelé le laplacien de f.
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(3)Si F:QCR™ = R™ de classe ¢ et x € Q, avec
F(x) = (F1(x),...,Fm(x)), on définit le scalaire

div F(x Z 3:_ (6)

appelé la divergence de F. On peut écrire symboliquement,
divF(x) = V- F(x), ou - désigne le produit scalaire usuel de R™.
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(3)Si F:QCR™ = R™ de classe ¢ et x € Q, avec
F(x) = (F1(x),...,Fm(x)), on définit le scalaire

div F (x) = f;‘;; (x) (6)

appelé la divergence de F. On peut écrire symboliquement,
divF(x) = V- F(x), ou - désigne le produit scalaire usuel de R™.
(4) Si F:QCR"”— R™ de classe € et x € Q, avec

F(x) = (Fi(x),...,Fm(x)), on définit le vecteur

rotF(x) = ( (- 1)'ﬂ(§fj (0-52(9))  er™ (@

1<i<j<m

appelé le rotationel de F.
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(3)Si F:QCR™ = R™ de classe ¢ et x € Q, avec
F(x) = (F1(x),...,Fm(x)), on définit le scalaire

div F (x) = f;‘;; (x) (6)

appelé la divergence de F. On peut écrire symboliquement,
divF(x) = V- F(x), ou - désigne le produit scalaire usuel de R™.
(4) Si F:QCR"”— R™ de classe € et x € Q, avec

F(x) = (Fi(x),...,Fm(x)), on définit le vecteur

8F 8F m(m-1)
rotFx:( 1’+J< —Jx)> eR 2 7
0= (0¥ (G0-520)) (7)
appelé le rotationel de F.
Si N =2, alors
dF; dF
rot F(x) = axf a—le(x)eR (8)
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Chapitre 1 Différentiabilité

Si N =3, alors

rotF00 = (5200 5200, 5200 - 520,520 - ‘9“(()2 R
9

Dans ce cas, nous pouvons écrire symboliquement,
rot F(x) = VA F(x), ol A est le produit vectoriel dans R3.
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Chapitre 1 Différentiabilité

Les propriétés suivantes sont faciles a établir. Soit 2 C R".
(1) Soit f € €2(R), alors

divgrad f = Af. (10)
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Chapitre 1 Différentiabilité

Les propriétés suivantes sont faciles a établir. Soit 2 C R".
(1) Soit f € €2(R), alors

divgrad f = Af. (10)
(2) Soient f € €1(Q) et F € €1(Q,R3) alors

rotgradf = 0 (11)
gradrotF = 0 (12)
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Chapitre 1 Différentiabilité

Les propriétés suivantes sont faciles a établir. Soit 2 C R".
(1) Soit f € €2(R), alors

divgrad f = Af. (10)
(2) Soient f € €1(Q) et F € €1(Q,R3) alors

rotgradf = 0 (11)

gradrotF = 0 (12)
(3) Soient f € €1(Q) et g € €%(Q) alors

div(f gradg) = fAg +gradf - gradg. (13)
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(4) Soient f,g € €1(R) alors

grad(fg) = fgradg + g grad f. (14)
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(4) Soient f,g € €1(R) alors

grad(fg) = fgradg + g grad f. (14)

(5) Soient f € €1(Q) et F € €1(,RN) alors

div(fF) =fdivF + F - gradf. (15)
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(4) Soient f,g € €1(R) alors

grad(fg) = f gradg + g grad f. (14)

(5) Soient f € €1(Q) et F € €1(,RN) alors

div(fF) =fdivF + F - gradf. (15)

(6) Soit F € ¢2(Q,R3) alors
rotrot F = —AF + graddiv F, (16)

ol AF = (AFy, AR, AF3).
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(4) Soient f,g € €1(R) alors

grad(fg) = f gradg + g grad f. (14)

(5) Soient f € €1(Q) et F € €1(,RN) alors

div(fF) =fdivF + F - gradf. (15)

(6) Soit F € ¢2(Q,R3) alors
rotrot F = —AF + graddiv F, (16)

ol AF = (AFy,AF>, AF3).
(7) Soient f € €1(Q) et F € €*(Q,R3) alors

rot(fF) = gradf A F 4 frotF. (17)
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Chapitre 1 Différentiabilité

Exercice

Soient x = (x1,...,Xn), @a=(a1,...,an) et r tels que

(xi —ai)?

i
=

i=1

Soit f(r) = 1. Calculons F = gradf, Af et divF.
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Chapitre 1 Différentiabilité

Exercice

Soient x = (x1,...,Xn), @a=(a1,...,an) et r tels que

(xi —ai)?

i
=

i=1

Soit f(r) = 1. Calculons F = gradf, Af et divF.
A12
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Chapitre 1 Différentiabilité

Exercice

Soit le champs de vecteurs

F(x,y,z) = (x2—ey,sinz,y2+z)
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Chapitre 1 Différentiabilité

Exercice

Soit le champs de vecteurs
F(x,y,z) = (x*>—e”,sinz,y* + z)

On a Calculer div F.
YK
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Chapitre 1 Différentiabilité

Exercices

Soit R”, muni de son produit scalaire canonique (-|-) et de sa base
canonique (orthonormée) & = (e1,...,e,). Déterminer la
différentielle des champs scalaires suivants

(a) @(x) = (xo|x), le vecteur xq étant fixé (forme linéaire) ;

(b) h(x) = [|x||*.

(c) Fx) = IIx||*.
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(a) @ est linéaire
P(x+Ay) = (x0,x+Ay) = (x0,x) + A{x0,y) = ¢(x) + 2 ¢(y)

on a donc D¢(x) = ¢ pour tout x et d, ¢(x) = (xgly).
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(a) @ est linéaire
P(x+2Ay) = (x0,x+Ay) = (x0,x) + A (x0,y) = ¢(x) + 1 0(y)
on a donc D¢(x) = ¢ pour tout x et d, ¢(x) = (xgly).

(b) Attention h n'est pas linéaire (par exemple
h(2x) = [|2x||* = 4]|x||> = 4h(x)).
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(a) @ est linéaire
P(x+Ay) = (x0,x+Ay) = (x0,x) + A{x0,y) = ¢(x) + 2 ¢(y)

on a donc D¢(x) = ¢ pour tout x et d, ¢(x) = (xgly).
(b) Attention h n'est pas linéaire (par exemple

h(2x) = [[2x]12 = 4]x|[2 = 4h(x)).

On a

h(x+ a) — h(x)

I +all? = [Ix||?

((x+a|x+a) = (x|x+a) + (a|]x + a)) — || x||?
({xIx) + (x]a) + (alx) + (ala) — lIx||?

(1% +2{x|a) +[|all?) = [Ix]I?

= 2(x|a) +||a?

Comme a+— (x|a) est linéaire, D,h(x)dDh(x)(a) = 2(x|a).
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(c) La fonction f(x) = ||x||* s’écrit goh
h:R"—R" h(x) = ||x|?
et
g:R—=R,g(t)=1t2
h et g sont différentiable et on sait que
D(g o h)(x) = Dg(h(x)) o Dh(x)

On a déja calculer la différentielle de h, Dh(x)(a) = 2(x|a).
La différentielle de g est Dg(t)(s) = sg’(t)
Donc

dyf(x)=Df(x)(y) = [Dg(h(x))oDh(x)](y)
= Dg(h(x))(Dh(x)(y))
= Dh(x)(y) x g'(h(x)) = 2(x]y) x 2h(x)
= 4IxI*(xly)
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