Feuille 2 — Espaces de Lebesgue

Analyse. Master M1, Math. & Appli.— 2024/25

Exercice 1. Soit f(z) := min{1,1/|x|}. Montrer que f ¢ L'(R) mais que
f € L*R).
Exercice 2. Soient X = N et u la mesure de comptage sur N.

(1) Soit f définie sur X par f(n) :=1/n.

Montrer que f ¢ L'(X) mais que f € LP(X), 1 < p < <.

(2) Dans le cas ou X = R, considérons la fonction définie par :

0

Montrer alors que f ¢ L'(X), mais que f € LP(X), 1 < p < oo.

six <1

six>1

Exercice 3. Soient X = N et u la mesure sur N qui prend la valeur 1/n? au
point n.

(1) Montrer que p(X) < oo.

(2) Soit f définie sur X par f(n) := y/n. Montrer alors que

fel’! (X)<=1<p<2

(3) Pour un exemple similaire, considérez X =|0, 1] avec la mesure de Le-
besgue et f définie par f(z):=1/\/z.

Exercice 4. Soit (X, M, u) un espace mesuré. Supposons que p(X) < oo.
Soit f est une fonction mesurable sur X, et soit F, := {z € X (n—1) <

[f(2)] <nj.
(1) Montrer que

o0
feLY(X) <> nu(E,) < +o0
n=1
(2) Montrer, plus généralement, que
o0
fel’X) = an,u(En) <oo, 1<p<oo
n=1

Exercice 5. Soit (X, A, ) est un espace mesuré fini et f € LP(X). Montrer
alors que f € L"(X) pour 1 < r < p et que

1 llr < n(X)%(| f1lp
1

ou s :=

S
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Exercice 6. Soit X =]0, oo[, munit de la mesure de Lebesgue, et f la fonction
définie sur X par
f(x) =221 + |Inz]) ™!

Montrer que
fel’(X)<—=p=2

Exercice 7. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Soient pi,ps2 € [1, +00] avec
p1 < p2 et soit f une fonction mesurable sur X.

Montrer que que si f € LPL(X) N LP2(X), alors f € LP(X) pour toute valeur
de p telle que p1 < p < po.

Exercice 8. [«]|Si (X, A, i) est un espace mesuré et ( f,)nen+ une suite d’éléments
de LY(X). Soit f € L'(X) et supposons que f,, — f p.p.
Montrer alors que

Jim fI5ulh = 170 = 1o = Fla| = Jim |15l =191 16— ] =0

En déduire que si
[fnlly — [If]lx < o0

alors
[ fn = fll; — 0

Exercice 9. Soit (X, A, ) est un espace mesuré.
(1) Montrez que si f € L*°(X), alors |f| < ||f|leo Presque partout sur X.
(2) En déduire que si f € LP(X) et g € L>°(X) alors

fg € LP(X) et || fglly < I fllpllglloe
et
L¥(X) c LNX) <= p(X) <

(3) Montrer que pour tout f € LP(X)NL>®(X) et pour tout 1 < p < s < o0,
on a:

P 1-p
1A lls < 1A W fllos

Exercice 10. [x| On considere X = [0, 1], muni de la (restriction) de la mesure
de Lebesgue. On considére la suite des intervalles
[ k k+1

, },Oékén—l
n o n

2
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avec n € N. Autrement dit

[0,1],[0,1/2],1/2,1},[0,1/3],(1/3,2/3],[2/3,1],[0,1/4], . ..

Soit f,, la fonction caractéristique du n'°™¢ intervalle.

(1) Montrer que si n > m(n;+1 , alors f, est la fonction caractéristique de
I'intervalle dont la mesure est au plus 1/m.

(2) En déduire que (f,) converge vers 0 dans LP([0, 1]).

(3) Montrer finalement que (fy,) ne converge vers 0 en aucun point de [0, 1].

On a ici 'exemple d’une suite qui converge dans LP, mais qui ne converge
pas presque partout.

On pourra remarquer cependant qu’il est possible de choisir une sous-suite

de (fn) qui converge vers 0 .

Exercice 11. Soit (X, A, 1) est un espace mesuré. Soient (f,),cn Une suite
de fonctions de € LP(X), 1 < p < oo, et (3, définie pour tout E € A par

sue) = ([ fn!pdu>1/p

En déduire que si la suite (f,,) est de Cauchy dans LP(X) alors lim,,_,oc 5n(F)
existe pour tout F € A.

Montrez que

Exercice 12. Soit u un élément de L2([0,1],R). On définit T'(u) sur [0, 1]
par

T(u)(x):= /OI u(t)dt, x€]0,1]

(a) On note y la fonction caractéristique de [0, #]. Montrer que x, € L?([0, 1], R)

et caiculer sa norme.
(b) Montrer que |T'(u)(x)| < vz||ull2.
(¢) En déduire que I'application

T : L*([0,1],R) — L?([0,1],R)
ur— Tu

est continue. Donner une majoration de ||T]|.
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Exercice 13. Montrez que sil f est une fonction uniformément continue
sur R et f € L'(R), alors f est bornée et limy| o0 f(2) = 0.

Exercice 14. (1) Soit (X,.A, i) un espace mesuré, f € L' (X) et (fn),>1
une suite de fonctions positives de L'(X) convergeant presque partout vers 3",
et telle que limy, o0 [y frdp = [y fdpu.
Montrer que (f,,) converge vers f dans L'(X).

(2) Soit f, € L*(R) = L'(R,B(R), \) définie par f, = n1io0,1/n] — ML)—1/n0[-
Montrer que

(i) (fn),;>; converge p.p. vers 0 et que

(ii) limp o0 [ frndA = 0.
La suite (f,,),~; converge-t-elle vers 0 dans L'(R)?

Exercice 15. Soit p > 1 et (fn),>, une suite de fonctions de LP(X) qui
converge presque partout vers f € LP(X).

(1) Soit gn = 2°71(|ful” + |fI?) — |fn — f|P. Montrer que pour tout n >
0,9, > 0.

(2) Montrer que f, converge vers f dans LP(u) si et seulement si

T [ full s = 1711
(Indication : appliquer le lemme de Fatou a la fonction g,.)

Exercice 16. Soit (X, A, 1) un espace mesuré, (fy), cn une suite de fonc-
tions mesurables de X dans R et f une fonction mesurable de X dans R.

Montrer que ||f, — f|l, = 0, quand n — oo, si et seulement si il existe
A € A tel que pu(A) =0 et f,, — f uniformément sur X \ A, quand n — co.

Exercice 17. (1) Soit (fn),cn définie par f, := n_l/px[()m avec p €
[1,+o00[. Montrer que (f,) converge uniformément vers la fonction identique-
ment nulle mais non dans LP(R).

(2) Soit (fn),en définie par f, := nx(1/n2/n. Montrer que (f,) converge
ponctuellement vers la fonction identiquement nulle mais non dans LP(R), pour
p € [1,00].

(3) Montrer que les suites des questions (1) et (2) convergent en mesure vers
la fonction identiquement nulle.

(Une suite de fonctions mesurables (gy ), sur (X, 1) converge en mesure vers

g si pour tout € > 0, lim;,_yo0 p{z : |(gn(z) — g(z)| > €} = 0).
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(4) Montrer que la suite de fonctions (f,),cy définie par fi, = X[pnt1]
converge ponctuellement mais non en mesure vers la fonction identiquement
nulle.

Exercice 18. Soit (X, A, 1) un espace mesuré fini. Si f est une fonction
mesurable, on note
/]
T = d
(= [ e
Montrer que
(1) r(f) < oo.

(2) Si fn, — f dans L'(X) alors r (f,, — f) — 0.
(3) Une suite (f,) de fonctions mesurables converge vers f en mesure si et
seulement si 7 (f, — f) — 0.

Exercice 19. Soit (X, A, i) est un espace mesuré tel que pu(X) = 1.
Montre que si f € L*°(X) alors

I£llee = lim [/

Exercice 20. Soit (X, M, i) est un espace mesuré. On suppose qu’il existe
to > 0 tel que pour tout A € M on a pu(A) = 0 ou p(A) > po. Soient p,q €
[1,+00]. Si p < q alors pour toute fonction mesurable f sur X on a

1_1
1fllg < mg N fllp

et en particulier
LP(X) C LY(X)

Exercice 21. Soit f une fonction mesurable sur X a valeurs complexes,
44 une mesure positive sur X et

o(p) = /X FPdp=fI2 (0<p<oo)

soit E = {p: ¢(p) < co}. Supposons || f||s > 0.

(a) Soient r € E,s € E. Montrer que p € E, pour 7 < p < s.

(b) Montrer que log ¢ est convexe a U'intérieur de F et que ¢ est continue
sur F.
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(c) D’apres (a), E est connexe. E est-il nécessairement ouvert ? fermé? E
peut-il étre reduit a un point? E peut-il étre n’importe quel sous-ensemble
connexe de ]0, 00 ?

(d) Soient r < p < s, Montrer que || f|, < max (|| f]», || flls)- En déduire que
L (p)n L () € LP(p).

(e) En supposant || f||, < oo pour un r < oo, Montrer que || f|l, = | f]lc
quand p — oo.

Exercice 22. Soit f une fonction mesurable sur X a valeurs complexes
et p une mesure positive sur X telle que u(X) = 1.

(a) Montrer que ||f]|, < ||f]ls pour 0 <7 < s < 0.

(b) A quelles conditions peut-on avoir 0 < r < s < oo et ||f|l, = [|f]ls < o0?

(c) Montrer que L"(u) D L*(p) pour 0 < r < s. A quelles conditions ces
deux espaces coincident-ils ?

(d) En supposant || f||, < oo pour un r > 0, montrer que

i 1, = o { [ 10s1 100
;D—}O X

en posant exp(—oo) = 0.

Exercice 23. Soit 1 < p < oo, f € LP = LP(]0, +00]), relativement & la
mesure de Lebesgue, et

Fz) = i/omf(t)dt (0 < < o)

(a) Montrer 'inégalité de Hardy
p
1Flp < plepr

qui assure que 'application f — F envoie LP dans LP.
(b) Montrer qu’on a ’égalité seulement si f = 0 p.p.
p

(¢) Montrer qu’on ne peut pas remplacer ;-1 bar une constante plus petite.

(d) Pour f >0 et f € L', montrer que F' ¢ L.

Exercice 24. Soit (X, A, 1) un espace mesuré tel que pu(X) < oco.
(1) Soit (f,) une suite de fonctions mesurables sur X qui converge presque
partout vers une fonction f mesurable sur X.
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(a) Montrer que pour tout € > 0, il existe A € A tel que p(A) < € et tel que
fn converge uniformément vers f sur X \ A (Théoreme d’Egoroff).

(b) Donner un contre exemple lorsque pu(X) = oo.

(2) Soit p € [1,00]. Soit (f,) une suite bornée de fonctions de LP(X) qui
converge presque partout vers une fonction f mesurable sur X.

(a) On suppose p < 0.
(i) Montrer que f € LP(X).
(ii) Montrer que (fy,), converge vers f dans L"(X) pour tout r € [1, p|.
(b) On suppose p = .
(i)
(

i) Montrer que f € L>®(X).
ii) Montrer que (fy,), converge vers f dans L"(X) pour tout r € [1, c0].

Exercice 25. On considére l'espace X = [a,b] (a < b) muni de sa tribue
borélienne et de sa mesure de Lebesgue A.

Soit f € Lo(X).

(1) Soit € > 0. Montrer qu’il existe pp € N tel que pour tout p > pg on a

[fllp < (14 &)l flloo
(2) Montrer qu'il existe E C (a,b] avec A(E) > 0 tel que
< 1/p
> _z
11 = (1 lleo = 5 ) AE)

(3) Montrer qu’il existe p; € R tel que, pour tout p > p1,

£
(1100 = 5) AB)M* = [1flloc —
(4) En déduire que limy, o || fllp = || flloo-

Exercice 26. On considére X = [0, 1] muni de sa messure de Lebesgue dt.
Soit p € [1, o0].
(1) Soit ¢ : LP(]0,1]) — R lapplication définie par

pour tout f € LP([0,1]).
(1) Montrer que ¢ est une forme linéaire continue sur LP([0,1]) (on pourrait
utiliser I'inégalité de Holder).

1 Ve . p 1
(2) Montrer que |||l (0,1 = (m) , ol g est le conjugué de p (;+5 = 1).
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