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Dans tout le chapitre K= R ou C.

1. Espaces pré-hilbertiens

Définition 1.1. Un K-espace vectoriel E est un espace pré-hilbertien si’il existe une
application (-,-) : E x E — C qui vérifie :
() (-,-) est K-linéaire par rapport a la premiére variable : pour tout x,y,z € E et
pour tout A € K,
(x+ Xy, 2) = Mz, 2) + (y, 2),

(17) (-,-) est hermitienne : pour tout x,y € E

(z,y) = (y,z);
(i) (-,-) est définie positive : pour tout x € E,
(x,x) 20 et (r,z) =0=2=0.

On dira alors que (-, ) est un produit hermitien.

Remarque 1.2. (1) Une application (-,-) vérifiant (i) et (ii) est dite sesquilinéaire.
(2) Si K =C, la propriété (ii) est équivalente a Vz,y,z € E, VA € C, (x,y + \z) =
(z,y) + Mz, 2), on dira alors que (-,-) est C-antilinéaire.
Si K =R, les propriétés (i) et (ii) veulent dire tout simplement que (-, -) est bilinéaire
symétrique.
(3) Le fait que (z,z) € R découle aussi de la propriété (i7).

Proposition 1.3. Inégalité de Cauchy-Schwarz Soit (,) un produit hermitien sur E.
Alors, pour tous x,y € B

(@, )| < V{z,2)V/ (Y, )

avec égalité si et seulement si la famille {x,y} est liée.
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Démonstration. Nous montrons la proposition pour K = C.
Pour z,y € E non nuls et and s € Ron a

0 < |lu+ sv||* = ||ul|® + 25 Re(u, v) + s*||v||?

Il s’agit d’un trind6me en s qui ne change pas de signe. Son discriminant est donc négatif,
ce qui donne

Rz, y)| < [yl (1)

ce qui correspond & ce que nous voulons, sauf qu’il ne s’agit que de la partie réelle.
Cependant, nous savons que, pour certains £ € C avec |£| = 1, Rz, y) = R ({(z,y)) =
|{(x,y)| et en appliquant (1) avec z remplacé par {&x on obtient l'inégalité demandée.
Le cas d’égalité correspond au cas ot le discriminant du trinéme du second degré est
nul, ce qui correspond a l’existence d’une racine réelle. En particulier, avec les notations
précédentes, il existe tg € R tel que &x + toy = 0, ce qui donne x = —to& ty.

U
Corollaire 1.4. §i E est un espace pré-hilbertien, alors
1
]| = (z,z)>
est une norme sur E.
Démonstration. 11 est immédiat que || Az|| = |A|||x] quels que soient A € K et x € E, et

que ||z|| = 0 si et seulement si x = 0. L’inégalité triangulaire découle de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz :

lz +yll* = (@ +y,2 +y) = l|2[I* + [y|* + 2Re(z, )
< llzl* + lyl* + 2|z, )]
< llzll* + llyll* + 2ll= 1yl
= (llzll + llyI)*
O

Définition 1.5. Un espace pré-hilbertien réel de dimension finie est appelé espace
euclidien et un espace pré-hilbertien complexe de dimension finie est appelé espace
hermitien.

Dans la suite, les propriétés topologiques relatives a un espace pré-hilbertien sont
entendues, sauf mention contraire, pour la norme associée définie ci-dessus.

Proposition 1.6. Soit (E,{,)) est un espace préhilbertien. Pour tous x,y,a,b € E, on
a
(i) Théoreme de Pythagore

Ray) =0 <= [z+yll*=ll*+Iyl*

(ii) Egalité du parallélogramme

lz+ylI* + llz = wl* = 2 (l]1* + lly*)
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(i4i) Egalité¢ de la médiane

2
+2

2

a—>b
2

a+b

o= al + [l — b2 = 2 H _

(iv) Formule de polarisation

z+yll?=|lz—=y|*> . [llz+iyl]? = ||z —y]?
<x’y>:\| ylI* = |z =yl +Z(H yll” — || yll

4 4

Démonstration. 11 suffit d’utiliser de la formule
lz+yl* = [l2]* + 2R(z, y) + [yl
Les détails sont laissés au lecteur. U
Dans un C-espace préhilbertien, 1’égalité
lz +yl* = [l2]” + [yl

n’entraine pas forcément que (z,y) = 0, mais simplement R(z,y) = 0.
Rappelons aussi que deux vecteurs x et y sont orthogonaux si (z,y) = 0.

2. ESPACES DE HILBERT

Soit (H, (,)) un espace préhilbertien. On note || - || la norme associée a (,).

Définition 2.1. On dit que H est un espace de Hilbert si, muni de la métrique associée
all -1, c’est un espace métrique complet.

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert de produit hermitien (, )

Remarque 2.2. (1) Etant donné que tout sous-ensemble fermé d’un espace métrique
complet est un espace métrique complet (muni de la distance induite), tout sous-espace
vectoriel fermé d’un espace de Hilbert est lui-méme un espace de Hilbert (muni de la
restriction du produit hermitien).

Notons que dans un espace de Hilbert, et plus généralement dans les espaces de
dimension infinie, il existe des sous-espaces qui ne sont pas fermés (par exemple des
sous-espaces denses qui ne sont pas égaux a ’espace entier). Nous en verrons un exemple
un peu plus tard.

(2) Si E est un C-espace vectoriel normé, on peut se demander si sa norme provient
d’une norme hilbertienne. La réponse est donnée par la formule de polarisation : la
norme || - || est une norme hermitienne si et seulement si

r+yll? =l —ylI*> [z +iyl|* = ||z —iy]|?
(2,7 = |z +yl| 4“ Y| +Z(H il 4” il

est une forme hermitienne. Si tel est le cas, on a bien (z,x) = ||z|*.
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Exemple 2.3. (1) C" est un espace de Hilbert pour le produit hermitien
(z,y) == Z%‘?j
j=1

La norme associé étant \/(x, z) = ||x||2.
Sip#2 et n> 2 alors l'espace C", muni de la norme

n 1/p
el = (z |a:j|p>
j=1

est un espace de Banach; mais ce n’est pas un espace de Hilbert.En effet, prenons
x=(1,0,...,0) et y =(0,1,...,0). Alors

e+ ylIp + Il =yl = 22°7 et 2 (|l [l5 + 1yll7) = 4.

L’égalité du parallélogramme n’est donc pas vérifiée quand p # 2.
(2) L’espace (*(N; C) des suites complexes & = (2,),5, telles que

Z |2,|* < 400
n>0

muni du produit hermitien défini par

“+o00
(T, y)p2 = an%
n=0

est un espace de Hilbert (la complétude de cet espace a été vue au chapitre 1).
(3) L*(R™) est un espace de Hilbert, pour le produit scalaire

()= | taix

La fonction a intégrer fg est dans L'(R™), d’aprés 'inégalité de Holder , de sorte
que (f, g) est bien défini. Remarquons que

1/2
Wl =, )2 = { / m%u} — 17l

Dans le chapitre 2, on a vu ue L*(R™) est complet, c’est donc bien un espace de Hilbert.
(On rappelle qu’on doit considérer un élément de L*(R™), comme une classe d’équivalence
de fonctions).

Remarquons que l'exemple (2) est un cas particulier de (3) (pour le lesure de
comptage).

(4) L’espace L?(S';C) des fonctions a valeurs complexes qui sont 2m-périodiques,
c’est-a-dire telles que f(t + 2m) = f(t) pour presque tout ¢t € R et telles que

/ |f(#)|?dt < +o0
[0,27]
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muni du produit hermitien

(=g | Fle)gr

T J{0,2n)

est un espace de Hilbert. Cet espace est canoniquement isomorphe a 'espace L*([0, 27]; C),

car toute fonction définie sur [0, 27| coincide p.p. avec une unique fonction 27-périodique.
(5) (c) L’espace vectoriel ([0, 1],C) des fonctions continues complexes sur [0, 1] est

un espace préhilbertien pour le produit hermitien suivant

U@z%f@%%

mais n’est pas un espace de Hilbert (il est complet pour la norme || - ||, mais pas pour
la norme || - |2).

En effet, €([0, 1], C) n’est pas complet pour || - ||, pour p € [1, o[, puisque ([0, 1], R)
n’est pas complet pour cette norme (%'([0, 1],R) est un fermé dans €([0, 1],C)). Main-
tenant pour voir que %([0, 1], R) n’est pas complet, on considére la suite de fonctions
(fn)n>o définie par

1 si z€l0,1/2]
folx):=¢ 1—=n(z—1/2) si xz€ll/2,1/2+1/n]
0 si zell/2+1/n,1]

On montre que

tim_ 1= ful, =0

mais (f,),, ne converge pas vers une fonction continue (&4 développer par le lecteur).
(6) Soient Hy, Hy deux espaces de Hilbert munis des produits hermitiens (, )1 et (, ).
Alors Hy @ Hy = {(x1,x2) : 1 € Hy, 29 € Hy} muni de

((z1,22) ; (Y1, 92)) = (@1, 5101 + (22, 92),
est un espace de Hilbert appelé somme directe de Hy et Hs.

Rappelons que le complété d'un espace vectoriel normé E, est la donnée d'un espace
de Banach FE. (le complété de E) et d'une isométrie linéaire J, de £ dans E,., dont
I'image est dense dans FE,.

Si (E, (-)) est un espace préhilbertien, on peut le compléter en un espace de Hilbert
dont E est un sous-espace dense.

Proposition 2.4. Tout espace préhilbertien (E, (-)) admet un complété H dans lequel il
est dense.

Inversement, si E est un sous-espace vectoriel dense d’un espace de Hilbert (H,(-)), le
complété de E est isomorphe a H.

Démonstration. On considére le K-espace vectoriel E,. des suites de Cauchy de E, muni
de la relation d’équivalence

(Tn)pso ~ Wn)pso = nl_lgloo |20 — ynll =0



6 ESPACES DE HILBERT

Si (¥4),50 € Ee, on note sa la classe d’équivalence de (z,,),,5, par [(zn),>l-
On appelle H I'ensemble des classes d’équivalence des éléments de E., H = E./~.
On vérifie que H est un K-espace vectoriel et que 1’on peut le munir du produit hermitien

<[(xn)n20]v [(yn)n20]>H = lim <xna yn>

n—-+00
Etant donné que (inégalité de Cauchy-Schwarz)

|<$n>yn> - <$m7ym>’ = ‘<$n - xmvyn> + <$mayn - ym>|
< lzn =zl lynll + lzmll 1y — Yol

on montre que (x,,y,) est une suite de Cauchy, et que sa limite ne dépend que des
représentants des classes d’équivalence [(2,,),,50] €t [(Yn),>0)-

On identifie ensuite 'espace E avec un sous-espace de H en associant a € E, la classe
d’équivalence [(x),>0] de la suite de E. qui est constante égale & = et on vérifie que

E>2z — [(Zb)nzo] e H
est une isométrie linéaire, c¢’est-a-dire que

2]l = [)nzolll 4

La densité de ' dans H se démontre comme suit. Soit € > 0 un réel, et (z,),-, une
suite de E.. On choisit N assez grand pour que ||z, — 2| < € pour m,n > N. Alors

1[(@N)ns0] = [(@n),s0lll <€

( (la classe d’équivalence [(xn),,] de la suite constante égale a xn est a distance au
plus € de [(2,),0]) ce qui démontre la densité de E' dans H. On vérifie enfin que H est
un espace métrique complet. [l

(132 . .
Exemple 2.5. On considére I'espace L? (R,e‘de> qui est 'espace des fonctions
mesurables, qui sont définies sur R & valeurs dans C et dont le carré du module est

12 .
intégrable pour la mesure e™ = dx. C’est le complété de I’espace préhilbertien des fonctions
continues a support compact qui vérifient

/ |f(x)]?e” T dr < +o0
R

et qui est muni du produit hermitien

(f.9) 3:/Rf(56)@6x22d1:

Définition 2.6. Soient Hq, Hy deux espaces de Hilbert et T' : Hy — Hy une application
linéaire. On dit que L est un isomorphisme d’espaces préhilbertiens (ou un isomorphisme
isométrique) si T est une application bijective et si, pour tout x € Hy on a

1T]l2 = ||l
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Remarque 2.7. (1) La formule de polarisation montre que si T est une isométrie, elle
préserve le produit hermitien : pour tous x,y € Hy, on a

<T£L‘, Ty>2 = <.Z‘, y>1'

(2) Contrairement a la dimension finie, en dimension infinie, si 7" cconserve les
normes, alors elle est injective, mais pas forcément bijective.
Comme exemple, Papplication u : £2(N) — ¢2(N) définie par

u((xo, 21,9, .o Ty ..)) = (0,20, T1, T2y« ooy, Tp—1,y - - )

préserve la norme mais ce n’est pas un isomorphisme. C’est aussi un exemple d’application
qui est injective mais qui n’est pas surjective.

(3) On peut aussi trouver en dimension infinie des applications linéaires surjectives
qui ne sont pas injectives, comme par exemple ’application

v ((zo, 1, T2y ooy Ty .. ) = (X1, T2, X3, oo Ty1y - - -)

Celle-ci- ne conserve pas la nore de (?(N).

Proposition 2.8. Soit H un espace de Hilbert. H est uniformément convexe' et donc
réflexif (H est isométriquement isomorphe a son bidual H").

Démonstration. Soient € > 0, et z,y € H tels que ||z| < 1,[|y|| < 1 et ||lu—v] > e
Grace a l'identité du parallélogramme on a

lz +ylI” = 2(]|z]* + lyl1*) = l|l= — yl?
<2-—¢2

2

et donc ||$—J2WH<1—(5avec§:1—<1—€)1/2>O.

4
O
3. Sous-espaces fermés, applications continues
Soit H un espace de Hilbert avec (,) son produit hermitien et || - || la norme associée.

Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace de H.

Contrairement au cas de la dimension finie, en dimension infinie F' n’est pas néces-
sairement fermé. Donnons quelques exemples de ce phénomeéne qui est spécifique aux
espaces de dimension infinie.

Exemple 3.1. (1) Soit £y(N) le sous-espace des suites de ¢*(N) qui sont nulles & partir
d’un certain rang (c-a-d. qui ont un nombre fini de termes non nuls). Ce sous-espace est
dense dans (*(N), car pour tout « = (), € (*(N) et pour tout € > 0, il existe m € N

tel que
> wal <e

n>m

1. H est uniformément convexe si : Ve > 0,30 > 0 tel que si (||z]] < 1, |yl < Let |z —y| >
¢) alors (HT’T“’H <1-9)
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Il en résulte que si la suite = := (:Z'n)n>0 est définie par z,, =z, pourn < met z,, =0
pour n > m, on aura ||z — T2 <e.

D’autre part, il existe des suites de £*(N) qui ont une infinité de termes non nuls, et
le sous-espace £2(N) est donc distinct de ¢2(N). Il ’ensnuit alors que £2(N) # (2(N) et
que (2(N) n’est pas fermeé.

(2) On sait que I'espace vectoriel €.(R; C) des fonctions continues & support compact
est dense dans L?(R;C). Etant donné qu'il existe des fonctions de L?(R;C) qui ne sont
pas continues, le sous-espace €.(R;C) est donc distinct de L?(R;C). On en déduit alors
que %.(R;C) n’est pas fermé dans L?*(R;C).

(3) Si F est un sous-espace vectoriel d’'un espace de Hilbert H, alors F', 'adhérence
de F' dans H, est un sous-espace vectoriel fermé de H.

Définition 3.2. Si A est une partie de H, On note
At ={r e H:Vyec A, (r,y)=0}
l’orthogonal de A.

Si on pose ¢, : a — (a,x), alors ¢, est une forme linéaire continue et Ker ¢, est
fermé.
Il en résulte que
At = (vect(A))*

est un sous-espace vectoriel fermé de E. D’autre part, z € A* si et seulement si
A C Ker p,, c’est-a-dire, puisque Ker ¢, est un sous-espace fermé, si et seulement si
vect(A) C Ker ¢, .

Proposition 3.3. Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert H, alors :
(1) Ft est un sous-espace vectoriel fermé ;

(2) si G est un sous-espace vectoriel inclus dans F', alors Ftc Gt
(3) on a légalité F+ = F+.

Démonstration. Le point (2) est facile.

(1) 1l est claire que F'* est un sous-espace vectoriel de H.

Le fait que F'* soit fermé, découle de la remarque avant la proposition. Donnons une
autre peruve. Soit (z,),,-, une suite de F* convergeant vers x € H. Pour tout y € F,
on a {r,,y) = 0 pour tout n > 0. En utilisant la sesquilinéarité de (,) et I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, on obtient

(= 9)| = (2, 9) = (2w, 9)| = {2 = 20, 9)| <l — ]| [ly]]

qui tend vers 0 quand n tend vers +o0o. On en déduit que (z,y) = 0. Conclusion, z € F*
et F+ est donc fermé.

(3) Tout d’abord, F € Fdonc F+ C F*. Soit + € F* et y € F. Il existe une
suite (Yn),>o d’éléments de F' qui converge vers y. Comme ci-dessus, on vérifie que
(z,1) = limy_ 400 (x,yn) = 0. Donc z € F*+, d'on F- c F*. O

Dans les espaces de dimension infinie, de méme qu’il existe des sous-espaces qui ne
sont pas fermés, il existe des applications linéaires qui ne sont pas continues. Donnons
quelques exemples d’applications linéaires continues définies entre espaces de Hilbert de
dimensions infinies.
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Exemple 3.4. (1) Si g : R — C est une fonction continue bornée, 'application M,
définie de L?(R;C) dans lui-méme, par

Mg(f) =gf
est continue. En effet,

13,1 < (sup o)) 171

On peut méme vérifier qu’il suffit que g soit mesurable et appartienne a L*°(R;C) pour
que M, soit une application continue. Si tel est le cas, on montrera que la norme de M,
est égale & ||g||oo-

(2) L’application I : L*([0,1];C) — L*([0,1]; C) définie par

I(f)(x) = ’ ]f(y)dy

pour tout = € [0, 1], est continue. En effet, on a

() ()] é/ [f()ldy < (/M !f(y)\zdy>l/2 =[£Iz

[0,1]

Il = ( / ) (e)e) e ( /[ . I715e ) e

L’application I est donc continue.
Remarquons que l'inégalité de Cauchy-Schwarz (ou Holder) nous assure que, pour
tout x <y

donc

1/2
1)) =10 = [ sl ([ 1ropa) el = 1l - o)

[z,y]

donc x +— I(f)(x) est continue sur [0, 1]. On prendra soin de ne pas confondre le fait
que I(f) est une fonction continue sur [0, 1] et le fait que 'application f +— I(f) est une
application continue de L*([0, 1];C) dans lui méme.

(3) Soit U : ¢*(N) — ¢2(N) l'application définie par

U ((#n) 50) = (nﬁll)nzo

1U@)]lee < Izl

On vérifie que

pour tout x € (2(N). Donc, U est une application linéaire continue. Clairement, I'image
de l'application U contient £4(N), I’espace des suites nulles & partir d’un certain rang,
donc I'image de U est dense dans ¢*(N). En revanche, I'image de U n’est pas fermée :
par exemple, la suite ((n+1)7%?) _ est clairement un élément de ¢*(N) mais elle
n’appartient pas a I'image de U.

n>0
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Rappelons que le dual topologique de H est I'espace vectoriel H' des formes linéaires
continues définies sur H, est muni de la norme définie par

[ullar == sup [u(z)].

lzll=1
Proposition 3.5. L’espace H' est un espace de Hilbert, pour la norme ci-dessus.

On sait que I'espace H' est un espace de Banach, c’est le résultat > du Théoréme
2.9 du chapitre 1. Que H’ soit un espace de Hilbert, c’est-a-dire le fait que la norme
définie ci-dessus est induite par un produit hermitien, ¢’est moins clair et cela résultera
du Théoréme de représentation de Riesz que nous verrons plus loin.

4. Théoréme de la projection sur un convexe
Commencons par le Théoréme de la projection sur un ensemble convexe fermé.

Théoréme 4.1 (Théoréme de la projection sur un convexe fermé). Soit H un espace
de Hilbert et F' un sous-ensemble convexe fermé de H. Pour tout x € H, il existe un
unique y € F' tel que

=yl = d(e, F) = inf o 2|

De plus,

six € F alorsy=x
six ¢ F alors y est caractérisé par R{x —y,z —y) <0,Vz € F

Démonstration. Soit x € H, D’aprés la caractérisation séqeuntielle, il existe (yn)n20 une
suite d’éléments de F' telle que

li — =inf ||z — z|| =d(«x, F 2

Jm o —yn| = inf [z — 2] = d(z, F) (2)

Montrons que (yy),~, est une suite de Cauchy dans F. Pour ceci, remarquons que F

étant supposé convexe
Ym + Un

eF
2
en particulier,
o= ) > ae (3)

D’aprés (2), pour tout € > 0, il existe un entier n. > 0 tel que pour tout n > n. on a
|2 —ynl < d(z, F) + e
Utilisons maintenant 1’égalité du parallélogramme

9 = Ymll* + 1122 =y = gl = 2 (Ilyn — 21> + llgm — /)
et l'inégalité (3) ci-dessus, pour conclure que
|l yn — ym||2 <4 (( d(z,F) +¢)* —d(z, F)Z) =4e(2d(z, F) +¢)

2. Si (F,| - ||r) est un espace de Banach, alors 'espace Z(F, I') muni de la norme || - || ¢ (g, ) est
un espace de Banach.



ESPACES DE HILBERT 11

pour tous n, m > n.. On en déduit que (y,),, est une suite de Cauchy de H, qui est
complet, donc elle converge vers un élément y € H. Comme F' est supposé, fermé, on

conclut que y € F. En passant a limite dans (2) quand n tend vers +o00o, on obtient

Montrons maintenant 'unicité de y. Si y;, y2 sont deux points réalisant le minimum
de la distance de x a F, I’égalité du parallélogramme nous assure que

2
<4d(z,F)?—-4d(z, F)*=0

ity
2

v — el = 2 (v — 2|” + [ly2 — 2|?) —4 Hx

donc y; = y».

Montrons enfin que y est caractérisé par le fait que R(z — y, z — y) < 0 pour tout
z € F. Pour cela, on utilise le fait que 'ensemble I étant convexe, le segment [y, z] C F.
On peut alors calculer

d(z, F)? < o = z)* = llz = yl* + 2R (x — y,y — 20) + lly — "
ol z; = (1 — t)y + tz, pour tout ¢ € [0, 1]. Comme |z — y||*> = d(x, F)?, on conclut que
2R (& —y.y —2) + Iy — =" =0

Donc 2tR(x — y,z — y) < t?|ly — 2||?, pour tout ¢ € [0,1] en divisant par ¢ > 0 et
en faisant tendre ¢ vers 0 , on en déduit que R(z — y,z — y) < 0. Ce qui termine la
démonstration.

g

Corollaire 4.2. Soit H un espace de Hilbert et F' un sous-ensemble convexe fermé de
H. Il existe un unique a € F' tel que

o]l = inf [J2]

Un cas particulierement important d’ensemble convexe est celui des sous-espaces
vectoriels. On obtient alors comme corollaire du résultat suivant :

Théoréme 4.3 (Théoréme de la projection). Soit H un espace de Hilbert et F' un sous
espace vectoriel fermé de H. Il existe une unique application linéaire pr : E — F telle
que, pour tout x € H,

iz~ pr(@)]| = d(z, F) := in [}z — =]

De plus pr(x) est l'unique élément de F' vérifiant cette égalité et x —pp(x) est orthogonal
a tout vecteur de F. Enfin pr est 1-lipschitzienne, donc continue. Autrement dit

lpe(2) = Pr(y)ll < llz -yl

pour tous x,y € E.
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Démonstration. L’existence de pp est garantie lar le Theoreme 4.1. Montrons que
r — pr(z) € F. On sait déja que, pour tout z € F, on a

Rx—y,z—y) <0

Mais F' étant un sous-espace vectoriel on en déduit que R(x — y,w) < 0 pour tout
w € F. En remplacant w par —w puis par ‘w, on conclut que R{x — y,w) = 0 et
Jm(z — y,w) =0, donc (x —y,w) = 0 pour tout w € F.

La linéarité de pg est évidente. Reste enfin a vérifier que pg est 1-lipschitizienne. Or,
puisque les vecteurs

a=(x—pr)—(y—pry) =2—y—pr(r—y)
b=pr(z) —prly) =pr(z —y)

sont orthogonaux, cela résulte immédiatement du Théoréeme de Pythagore

lz —ylI* = ll(z = pr(2)) = (y = prW)I* + lpr(x) = prW)I* = llpr(2) — pr(y)]*
O

L’exemple le plus élémentaire de sous-espace fermé d’un espace de Hilbert est celui
des sous-espaces de dimension finie. Supposons que F' est engendré par les vecteurs
€1,...,e, qui forment une famille orthonormée, la projection pr peut alors s’écrire

n

pr(z) =) (z.e5)e

j=1

Pour démontrer ce résultat, il suffit de vérifier que z — pp(z) € F* ou encore que
x — pr(z) est orthogonal a tous les e;, ce qui résulte du calcul suivant

<3§' _pF($)7ej> = <.§C,€j> - <l’,€j> =0
Voici une autre conséquence du Théoréme de la projection.

Corollaire 4.4. Si F' est un sous-espace fermé de H, alors H = F® F*. Par conséquent,
. . L

si F' est un sous-espace fermé, (F ) =F.

Plus généralement, si F' est un sous-espace de H - qui n’est pas nécessairement fermé -

on a (F L)L =F.

Démonstration. La premiére partie de ’énoncé n’est qu'une reformulation du Théoréme
de la projection sur un sous-espace fermé qui permet de décomposer

r = pp(r) + (. — pr(z)),

avec © — pp(z) € F* et le fait que FN F+ = {0}.

La seconde partie de I’énoncé résulte de ce que, par définition, F' C (F L)L. Si
I'inclusion était stricte, il existerait, en vertu de la décomposition déja démontrée, un
élément x # 0 tel que x € (FL)L etz ¢ Fdoux e (FL)l NF+ (voir z = 0+ x comme
I'unique décomposition de = avec 0 € F'). Mais nécessairement (z,z) =0 d’ou x = 0, ce
qui constitue une contradiction.

Enfin, dans le cas général, on a vu dans la Proposition 3.3 que F* = F*, donc

(Fy = (FYH) = F. 0
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Corollaire 4.5 (Critére de densité). Soit F' un sous-espace vectoriel de H. Alors, F est
dense dans H si et seulement s’il n’existe pas d’élément a # 0 dans H tel que (x,a) =0
pour tout v € F, autrement dit, si et seulement si F+ = {0}.

Démonstration. 11 suffit de rappeler que F- = F*. O

Exemple 4.6. Soit ¢5(N) 'ensemble des suites de £*(N) qui sont nulles a partir d’un
certain rang, et e, la suite dont tous les termes sont nuls sauf le n-iéme qui est égal a 1 .

Si x := (xn),( est orthogonal & ¢4(N), on a (x,e,),, = x, = 0, donc = 0. On
conclut que £o(N) est dense dans /2(N).

5. Théorémes de représentation de Riesz

Soit H un espace de Hilbert. Pour tout a € H, on note ¢, la forme linéaire définie
par
¥a(2) = (2,0)

pour tout x € H. On vérifie que ¢, € H' et que

[@all g = llall

En effet, 'inégalité de Cauchy-Schwarz nous assure que

|ea(@)| = [{z, a)| < lla]]]]]

done [|@all g = supjyy=1 [@a(®)] < [lal|. Enfin, q(a) = [|al|* ce qui montre que [|p,|| 7 >
||la]|. D’ou l'égaliteé.

Théoréme 5.1 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit H un espace de Hilbert
et u € H une forme linéaire continue sur H. Alors, il existe un unique a € H tel que,
pour tout v € H,

u(x) = Qpa(x) = <'T7a>
De plus, Uapplication a v« @, qui est définie de H sur H', est un isomorphisme anti-
linéaire isométrique.

Démonstration. On se donne u € H'. Démontrons 'existence de a € H tel que u = ¢,.
Si u = 0, il suffit de prendre a = 0. On suppose donc désormais que u # 0. Comme u est
une forme linéaire continue sur H, l'espace F' = Ker u est un sous-espace fermé de H et
le Corollaire 4.4 nous permet de décomposer

H=F®F*

On remarque que F* est de dimension un, car si @ € F* est un vecteur non nul et si
x € F, on peut écrire

donc

:E—Ma .
w(a) eFNF {0}.
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Ainsi, z = Z%a, ce qui montre que F* est engendré par a et est donc de dimension un.

Maintenant, choisissons a € F* tel que u(a) = (a,a) = ||a||%. On prétend que u(x) =
(x,a), pour tout = € H. En effet, si 2 € F' les deux termes sont nuls, si = Aa pour un
certain A € C, les deux termes valent Au(a). Par linéarité, les deux termes sont égaux
sur F @ F+ = H. Ainsi pour tout u € H', il existe a € H tel que u = ¢,, autrement dit,
Papplication a — ¢, est surjective de H dans H'. Cette application est en plus injective,
car si a # 0, ¢, est non nulle (par exemple p,(a) = ||al|% # 0 ). Enfin, nous avons déja
vérifié que cette application est une isomeétrie, i.e. ||, 4 = |lal|- 0

Remarque 5.2. Ce résultat généralise donc le résultat classique connu pour un espace
euclidien E : si u est une forme linéaire sur E, il existe y € F tel que u(x) = (z,y).

Pour tous u,v € H', on pose

(u,v)gr := (b, a),

ou a,b € H sont définis par u = ¢, et v = @y

Corollaire 5.3. L’espace H' est un espace de Hilbert pour le produit hermitien (-, -) .

Nous allons maintenant étendre le théoreme de Riesz aux formes sesquilinéaires.
Rappelons qu'une forme sesquilinéaire ® : H x H — C est continue sur H s’il existe
une constante C' telle que
@z, y)| < Cllzlllyl,

pour tous z,y € H.

Théoréme 5.4 (Théoréme de représentation de Riesz (version sesquilinéaire)). Soit ®
une forme sesquilinéaire continue sur un espace de Hilbert H. Alors, il existe une unique
application linéaire continue A : H — H telle que

O(z,y) = (z, Ay)
pour tous x,y € H.

Démonstration. D’aprés ’hypothése de continuité, pour chaque y € H fixé la forme
linéaire x — ®(x,y) est continue. Le Théoréme de Riesz nous assure qu'il existe a, € H
unique tel que ®(z,y) = (x,a,). Vérifions que 'application A : H — H définie par
Ay := a, est linéaire et continue.

La linéarité résulte immédiatement de I'unicité dans le Théoréme de représentation
de Riesz et de la sesquilinéarité de ®. Pour la continuité, nous avons par hypothése

[Ay||* = (Ay, Ay) = @(Ay,y) < Cllylll| Ay]

On en déduit que
Ayl < Clly|

et donc la continuité de A.
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Une conséquence de ce théoréme est I'existence et la continuité de ’adjoint.

Définition 5.5. Soit T': H — H wune application linéaire continue sur un espace de
Hilbert. On appelle adjoint de T et I’'on note T, un endomorphisme continu A* : H — H
vérifiant

(T'zr,y) = (2, T"y)
pour tous x,y € H.

Notons que si T' possede un adjoint, il résulte de l'injectivité de I'application a — ¢,
que cet adjoint est unique. En ce qui concerne 'existence de 1’adjoint d'une application
linéaire continue, nous avons le :

Corollaire 5.6. SiT : E — F est un opérateur continu entre espaces de Hilbert, alors
son adjoint est bien défini et c’est encore un opérateur continu.

Démonstration. La forme sesquilinéaire ®(z,y) := (T'z,y) est continue, vu que

[Tz, y)| < Tyl < 1Tl ll=(l[[y]

D’aprés le Théoréme 5.4 de représentation de Riesz , il existe donc une unique application
linéaire continue A* telle que (T'z,y) = (x, T*y). O

Lex propriétés suivantes se déduisent immeédiatement de la définition de 1’adjoint.

Proposition 5.7. Soit H un espace de Hilbert. L’application de H' dans lui méme
définie par T — T* est une application linéaire si K =R, antilinéaire st K = C. C’est
une isométrie involutive, c-a-d. T** =T pour tout T € H'. De plus (T'S)* = S*T* pour
tout T, S € H'.

Proposition 5.8. Pour tout T € £(H), on a
ITT*|| = IT°T|| = |T*.
Démonstration. Bien str, ||T*T| < ||T]|*. Par ailleurs,
|IT2|* = (T, T) = (2, T*Tx) < ||l=|* | T*T| .

ce qui montre que |[|T]|? < ||[T*T||. On a donc ||[T*T|| = ||T||? et, en appliquant ce résultat
a T*, on obtient | TT*|| = |T*||> = || T O

Définition 5.9. Soit T : H — H wune application linéaire continue définie sur un espace
de Hilbert H. On dit que T est un opérateur hermitien ou auto-adjoint si T = T™.
Autrement dit, si

(Tz,y) = (z,Ty)

pour tous x,y € H.
Remarquons que si T est un opérateur auto-adjoint, alors pour tout x € H, (Tx,x) €
R. On appelle opérateur auto-adjoint positif tout opérateur T € £ (H) auto-adjoint
tel que
Vee H (Tz,z)€R".
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Exemple 5.10. L'opérateur de projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel
fermé ' C H est un opérateur hermitien.

Proposition 5.11. On suppose que H # {0}. Pour tout opérateur auto-adjoint T €
Z(H),

|T|| = sup{|({x, z)| avec x € H et ||x| = 1}.
Démonstration. Soit v le second membre de 1’égalité. On a évidemment v < ||T'|| et,

pour tout z € H, |(Tx,z)| < v||z|*. Supposons par exemple K = C et soient y, 2 € E et
A € R. Alors

(T(y £ X2),y £ A2)| = [(Ty, y) £ 20Ty, 2) + N(Tz, 2)| < ylly £ A2
On en déduit, par combinaison,
ANR(Ty, ) < v (ly + A2l + [y = Azl*) = 2 (Ilyl1* + X%1=]1%)

et ceci pour tout réel A. Ceci entraine que |R(T'y, 2)| < v||y||- ||| (condition pour qu'une
fonction polynémiale de degré inférieur ou égal a 2 sur R soit de signe constant). Il
suffit maintenant de choisir z = T’y pour obtenir ||Ty|| < v||y|| pour tout y € H et donc
1T < - O

Nous donnons maintenant une autre application du Théoréme de représentation de
Riesz. Nous aurons besoin de la :

Définition 5.12. Soit H un espaced e Hilbert. On dit qu’une forme bilinéaire (si H est
réel) ou sesquilinéaire (si H est complexe) ® de H est coercive, s’il existe une constante
c > 0 telle que ®(x,z) > c||z|]?.

Rappelons que si & une forme sesquilinéaire continue sur un espace de Hilbert H,
alors d’aprés le Théoréme 5.4 de représentation de Riesz, il existe une unique application
linéaire continue 7" : H — H telle que ®(x,y) = (x,Ty) pour tous x,y € H.

Proposition 5.13. On suppose que ® est une forme hermitienne continue et coercive,
alors lapplication T définie ci-dessus est inversible et d’inverse continu. De plus T = T™.

Démonstration. Piusque @ est coercivité, on a
(x,Tx) = ®(z,7) > ||z

et par conséquent, si Tx = 0 alors z = 0, ce qui montre que 7' est injective.

Montrons que 7" est surjective. Remarquons d’abord x +— N (z) := \/®(z, x) définit
une norme sur H. Cette norme est équivalente a la norme || - ||. En effet, la continuité
de ® nous assure 'existence d'une constante C' > 0 telle que

O(z,2) < Cll=|
et la coercivité de ® nous assure I'existence d’'une constante ¢ > 0 telle que

®(z,7) > cf|z||”
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ce qui démontre que les deux normes sont équivalentes. En particulier, ’espace H
muni du produit hermitien ® et de la norme A est un espace de Hilbert (c¢’est pour
démontrer la complétude de cet espace que nous utilisons le fait que les deux normes
sont équivalentes, donc que toute suite de Cauchy pour une norme est une suite de
Cauchy pour l'autre).

Soit z € H. Définissons la forme linéaire continue ¢, € H' par

e () = (2, 2)

D’apreés le Théoréme de représentation de Riesz, appliqué a la forme linéaire ¢, dans
I’espace de Hilbert H muni de la forme hermitienne &, il existe un unique y € H tel que

px(x) = (2,y)
ou encore
Oz, y) = (2,2)
pour tout x € H, c-a-d.,
(z,Ty) = (2,2)
pour tout x € H. Donc Ty = z, ce qui démontre que T est surjective.

Pour montrer que 7! est continue, il suffit de remarquer que la coercivité et la
continuité de ® nous permettent d’écrire que

cllz(* < @(2,2) = (2, Tz) < C||Tx|]]

donc c||z|] < C||Tx||, ce qui nous permet de conclure que c||T'y|| < C|ly|| en prenant
x = T1y. Ceci démontre la continuité de 71,
Enfin, par définition

(z,y) = (z,y) = (I"z,y)
pour tous x,y € H. D’autre part, ¢ étant supposée hermitienne, on peut écrire

®(z,y) = (y,z) = (y, Tx) = (T'r,y)

Donc (T*z,y) ,= (Tx,y), pour tous z,y € H et l'on conclut que T' = T*.

g

Théoréme 5.14 (Théoréme de Hahn-Banach dans un espace de Hilbert). Soit F' un
sousespace d’un espace de Hilbert H. On suppose qu’il existe xo & F. Alors, il existe une
forme linéaire continue p € H' telle que p(xo) =1 et ¢|, =0.

Démonstration. Posons G := F+ = (F)!; c’est un sous-espace fermé de H. Le théoréme
de la projection, assure une décomposition unique de x

o = pa(o) + (20 — pa(wo)) € G & G+
otl zg — pa(re) € Gt = F. Or pg(xg) # 0 (sinon on aurait z € F), on peut donc définir

PG(%)”Q cFt=Ft

" lpal)

puis considérons maintenant la forme linéaire ¢ = ¢, : © + (,a). Clairement, p4(z0) =
(xo,a) =1 et pu(2) = (z,a) =0 pour z € F. O
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Le critére de densité d’un sous-espace vectoriel peut aussi une conséquence de cette
version du théoréme de Haahn-Banach.

Corollaire 5.15 (Critére de densité). Soit F' un sous-espace vectoriel de H. Alors,
F est dense dans H si et seulement s’il n’existe pas d’élément a # 0 dans H tel que
(x,a) =0 pour tout x € F.

Théoréme 5.16 (Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert réel et ® : H x H — R
une forme bilinéaire continue et coercive et soit L : H — R une forme linéaire continue
sur H. Alors il existe un unique a € H tel que

Ve € H,®(a,z) = L(z)

De plus, st ® est symétrique, alors a est caractérisé par la propriété

zeH

%CI)(CL, a) — L(a) = min {%‘P(I, z) = L(l‘)}

Démonstration. Voir TD. O

Exemple 5.17 (Résolution d’un probléme elliptique). Le théoréme de Lax-Milgram
est utilisé dans la résolution des équations différentielles ou des équations aux dérivées
partielles. Voici un exemple simple. Définissons I =]0, 1[. et H'(I) I’espace de Sobolev
des fonctions de L? admettant une dérivée dans L2. L’espace H'(I) est un espace de
Hilbert muni du produit scalaire

(U, v) 1 = (U, V)2 + (W', V") 2

Soient f € L*(I),a € €*([0,1]) et A > 0. On suppose qu’il existe ag > 0 tel que,
pour tout = € [0, 1], a(x) > «p.
On considére le probléme elliptique (avec conditions de Dirichlet au bord)

— (o) + X u = f
{ u(0)=wu(l) =0

Si u est une solution de ce probléme, alors par une intégration par parties, on montre
que pour tout fonction v suffisamment réguliére vérifiant v(0) = v(1), on a

/au’v'+)\/uv:/fv
I I I

O(u,v) = /O la(x)u'(x)v'(x)dx + A /O 1 u(@)o(z)de

Posons

1
L(v) = / F@)o(z)dz
0
On a ainsi, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

| (u, 0)] < flexl|zoe [[0']] 2 10l 2 + Alleel 22w 2

< (llallzee +2) Ml g o]l ez
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Donc @ est continue, de constante de continuité égale a ||a|[L~ + A. De plus, on a :

1 1
O(v,v) = / a(z)v'(2)? do + /\/ v(x)? dz
0 0
> ag [|v'|7= + AlvllZ2
> min (e, A) [0 7n

Donc @ est coercive, de constante de coercivité égale & min (ag, A). Enfin, on a, par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[L)| < [ Flle2 vl 22

< |
< I fllz2 Mol

Donc L est continue, de constante de continuité égale a || || p2]|v|| 2.
Par le théoréeme de Lax-Milgram, le probléme :
Vv € Hy(0,1) , ®(u,v) = L(v)
équivalent au probléme elliptique considéré, admet donc une unique solution u € HJ (0, 1).

6. Convergence faible

Définition 6.1. Soit H un espace de Hilbert. On dit que la suite (xy,), . de H converge
faiblement vers x € H, et on note x,, — x, si

Yy € H,(x,,y) — (,y), lorsque n — +00

L’élément x est alors appelé la limite faible de la suite (z,,).

Proposition 6.2. Si (z,,) converge fortement vers xz, alors (x,,) converge faiblement
vers .

Démonstration. En effet, pour tout y € H,
[(2n, )y — (@) ul = an —2,9) | < len — 2l Iyl =0
U

Remarque 6.3. La réciproque est en général fausse. Par exemple, on vérifie aisément
que la suite (r,) de 'espace H = ¢? définie par

0 sinon

converge faiblement vers 0 alors que pour tout n, ||x,| = 1.

Proposition 6.4 (Unicité de la limite faible). Si (x,) converge faiblement, alors sa
limite faible est unique.
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Démonstration. Soient = et 2’ deux limites faibles de (z,). Alors par définition de la
convergence faible, on a

im (2, y)y = (v, y)u = (" y)y YyeH

n——+0o0
soit (x — @', y); = 0 pour tout y € H. Donc z = 2. O
En dimension finie, convergences faible et forte coincident :

Proposition 6.5. Si H est de dimension finie et (x,,) est une suite d’éléments de H,
alors (x,) converge faiblement, si et seulement si, (x,) converge fortement.

Démonstration. Soit (ey),_, , une base orthonormée de H. Si (x,,) converge faiblement
vers r € H, alors pour tout k = 1,..., N, la suite scalaire ((z,,e)), ey converge vers

(x,eg). Donc
N

[0 — xHQ = Z ((zn, €x) — <x7ek>)2 — 0
k=1
Cela prouve que (z,) converge fortement vers x. La réciproque est toujours vraie, méme
en dimension infinie. O

Le théoréme de représentation de Riesz permet d’obtenir la version suivante du
théoréme de Banach-Alaoglu dans un espace de Hilbert que nous rappelons :

Théoréme 6.6 (Banach-Alaoglu). Soit E' un espace normé séparable. Pour toute suite
bornée (1,), de E', il existe une suite extraite (T, ) et une forme linéaire continue
T € E' telles que
Vee &, Iim T, z=Tx
k—ro0

Théoréme 6.7. Dans un espace de Hilbert, si (x,) est une suite bornée dans H, alors
il existe une sous-suite (x,,) qui converge faiblement vers un élément x € H.

Démonstration. Supposons d’abord que H est séparable. Soit (x,) une suite bornée de
H. Le théoréme de Banach-Alaoglu appliqué a la suite (¢,, ) assure l'existence d’une
suite extraite (x,,) et d'un ¢ € H' tels que

vy e H, lim ¢, (y) = ¢(y)
—+o00

Par le théoréme re représentation de Riesz, il existe un élément x € H tel que ¢ = ¢,
ce qui démontre la propriété dans le cas séparable.

Venons-en au cas général. Soit (z,,) une suite bornée de H et soit F' I’adhérence du
sous-espace vectoriel de H engendré par {z,}, . Cet espace est, par construction, un
espace de Hilbert séparable. D’aprés la premiére partie de la démonstration. il existe
une suite extraite (x,,) et un point x € F tels que

VyeF kgglm<xnk,y> = (z,y)

Comme ceci a lieu aussi bien évidemment si y € F'*, il suffit maintenant de voir que
H=FaF+ O
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Notons qu'une forme de réciproque est vraie :

Proposition 6.8. Si H est un espace de Hilbert, alors toute suite (x,) qui converge
faiblement est bornée.

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme de Banach-Steinhaus En effet,
définissons la forme linéaire T, : H — R par ¢, (2) = (2, x,) . Alors par définition de
la convergence faible, la suite d’opérateurs 7T,, converge simplement vers 'opérateur
T défini par T'(2) = (2, 2)n. Donc, d’aprés Banach-Steinhaus, les normes |7, ||, des
opérateurs 7T, sont bornées par une constante M, avec

Tl = sup  |Tu(y)l = sup [y, 20)| = [|2ally <M Vn >0
yeH,|lyllg<1 yEH, [lyllp<1

Voici une application de la proposition précédente :

Corollaire 6.9. On suppose que (x,) converge faiblement vers x dans H et que (y,)
converge fortement vers y dans H. Alors la suite réelle ((x,,yn)) converge vers (x,y).

Démonstration. Preuve. Comme (z,,) converge faiblement, (x,) est bornée par une
constante M : ||z,|| < M pour tout n € N. Alors, par inégalité triangulaire et Cauchy-
Schwartz,

({2, Yn) = (@ )| < (@ yn) = (20, 9|+ ({20, 9) — (2, 9)]

< Nnll lyn — yll + Kzn, y) — (z,9)]
<M lyn = yll + 20, y) — (z,9)]

Le membre droit de la derniére inégalité tend vers 0 car (y,) converge fortement vers y
et, par convergence faible, ({x,,y,)) converge vers (x,y). On en déduit que ((z,, yn))
converge vers (z,y).

i

Nous précisons ci-dessous le rapport entre convergence faible et convergence forte.

Si (z,,) converge faiblement vers x dans H, alors la suite des normes (||z,||;) ne
converge pas nécessairement vers ||z||z. On a cependant le résultat de semi-continuité
suivant :

Proposition 6.10. Soit (x,,) une suite d’un espace de Hilbert H qui converge faiblement
vers x € H. Alors
||| < liminf ||z,||
n——+oo

Autrement dit, la fonction x — ||x|| est séquentiellement semi-continue inférieurement
pour la convergence faible.

Démonstration. Soit y € H avec ||y|| < 1. Alors, par définition de la convergence faible,
on a

(@9) = im_ (@) < limind ] o] < L |
Donc
|lzllg = sup (z,y) <liminf |z,
yeH,|ly[|<1 n—+oo
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L’inégalité dans la proposition précédente est stricte, sauf si la convergence est en
fait forte :

Proposition 6.11. Soit (x,,) une suite d’un espace de Hilbert H qui converge faiblement
vers x € H. Si

el = Tl

alors (x,) converge fortement vers x.

Démonstration. En effet,
|z — xn”i] = (T = Tp, T — Tn) g = (T — Tp, T) p — (T, Tn) jy + ||33n||§{

Par convergence faible, les suites ((z — z,,,x) ) et ({(x,z,)) convergent respectivement
vers 0 et ||z]|%. Par hypothése, (||z,]|%) tend vers ||z||%. Par conséquent, (||z — z,[|3)
tend vers 0 , ce qui prouve que (z,) converge fortement vers x. O

7. Bases hilbertiennes et orthonormalisation de Schmidt

Théoréme 7.1. Soit H un Hilbert, (), .y une famille de vecteurs orthogonauz 2 a 2 .
. . 2 .
On a Yz, converge si et seulement si > ||z,||* converge. Dans ce cas, si x = > u,,

2
on a [lzl* = 32,2 ua|*.

Démonstration. Par le critére de Cauchy dans H complet, la convergence de »_ xy
revient a ce que

lim =0

P,q—+00

q
>
k=p

2
Mais les x; étant orthogonaux, on a par Pythagore HZZZP mkH = ,Z:p ||:1:,€||2 Finale-

ment, la convergence de > xj, revient a ce que

q
lim ) gl = 0
p,q—+00
k=p

ce qui par le critére de Cauchy dans R est équivalent a la convergence de 7 ||z
L’égalité des normes est obtenue en passant a la limite dans la relation

n 2 n

2
D ar] =D llaxl
k=0 k=0

g

Définition 7.2. Soit H un espace de Hilbert et (en)nzo une famille dénombrable de
vecteurs de H. On dit que la famille est orthonormée ou orthonormale, si pour tous
n#m, (en,em) =0 et ||e,|| =1 pour tout n € N.
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Théoréme 7.3. Soit H Hilbert, (ey,), o famille orthonormée. Alors pour tout x € H,

> (z, ex)er converge. De plus, en notant F' = Vect (ex, k € N), on a

“+oo

pr(z) = Z<$,€k>€k,

k=0

+o00o
lpr(2)|* = Z [z, e)|” : égalité de Parseval
k=0

Démonstration. Soit n € N, F,, = Vect (e, ..., e,). On a vu précédemment que

n

pr,(7) = Z<x7€k>€k

k=0

D’ott : pour tout n, S p_ [{x,ex)|> = [|pr,(x)]|* < [|=]|> Les sommes partielles étant
majorées, la série S [(x, ex)|> = 3 |[(x, ex)er||* converge. Par le théoréme précédent
avec uy = (x,e)ey, la série > (z, e )ey, converge, et si 'on note y la somme de la série,
on trouve

+o00

2

lyll> = Iz, exexl
k=0

Il reste & montrer que y = pr(z). Clairement, y = lim,, 1 Y ,_,(z, €x) ey, appartient a F'.
Reste & montrer que 2 —y € F+. Comme F* = {e;, k € N}, cela revient a montrer que
(r—y, e;) = 0 pour tout j. Or pour tout j et pour tout n > j, (x — > _,_ (x, ex)ex, e;) =0,
d’ou (z —y,e;) =0. O

Remarque 7.4. Remarquons que la série

Z(m, €n)en

n>0

. - 2

n’est pas en général une série absolument convergente, en effet, > . |(z,e,)|” converge,
. . 9 . -

mais il n’y a pas de raison que ), _ |{z,ey,)| converge.

En combinant 1’égalité de Parseval avec la relation ||pg(x)||> < ||pr(2)||*+]|z — pr(2)|”

||z]|?, on obtient :

Corollaire 7.5 (Inégalité de Bessel). Pour tout v € H et toute famille (e,), oy 0rtho-
normeée,

+o0o
>l el < lalf®
k=0

Soit H un espace de Hilbert et (e,),, une famille dénombrable de vecteurs de H.

Définition 7.6. Soit H un espace de Hilbert. On dit que (e,,),,~, est une base hilbertienne
de H si : -

(4) (en),so €st une famille orthonormée,
(#) la famille (e,), >, est totale, c-a-d. Vect{e,, n € N} = H
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Exemple 7.7. Dans l'espace de Hilbert ¢?(N) la famille (e),, ou

e, =(0,---,0,1,0,---)
+1

est une base hilbertienne. En effet Vect(e,, n € R}*+ = {0}.

Exemple 7.8 (Séries de Fourier). Une fonction f : R — C est dite de T-période peut
étre vue comme des fonctions sur ’espace quotient T = R/TZ.
Soit T'> 0 un réel et S! = {2z € C: |z| = 1} le cercle unité. Pour toute fonction

J : R — C, qui est T-périodique et continue il existe une unique fonction continue
f:S' = C telle que, pour tout t € R, f(t) = f (e™*).

O pose w = 2% Pour n € Z, on note e,, la fonction T-périodique de R a valeurs dans
C définie par e, (t) := e™m.

Une fonction de la forme Y, Agep avec Ay € C et A, ou A_,, # 0 est appelée un
polynome trigonométrique de degré n.

On définit les coefficients de Fourier de f pour une fonction intégrable, j?(n), par :

. 1 T .
f(n) = —/ ft)e ™™dt, YneZ
T Jo
La suite ( f (n))nez est appelée la suite des coefficients de Fourier de f.

La série de Fourier de f est la série Sf = > ., f(n)e, et la suite des sommes
partielles Sy f = Zi:[:_ N f (n)e,. La série de Fourier de f est convergente si la suite des
sommes partielles (.S, f) converge.

Soit a < b. On pose T = b —a et w = 2. On munit L*([a,b]) du produit scalaire

b _
(f.9) =7 J, f(g(t)dt.
On sait déja que L?([a, b]) est un espace de hilbert séparable.

La suite (e,),,c, est orthonormée.
En, effet

1 /° 1 [t 1 sin=m
nyEm) = & nt_mtdt:_ Zw(nim)tdt: iw(n—m)t
(€n,em) T/ae()e() T/ae {[e< "0 singm

iw(n—m)

Montrons que La famille (e,),, ., est totale et donc une base hilbertienne de L*([a, b]).
Soit f € L*([a,b]) et € > 0. On prolonge f par 0 en dehors de [a, b]. Par de densite,
il existe g € 6.(R,C) telle que || f — g[l2 < 5.
On peut supposer, quitte & modifier g au voisinage des point a et b que g(a) = g(b) = 0.
On peut donc prolonger g par T-périodicité & R. On a ainsi une fonction g : R — C
continue et T-périodique. Soit g : S' — C, la fonction continue telle que g (e™') = g(t)
pour tout ¢ € R.
D’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass complexe, ’ensemble des polynémes a coeffi-
cients complexes en les variables z et z sont denses dans € (S', C).
Ainsi, il existe P(z) = > 0<nm<n Anm2" 2™ tel que [|g — Plls < $. Si on pose, pour tout
t € R, P(t) = P (e"). Alors P est un polynoéme trigonométrique et | g — P||oc < 5.
Ainsi, [f = Pl <|If = glla+llg = Pl <[[f =gl +llg = Plle <5+5=¢
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Proposition 7.9 (Procédé d’orthonormalisation de Schmidt). Soit N € {1,2,3,...} U
{+oo} et soit (fu)ocpeny une famille libre de H. Il existe une famille orthonormale

(en)ocnen de H telle que, pour tout entier naturel n < N, les familles (ep)0<p<n et
(fp)0<p<n engendrent le méme sous-espace vectoriel de H.
Une telle famille peut étre construite par récurrence en posant
1
eo = 7 Jo
1 foll
et, pour 0 <n < N —1,
a 1
Tpt1 = fn+1 - PnfnJrl = fn+1 - Z<fn+1a ej>ej et €nt1 = HZC l”anrl

j=0 "*

ou P, est le projecteur orthogonal sur l’espace vectoriel engendré par la famille (fp)0<p<n.

Démonstration. Nous allons démontrer que la suite (e,),, .y définie dans I'énoncé satisfait
les conditions requises. Tout d’abord, la famille (f,,) étant supposée libre, il est clair
que pour tout n,z, # 0 et donc que e, est bien défini pour tout n. Notons E, et F,
les sous-espaces vectoriels de H engendrés, respectivement, par (e,), <p<n € (fp)o <p<n’
Clairement, Ey = F,. Supposons que, pour n < N — 1, on ait E,, = F,,. Il est clair que
ént1 € Fryq et done E, 1 C F,,11. On a aussi f,11 € E,.1, ce qui démontre I'inclusion
inverse. Ainsi, F,, = F,, pour tout 0 < n < N. Par ailleurs, pour chaque n > 1 le vecteur
€nt1 est, par construction, orthogonal & F), et donc a E,,. La famille (ey),., . est donc
orthonormale. O

Remarque 7.10. En dimension finie, le procédé d’orthonormalisation de Schmidt
permet de construire une base orthonormée a partir d’'une famille de vecteurs engendrant
I’espace. Ce procédé s’applique aussi dans un espace de Hilbert. Plus précisément
soit (fn),o une famille de vecteurs que 'on peut supposer libre, quitte & en oublier
éventuellement certains vecteurs. On note F, := Vect {fy, ..., f,} I'espace vectoriel
engendré par les vecteurs f,. .., fn, et 'on suppose avoir déja construit (e, ..., e,),
une base orthonormée de F;,. On prend alors pour e,,; un vecteur de norme un dans
F1 N F,,1, qui est un espace de dimension dim F,;; — dim F,, = 1. La famille (€n) >0
est donc telle que toute somme finie des f, s’écrit comme somme finie des e,. Si le
sous-espace vectoriel engendré par les f,, est dense, on aura la densité des combinaisons
linéaires finies des e,, et donc on conclut que (e,), -, forme une base hilbertienne.

Théoréme 7.11. Tout espace de Hilbert séparable posséde une base hilbertienne.

Démonstration. C’est essentiellement le procédé d’orthonormalisation de Schmidt ap-
pliqué a une suite de vecteurs formant un sous-ensemble dense. Plus précisément, si
(2n),>o est une suite dense dans H, on note F, := Vect{xy,...,z,} le sous-espace
vectoriel engendré par o, . .., ,. Les F,, forment une suite croissante (au sens large) de
sous-espaces vectoriels de H et dim (F,,;1) < dim (F,,) + 1. On renumérote alors les F,,
pour que ces espaces soient tous distincts, i.e. F}, étant défini, on note F),.; le premier
espace de la liste qui soit distinct de F,,. On aura alors dim (£},) = n.

Choisissons un vecteur unitaire eq dans Fj et, pour tout n > 1, choisissons un vecteur
unitaire e, € F,- | NF,. Alors (e,), -, est une base hilbertienne, puisque c’est une famille
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orthonormale, et que les combinaisons linéaires finies des e,, engendrent | J, -, F, qui,
par hypothése, est dense dans H. O

La plupart des espaces de Hilbert usuels sont séparables. Par exemple, £*(N), L*(R),
L*([a,b]), ... sont tous des espaces de Hilbert séparables.

Proposition 7.12. Deux espaces de Hilbert séparables sont isomorphes. Par conséquent
tout espace de de Hilbert séparable est isomorphe a (*(N).

Démonstration. On va montrer que H est isomorphe a (*(N). Soit (ey),, une base
hilbertienne de H. A un élément 2 = (Zn) 50 de £(N) on associe

u(z) = Z Tpen

n>0

qui est un élément de H. L’application u : £2(N) — H est clairement linéaire et elle
vérifie |u(z)|| = ||z|| d’apres 1'égalité de Parseval. Elle est donc continue et injective.
Montrons qu’elle est surjective d’inverse continu.

Par définition d’une base hilbertienne, on sait que y € H s’écrit de maniére unique

comme
o0
Y=Y Tnen
n=0
ol z 1= (%), est dans ¢*(N). Ceci prouve que y = u(x), d’ou la surjectivité de wu.
L’égalité des normes de x et y entraine alors la continuité de I'application réciproque.

O
Proposition 7.13. Un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert séparable est séparable.

Démonstration. Soit X = {x, : n > 0} un sous-ensemble dénombrable et dense de H.
Vérifions que pp(X), qui est clairement dénombrable, est bien dense dans F'. En effet,
si y € F, pour tout ¢ > 0 il existe n € N tel que ||y —z,| < e. Mais pr étant
1-lipschitizienne, et égale a I'identité sur F', on peut écrire

lpr (2n) = yll = lpF (20) = el < 20 —yll <,

ce qui montre la densité de pp(X) dans F.

URL: http://khalid-koufany.perso.math.cnrs.fr/Analyse-M1/
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