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Dans tout le chapitre K = R ou C.

1. Espaces pré-hilbertiens

Définition 1.1. Un K-espace vectoriel E est un espace pré-hilbertien si’il existe une
application ⟨·, ·⟩ : E × E → C qui vérifie :

(i) ⟨·, ·⟩ est K-linéaire par rapport à la première variable : pour tout x, y, z ∈ E et
pour tout λ ∈ K,

⟨x+ λy, z⟩ = λ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩,

(ii) ⟨·, ·⟩ est hermitienne : pour tout x, y ∈ E

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩;

(iii) ⟨·, ·⟩ est définie positive : pour tout x ∈ E,

⟨x, x⟩ ⩾ 0 et ⟨x, x⟩ = 0 ⇒ x = 0.

On dira alors que ⟨·, ·⟩ est un produit hermitien.

Remarque 1.2. (1) Une application ⟨·, ·⟩ vérifiant (i) et (ii) est dite sesquilinéaire.
(2) Si K = C, la propriété (ii) est équivalente à ∀x, y, z ∈ E, ∀λ ∈ C, ⟨x, y + λz⟩ =

⟨x, y⟩+ λ̄⟨x, z⟩, on dira alors que ⟨·, ·⟩ est C-antilinéaire.
Si K = R, les propriétés (i) et (ii) veulent dire tout simplement que ⟨·, ·⟩ est bilinéaire
symétrique.

(3) Le fait que ⟨x, x⟩ ∈ R découle aussi de la propriété (ii).

Proposition 1.3. Inégalité de Cauchy-Schwarz Soit ⟨, ⟩ un produit hermitien sur E.
Alors, pour tous x, y ∈ E

|⟨x, y⟩| ≤
√
⟨x, x⟩

√
⟨y, y⟩

avec égalité si et seulement si la famille {x, y} est liée.
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2 ESPACES DE HILBERT

Démonstration. Nous montrons la proposition pour K = C.
Pour x, y ∈ E non nuls et and s ∈ R on a

0 ≤ ∥u+ sv∥2 = ∥u∥2 + 2sRe(u, v) + s2∥v∥2

Il s’agit d’un trinôme en s qui ne change pas de signe. Son discriminant est donc négatif,
ce qui donne

|ℜ⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥ (1)

ce qui correspond à ce que nous voulons, sauf qu’il ne s’agit que de la partie réelle.
Cependant, nous savons que, pour certains ξ ∈ C avec |ξ| = 1, ℜ⟨ξx, y) = ℜ (ξ⟨x, y⟩) =
|⟨x, y⟩| et en appliquant (1) avec x remplacé par ξx on obtient l’inégalité demandée.

Le cas d’égalité correspond au cas où le discriminant du trinôme du second degré est
nul, ce qui correspond à l’existence d’une racine réelle. En particulier, avec les notations
précédentes, il existe t0 ∈ R tel que ξx+ t0y = 0, ce qui donne x = −t0ξ

−1y.
□

Corollaire 1.4. Si E est un espace pré-hilbertien, alors

∥x∥ = ⟨x, x⟩
1
2

est une norme sur E.

Démonstration. Il est immédiat que ∥λx∥ = |λ|∥x∥ quels que soient λ ∈ K et x ∈ E, et
que ∥x∥ = 0 si et seulement si x = 0. L’inégalité triangulaire découle de l’inégalité de
Cauchy-Schwarz :

∥x+ y∥2 = (x+ y, x+ y) = ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2Re⟨x, y⟩
≤ ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2|⟨x, y⟩|
≤ ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2∥x∥∥y∥
= (∥x∥+ ∥y∥)2

□

Définition 1.5. Un espace pré-hilbertien réel de dimension finie est appelé espace
euclidien et un espace pré-hilbertien complexe de dimension finie est appelé espace
hermitien.

Dans la suite, les propriétés topologiques relatives à un espace pré-hilbertien sont
entendues, sauf mention contraire, pour la norme associée définie ci-dessus.

Proposition 1.6. Soit (E, ⟨, ⟩) est un espace préhilbertien. Pour tous x, y, a, b ∈ E, on
a

(i) Théorème de Pythagore

ℜ⟨x, y⟩ = 0 ⇐⇒ ∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2

(ii) Égalité du parallélogramme

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2
(
∥x∥2 + ∥y∥2

)
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(iii) Égalité de la médiane

∥x− a∥2 + ∥x− b∥2 = 2

∥∥∥∥x− a+ b

2

∥∥∥∥2 + 2

∥∥∥∥a− b

2

∥∥∥∥2
(iv) Formule de polarisation

⟨x, y⟩ = ∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2

4
+ i

(
∥x+ iy∥2 − ∥x− iy∥2

4

)
Démonstration. Il suffit d’utiliser de la formule

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + 2ℜ⟨x, y⟩+ ∥y∥2

Les détails sont laissés au lecteur. □

Dans un C-espace préhilbertien, l’égalité

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2

n’entraîne pas forcément que ⟨x, y⟩ = 0, mais simplement ℜ⟨x, y⟩ = 0.
Rappelons aussi que deux vecteurs x et y sont orthogonaux si ⟨x, y⟩ = 0.

2. Espaces de Hilbert

Soit (H, ⟨, ⟩) un espace préhilbertien. On note ∥ · ∥ la norme associée à ⟨,⟩.

Définition 2.1. On dit que H est un espace de Hilbert si, muni de la métrique associée
à ∥ · ∥ , c’est un espace métrique complet.

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert de produit hermitien ⟨, ⟩

Remarque 2.2. (1) Étant donné que tout sous-ensemble fermé d’un espace métrique
complet est un espace métrique complet (muni de la distance induite), tout sous-espace
vectoriel fermé d’un espace de Hilbert est lui-même un espace de Hilbert (muni de la
restriction du produit hermitien).

Notons que dans un espace de Hilbert, et plus généralement dans les espaces de
dimension infinie, il existe des sous-espaces qui ne sont pas fermés (par exemple des
sous-espaces denses qui ne sont pas égaux à l’espace entier). Nous en verrons un exemple
un peu plus tard.

(2) Si E est un C-espace vectoriel normé, on peut se demander si sa norme provient
d’une norme hilbertienne. La réponse est donnée par la formule de polarisation : la
norme ∥ · ∥ est une norme hermitienne si et seulement si

⟨x, y⟩ := ∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2

4
+ i

(
∥x+ iy∥2 − ∥x− iy∥2

4

)
est une forme hermitienne. Si tel est le cas, on a bien ⟨x, x⟩ = ∥x∥2.
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Exemple 2.3. (1) Cn est un espace de Hilbert pour le produit hermitien

⟨x, y⟩ :=
n∑

j=1

xj ȳj

La norme associé étant
√
⟨x, x⟩ = ∥x∥2.

Si p ̸= 2, et n ≥ 2, alors l’espace Cn, muni de la norme

∥x∥p :=

(
n∑

j=1

|xj|p
)1/p

est un espace de Banach ; mais ce n’est pas un espace de Hilbert.En effet, prenons
x = (1, 0, . . . , 0) et y = (0, 1, . . . , 0). Alors

∥x+ y∥2p + ∥x− y∥2p = 222/p et 2
(
∥x∥2p + ∥y∥2p

)
= 4.

L’égalité du parallélogramme n’est donc pas vérifiée quand p ̸= 2.
(2) L’espace ℓ2(N;C) des suites complexes x = (xn)n≥0 telles que∑

n≥0

|xn|2 < +∞

muni du produit hermitien défini par

⟨x, y⟩ℓ2 :=
+∞∑
n=0

xnyn

est un espace de Hilbert (la complétude de cet espace a été vue au chapitre 1).
(3) L2(Rn) est un espace de Hilbert, pour le produit scalaire

⟨f, g⟩ =
∫
X

fḡdλ

La fonction à intégrer fḡ est dans L1(Rn), d’après l’inégalité de Hölder , de sorte
que ⟨f, g⟩ est bien défini. Remarquons que

∥f∥ = ⟨f, f⟩1/2 =
{∫

X

|f |2dλ
}1/2

= ∥f∥2

Dans le chapitre 2, on a vu ue L2(Rn) est complet, c’est donc bien un espace de Hilbert.
(On rappelle qu’on doit considérer un élément de L2(Rn), comme une classe d’équivalence
de fonctions).

Remarquons que l’exemple (2) est un cas particulier de (3) (pour le lesure de
comptage).

(4) L’espace L2 (S1;C) des fonctions à valeurs complexes qui sont 2π-périodiques,
c’est-à-dire telles que f(t+ 2π) = f(t) pour presque tout t ∈ R et telles que∫

[0,2π]

|f(t)|2dt < +∞



ESPACES DE HILBERT 5

muni du produit hermitien

⟨f, g⟩L2 :=
1

2π

∫
[0,2π]

f(t)g(t)dt

est un espace de Hilbert. Cet espace est canoniquement isomorphe à l’espace L2([0, 2π];C),
car toute fonction définie sur [0, 2π] coincide p.p. avec une unique fonction 2π-périodique.

(5) (c) L’espace vectoriel C ([0, 1],C) des fonctions continues complexes sur [0, 1] est
un espace préhilbertien pour le produit hermitien suivant

⟨f, g⟩ =
∫ 1

0

f(t)g(t)dt

mais n’est pas un espace de Hilbert (il est complet pour la norme ∥ · ∥∞, mais pas pour
la norme ∥ · ∥2).

En effet, C ([0, 1],C) n’est pas complet pour ∥ ·∥p pour p ∈ [1,∞[, puisque C ([0, 1],R)
n’est pas complet pour cette norme (C ([0, 1],R) est un fermé dans C ([0, 1],C)). Main-
tenant pour voir que C ([0, 1],R) n’est pas complet, on considère la suite de fonctions
(fn)n⩾2 définie par

fn(x) :=


1 si x ∈ [0, 1/2]

1− n(x− 1/2) si x ∈ [1/2, 1/2 + 1/n]
0 si x ∈ [1/2 + 1/n, 1]

On montre que
lim

n,m→∞
∥fn − fm∥p = 0

mais (fn)n⩾2 ne converge pas vers une fonction continue (à développer par le lecteur).
(6) Soient H1, H2 deux espaces de Hilbert munis des produits hermitiens ⟨, ⟩1 et ⟨, ⟩2.

Alors H1 ⊕H2 = {(x1, x2) : x1 ∈ H1, x2 ∈ H2} muni de

⟨(x1, x2) , (y1, y2)⟩ = ⟨x1, y1⟩1 + ⟨x2, y2⟩2

est un espace de Hilbert appelé somme directe de H1 et H2.

Rappelons que le complété d’un espace vectoriel normé E, est la donnée d’un espace
de Banach Ec (le complété de E) et d’une isométrie linéaire J , de E dans Ec, dont
l’image est dense dans Ec.

Si (E, ⟨·⟩) est un espace préhilbertien, on peut le compléter en un espace de Hilbert
dont E est un sous-espace dense.

Proposition 2.4. Tout espace préhilbertien (E, ⟨·⟩) admet un complété H dans lequel il
est dense.
Inversement, si E est un sous-espace vectoriel dense d’un espace de Hilbert (H, ⟨·⟩), le
complété de E est isomorphe à H.

Démonstration. On considère le K-espace vectoriel Ec des suites de Cauchy de E, muni
de la relation d’équivalence

(xn)n≥0 ∼ (yn)n≥0 ⇐⇒ lim
n→+∞

∥xn − yn∥ = 0
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Si (xn)n≥0 ∈ Ec, on note sa la classe d’équivalence de (xn)n≥0 par [(xn)n≥0].
On appelle H l’ensemble des classes d’équivalence des éléments de Ec, H = Ec/∼.
On vérifie que H est un K-espace vectoriel et que l’on peut le munir du produit hermitien〈

[(xn)n≥0], [(yn)n≥0]
〉
H
:= lim

n→+∞
⟨xn, yn⟩

Étant donné que (inégalité de Cauchy-Schwarz)

|⟨xn, yn⟩ − ⟨xm, ym⟩| = |⟨xn − xm, yn⟩+ ⟨xm, yn − ym⟩|
≤ ∥xn − xm∥ ∥yn∥+ ∥xm∥ ∥yn − ym∥

on montre que ⟨xn, yn⟩ est une suite de Cauchy, et que sa limite ne dépend que des
représentants des classes d’équivalence [(xn)n≥0] et [(yn)n≥0].
On identifie ensuite l’espace E avec un sous-espace de H en associant à x ∈ E, la classe
d’équivalence [(x)n≥0] de la suite de Ec qui est constante égale à x et on vérifie que

E ∋ x 7→ [(x)n≥0] ∈ H

est une isométrie linéaire, c’est-à-dire que

∥x∥ = ∥[(x)n≥0]∥H

La densité de E dans H se démontre comme suit. Soit ε > 0 un réel, et (xn)n≥0 une
suite de Ec. On choisit N assez grand pour que ∥xn − xm∥ ≤ ε pour m,n ≥ N . Alors

∥[(xN)n≥0]− [(xn)n≥0]∥ < ε

( (la classe d’équivalence [(xN)n≥0] de la suite constante égale à xN est à distance au
plus ε de [(xn)n≥0]) ce qui démontre la densité de E dans H. On vérifie enfin que H est
un espace métrique complet. □

Exemple 2.5. On considère l’espace L2
(

R, e−
x2

2 dx
)

qui est l’espace des fonctions
mesurables, qui sont définies sur R à valeurs dans C et dont le carré du module est
intégrable pour la mesure e−

x2

2 dx. C’est le complété de l’espace préhilbertien des fonctions
continues à support compact qui vérifient∫

R
|f(x)|2e−

x2

2 dx < +∞

et qui est muni du produit hermitien

(f, g) :=

∫
R
f(x)g(x)e−

x2

2 dx

Définition 2.6. Soient H1, H2 deux espaces de Hilbert et T : H1 → H2 une application
linéaire. On dit que L est un isomorphisme d’espaces préhilbertiens (ou un isomorphisme
isométrique) si T est une application bijective et si, pour tout x ∈ H1 on a

∥Tx∥2 = ∥x∥1
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Remarque 2.7. (1) La formule de polarisation montre que si T est une isométrie, elle
préserve le produit hermitien : pour tous x, y ∈ H1, on a

⟨Tx, Ty⟩2 = ⟨x, y⟩1.

(2) Contrairement à la dimension finie, en dimension infinie, si T cconserve les
normes, alors elle est injective, mais pas forcément bijective.

Comme exemple, l’application u : ℓ2(N) → ℓ2(N) définie par

u ((x0, x1, x2, . . . , xn, . . .)) = (0, x0, x1, x2, . . . , xn−1, . . .)

préserve la norme mais ce n’est pas un isomorphisme. C’est aussi un exemple d’application
qui est injective mais qui n’est pas surjective.

(3) On peut aussi trouver en dimension infinie des applications linéaires surjectives
qui ne sont pas injectives, comme par exemple l’application

v ((x0, x1, x2, . . . , xn, . . .)) = (x1, x2, x3, . . . , xn+1, . . .)

Celle-ci- ne conserve pas la nore de ℓ2(N).

Proposition 2.8. Soit H un espace de Hilbert. H est uniformément convexe 1 et donc
réflexif (H est isométriquement isomorphe à son bidual H ′′).

Démonstration. Soient ε > 0, et x, y ∈ H tels que ∥x∥ ⩽ 1, ∥y∥ ⩽ 1 et ∥u − v∥ > ε.
Grâce à l’identité du parallélogramme on a

∥x+ y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2)− ∥x− y∥2

⩽ 2− ε2

et donc
∥∥x+y

2

∥∥ < 1− δ avec δ = 1−
(
1− ε2

4

)1/2
> 0.

□

3. Sous-espaces fermés, applications continues

Soit H un espace de Hilbert avec ⟨, ⟩ son produit hermitien et ∥ · ∥ la norme associée.
Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace de H.

Contrairement au cas de la dimension finie, en dimension infinie F n’est pas néces-
sairement fermé. Donnons quelques exemples de ce phénomène qui est spécifique aux
espaces de dimension infinie.

Exemple 3.1. (1) Soit ℓ0(N) le sous-espace des suites de ℓ2(N) qui sont nulles à partir
d’un certain rang (c-à-d. qui ont un nombre fini de termes non nuls). Ce sous-espace est
dense dans ℓ2(N), car pour tout x = (xn)n≥0 ∈ ℓ2(N) et pour tout ε > 0, il existe m ∈ N
tel que ∑

n≥m

|xn|2 < ε

1. H est uniformément convexe si : ∀ε > 0,∃δ > 0 tel que si (∥x∥ ⩽ 1, ∥y∥ ⩽ 1 et ∥x − y∥ >
ε) alors

(∥∥x+y
2

∥∥ < 1− δ
)
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Il en résulte que si la suite x := (x̄n)n≥0 est définie par x̄n = xn pour n < m et x̄n = 0
pour n ≥ m, on aura ∥x− x∥ℓ2 ≤ ε.

D’autre part, il existe des suites de ℓ2(N) qui ont une infinité de termes non nuls, et
le sous-espace ℓ20(N) est donc distinct de ℓ2(N). Il s’ensnuit alors que ℓ20(N) ̸= ℓ20(N) et
que ℓ20(N) n’est pas fermé.

(2) On sait que l’espace vectoriel Cc(R;C) des fonctions continues à support compact
est dense dans L2(R;C). Étant donné qu’il existe des fonctions de L2(R;C) qui ne sont
pas continues, le sous-espace Cc(R;C) est donc distinct de L2(R;C). On en déduit alors
que Cc(R;C) n’est pas fermé dans L2(R;C).

(3) Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert H, alors F̄ , l’adhérence
de F dans H, est un sous-espace vectoriel fermé de H.

Définition 3.2. Si A est une partie de H, On note

A⊥ := {x ∈ H : ∀y ∈ A, ⟨x, y⟩ = 0}

l’orthogonal de A.

Si on pose φx : a 7→ ⟨a, x⟩, alors φx est une forme linéaire continue et Kerφx est
fermé.

Il en résulte que
A⊥ = (vect(A))⊥

est un sous-espace vectoriel fermé de E. D’autre part, x ∈ A⊥ si et seulement si
A ⊂ Kerφx, c’est-à-dire, puisque Kerφx est un sous-espace fermé, si et seulement si
vect(A) ⊂ Kerφx.

Proposition 3.3. Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert H, alors :
(1) F⊥ est un sous-espace vectoriel fermé ;
(2) si G est un sous-espace vectoriel inclus dans F , alors F⊥ ⊂ G⊥ ;
(3) on a l’égalité F⊥ = F̄⊥.

Démonstration. Le point (2) est facile.
(1) Il est claire que F⊥ est un sous-espace vectoriel de H.
Le fait que F⊥ soit fermé, découle de la remarque avant la proposition. Donnons une

autre peruve. Soit (xn)n≥0 une suite de F⊥ convergeant vers x ∈ H. Pour tout y ∈ F ,
on a ⟨xn, y⟩ = 0 pour tout n ≥ 0. En utilisant la sesquilinéarité de ⟨, ⟩ et l’inégalité de
Cauchy-Schwarz, on obtient

|⟨x, y⟩| = |⟨x, y⟩ − ⟨xn, y⟩| = |⟨x− xn, y⟩| ≤ ∥xn − x∥ ∥y∥

qui tend vers 0 quand n tend vers +∞. On en déduit que ⟨x, y⟩ = 0. Conclusion, x ∈ F⊥

et F⊥ est donc fermé.
(3) Tout d’abord, F ⊂ F̄ donc F̄⊥ ⊂ F⊥. Soit x ∈ F⊥ et y ∈ F̄ . Il existe une

suite (yn)n≥0 d’éléments de F qui converge vers y. Comme ci-dessus, on vérifie que
⟨x, y⟩ = limn→+∞ ⟨x, yn⟩ = 0. Donc x ∈ F̄⊥, d’où F⊥ ⊂ F̄⊥. □

Dans les espaces de dimension infinie, de même qu’il existe des sous-espaces qui ne
sont pas fermés, il existe des applications linéaires qui ne sont pas continues. Donnons
quelques exemples d’applications linéaires continues définies entre espaces de Hilbert de
dimensions infinies.
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Exemple 3.4. (1) Si g : R → C est une fonction continue bornée, l’application Mg

définie de L2(R;C) dans lui-même, par

Mg(f) := gf

est continue. En effet,

∥Mgf∥2 ≤
(
sup
t∈R

|g(t)|
)
∥f∥2

On peut même vérifier qu’il suffit que g soit mesurable et appartienne à L∞(R;C) pour
que Mg soit une application continue. Si tel est le cas, on montrera que la norme de Mg

est égale à ∥g∥∞.
(2) L’application I : L2([0, 1];C) → L2([0, 1];C) définie par

I(f)(x) :=

∫
[0,x]

f(y)dy

pour tout x ∈ [0, 1], est continue. En effet, on a

|I(f)(x)| ≤
∫
[0,1]

|f(y)|dy ≤
(∫

[0,1]

|f(y)|2dy
)1/2

= ∥f∥2

donc

∥I(f)∥2 =
(∫

[0,1]

|I(f)(x)|2dx
)1/2

≤
(∫

[0,1]

∥f∥22dx
)1/2

= ∥f∥2

L’application I est donc continue.
Remarquons que l’inégalité de Cauchy-Schwarz (ou Hölder) nous assure que, pour

tout x < y

|I(f)(y)− I(f)(x)| =
∫
[x,y]

|f(t)|dt ≤
(∫

[x,y]

|f(t)|2dt
)1/2

|y − x|1/2 = ∥f∥2|y − x|1/2

donc x 7→ I(f)(x) est continue sur [0, 1]. On prendra soin de ne pas confondre le fait
que I(f) est une fonction continue sur [0, 1] et le fait que l’application f 7→ I(f) est une
application continue de L2([0, 1];C) dans lui même.

(3) Soit U : ℓ2(N) → ℓ2(N) l’application définie par

U
(
(xn)n≥0

)
:=

(
xn

n+ 1

)
n≥0

On vérifie que
∥U(x)∥ℓ2 ≤ ∥x∥ℓ2

pour tout x ∈ ℓ2(N). Donc, U est une application linéaire continue. Clairement, l’image
de l’application U contient ℓ0(N), l’espace des suites nulles à partir d’un certain rang,
donc l’image de U est dense dans ℓ2(N). En revanche, l’image de U n’est pas fermée :
par exemple, la suite

(
(n+ 1)−3/2

)
n≥0

est clairement un élément de ℓ2(N) mais elle
n’appartient pas à l’image de U .
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Rappelons que le dual topologique de H est l’espace vectoriel H ′ des formes linéaires
continues définies sur H, est muni de la norme définie par

∥u∥H′ := sup
∥x∥=1

|u(x)|.

Proposition 3.5. L’espace H ′ est un espace de Hilbert, pour la norme ci-dessus.

On sait que l’espace H ′ est un espace de Banach, c’est le résultat 2 du Théorème
2.9 du chapitre 1. Que H ′ soit un espace de Hilbert, c’est-à-dire le fait que la norme
définie ci-dessus est induite par un produit hermitien, c’est moins clair et cela résultera
du Théorème de représentation de Riesz que nous verrons plus loin.

4. Théorème de la projection sur un convexe

Commençons par le Théorème de la projection sur un ensemble convexe fermé.

Théorème 4.1 (Théorème de la projection sur un convexe fermé). Soit H un espace
de Hilbert et F un sous-ensemble convexe fermé de H. Pour tout x ∈ H, il existe un
unique y ∈ F tel que

∥x− y∥ = d(x, F ) := inf
z∈F

∥x− z∥

De plus, {
si x ∈ F alors y = x

si x /∈ F alors y est caractérisé par ℜ⟨x− y, z − y⟩ ≤ 0, ∀z ∈ F

Démonstration. Soit x ∈ H, D’après la caractérisation séqeuntielle, il existe (yn)n≥0 une
suite d’éléments de F telle que

lim
n→+∞

∥x− yn∥ = inf
z∈F

∥x− z∥ = d(x, F ) (2)

Montrons que (yn)n≥0 est une suite de Cauchy dans F . Pour ceci, remarquons que F
étant supposé convexe

ym + yn
2

∈ F

en particulier, ∥∥∥∥x− ym + yn
2

∥∥∥∥ ≥ d(x, F ) (3)

D’après (2), pour tout ε > 0, il existe un entier nε ≥ 0 tel que pour tout n ≥ nε on a
∥x− yn∥ ≤ d(x, F ) + ε.
Utilisons maintenant l’égalité du parallélogramme

∥yn − ym∥2 + ∥2x− yn − ym∥2 = 2
(
∥yn − x∥2 + ∥ym − x∥2

)
et l’inégalité (3) ci-dessus, pour conclure que

∥yn − ym∥2 ≤ 4
(
( d(x, F ) + ε)2 − d(x, F )2

)
= 4ε(2 d(x, F ) + ε)

2. Si (F, ∥ · ∥F ) est un espace de Banach, alors l’espace L (E,F ) muni de la norme ∥ · ∥L (E,F ) est
un espace de Banach.
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pour tous n, m ≥ nε. On en déduit que (yn)n≥0 est une suite de Cauchy de H, qui est
complet, donc elle converge vers un élément y ∈ H. Comme F est supposé, fermé, on
conclut que y ∈ F . En passant à limite dans (2) quand n tend vers +∞, on obtient

∥y − x∥ = d(x, F )

Montrons maintenant l’unicité de y. Si y1, y2 sont deux points réalisant le minimum
de la distance de x à F , l’égalité du parallélogramme nous assure que

∥y1 − y2∥2 = 2
(
∥y1 − x∥2 + ∥y2 − x∥2

)
−4

∥∥∥∥x− y1 + y2
2

∥∥∥∥2 ≤ 4 d(x, F )2−4 d(x, F )2 = 0

donc y1 = y2.
Montrons enfin que y est caractérisé par le fait que ℜ⟨x− y, z − y⟩ ≤ 0 pour tout

z ∈ F . Pour cela, on utilise le fait que l’ensemble F étant convexe, le segment [y, z] ⊂ F .
On peut alors calculer

d(x, F )2 ≤ ∥x− zt∥2 = ∥x− y∥2 + 2ℜ ⟨x− y, y − zt⟩+ ∥y − zt∥2

où zt = (1− t)y + tz, pour tout t ∈ [0, 1]. Comme ∥x− y∥2 = d(x, F )2, on conclut que

2ℜ ⟨x− y, y − zt⟩+ ∥y − zt∥2 ≥ 0

Donc 2tℜ⟨x − y, z − y⟩ ≤ t2∥y − z∥2, pour tout t ∈ [0, 1] en divisant par t > 0 et
en faisant tendre t vers 0 , on en déduit que ℜ⟨x − y, z − y⟩ ≤ 0. Ce qui termine la
démonstration.

□

Corollaire 4.2. Soit H un espace de Hilbert et F un sous-ensemble convexe fermé de
H. Il existe un unique a ∈ F tel que

∥a∥ = inf
x∈F

∥x∥

Un cas particulièrement important d’ensemble convexe est celui des sous-espaces
vectoriels. On obtient alors comme corollaire du résultat suivant :

Théorème 4.3 (Théorème de la projection). Soit H un espace de Hilbert et F un sous
espace vectoriel fermé de H. Il existe une unique application linéaire pF : E → F telle
que, pour tout x ∈ H,

∥x− pF (x)∥ = d(x, F ) := inf
z∈F

∥x− z∥

De plus pF (x) est l’unique élément de F vérifiant cette égalité et x−pF (x) est orthogonal
à tout vecteur de F. Enfin pF est 1-lipschitzienne, donc continue. Autrement dit

∥pF (x)− PF (y)∥ ≤ ∥x− y∥

pour tous x, y ∈ E.
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Démonstration. L’existence de pF est garantie lar le Theoreme 4.1. Montrons que
x− pF (x) ∈ F⊥. On sait déjà que, pour tout z ∈ F , on a

ℜ⟨x− y, z − y⟩ ≤ 0

Mais F étant un sous-espace vectoriel on en déduit que ℜ⟨x − y, w⟩ ≤ 0 pour tout
w ∈ F . En remplaçant w par −w puis par iw, on conclut que ℜ⟨x − y, w⟩ = 0 et
Im⟨x− y, w⟩ = 0, donc ⟨x− y, w⟩ = 0 pour tout w ∈ F .

La linéarité de pF est évidente. Reste enfin à vérifier que pF est 1-lipschitizienne. Or,
puisque les vecteurs

a = (x− pF (x))− (y − pF (y)) = x− y − pF (x− y)

b = pF (x)− pF (y) = pF (x− y)

sont orthogonaux, cela résulte immédiatement du Théorème de Pythagore

∥x− y∥2 = ∥(x− pF (x))− (y − pF (y))∥2 + ∥pF (x)− pF (y)∥2 ≥ ∥pF (x)− pF (y)∥2

□

L’exemple le plus élémentaire de sous-espace fermé d’un espace de Hilbert est celui
des sous-espaces de dimension finie. Supposons que F est engendré par les vecteurs
e1, . . . , en qui forment une famille orthonormée, la projection pF peut alors s’écrire

pF (x) =
n∑

j=1

⟨x, ej⟩ ej

Pour démontrer ce résultat, il suffit de vérifier que x − pF (x) ∈ F⊥ ou encore que
x− pF (x) est orthogonal à tous les ej, ce qui résulte du calcul suivant

⟨x− pF (x), ej⟩ = ⟨x, ej⟩ − ⟨x, ej⟩ = 0

Voici une autre conséquence du Théorème de la projection.

Corollaire 4.4. Si F est un sous-espace fermé de H, alors H = F⊕F⊥. Par conséquent,
si F est un sous-espace fermé,

(
F⊥)⊥ = F .

Plus généralement, si F est un sous-espace de H - qui n’est pas nécessairement fermé -
on a

(
F⊥)⊥ = F̄ .

Démonstration. La première partie de l’énoncé n’est qu’une reformulation du Théorème
de la projection sur un sous-espace fermé qui permet de décomposer

x = pF (x) + (x− pF (x)) ,

avec x− pF (x) ∈ F⊥ et le fait que F ∩ F⊥ = {0}.
La seconde partie de l’énoncé résulte de ce que, par définition, F ⊂

(
F⊥)⊥. Si

l’inclusion était stricte, il existerait, en vertu de la décomposition déjà démontrée, un
élément x ̸= 0 tel que x ∈

(
F⊥)⊥ et x /∈ F d’où x ∈

(
F⊥)⊥∩F⊥ (voir x = 0+x comme

l’unique décomposition de x avec 0 ∈ F ). Mais nécessairement ⟨x, x⟩ = 0 d’où x = 0, ce
qui constitue une contradiction.

Enfin, dans le cas général, on a vu dans la Proposition 3.3 que F⊥ = F̄⊥, donc(
F⊥)⊥ =

(
F̄⊥)⊥ = F̄ . □
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Corollaire 4.5 (Critère de densité). Soit F un sous-espace vectoriel de H. Alors, F est
dense dans H si et seulement s’il n’existe pas d’élément a ̸= 0 dans H tel que ⟨x, a⟩ = 0
pour tout x ∈ F , autrement dit, si et seulement si F⊥ = {0}.

Démonstration. Il suffit de rappeler que F⊥ = F̄⊥. □

Exemple 4.6. Soit ℓ0(N) l’ensemble des suites de ℓ2(N) qui sont nulles à partir d’un
certain rang, et en la suite dont tous les termes sont nuls sauf le n-ième qui est égal à 1 .

Si x := (xn)n≥0 est orthogonal à ℓ0(N), on a (x, en)ℓ2 = xn = 0, donc x = 0. On
conclut que ℓ0(N) est dense dans ℓ2(N).

5. Théorèmes de représentation de Riesz

Soit H un espace de Hilbert. Pour tout a ∈ H, on note φa la forme linéaire définie
par

φa(x) := ⟨x, a⟩

pour tout x ∈ H. On vérifie que φa ∈ H ′ et que

∥φa∥H′ = ∥a∥

En effet, l’inégalité de Cauchy-Schwarz nous assure que

|φa(x)| = |⟨x, a⟩| ≤ ∥a∥∥x∥

donc ∥φa∥H′ := sup∥x∥=1 |φa(x)| ≤ ∥a∥. Enfin, φa(a) = ∥a∥2 ce qui montre que ∥φa∥H′ ≥
∥a∥. D’où l’égalité.

Théorème 5.1 (Théorème de représentation de Riesz). Soit H un espace de Hilbert
et u ∈ H ′ une forme linéaire continue sur H. Alors, il existe un unique a ∈ H tel que,
pour tout x ∈ H,

u(x) = φa(x) = ⟨x, a⟩

De plus, l’application a 7→ φa qui est définie de H sur H ′, est un isomorphisme anti-
linéaire isométrique.

Démonstration. On se donne u ∈ H ′. Démontrons l’existence de a ∈ H tel que u = φa.
Si u = 0, il suffit de prendre a = 0. On suppose donc désormais que u ̸= 0. Comme u est
une forme linéaire continue sur H, l’espace F = Keru est un sous-espace fermé de H et
le Corollaire 4.4 nous permet de décomposer

H = F ⊕ F⊥

On remarque que F⊥ est de dimension un, car si a ∈ F⊥ est un vecteur non nul et si
x ∈ F⊥, on peut écrire

u

(
x− u(x)

u(a)
a

)
= 0

donc
x− u(x)

u(a)
a ∈ F ∩ F⊥ = {0}.
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Ainsi, x = u(x)
u(a)

a, ce qui montre que F⊥ est engendré par a et est donc de dimension un.
Maintenant, choisissons a ∈ F⊥ tel que u(a) = ⟨a, a⟩ = ∥a∥2H . On prétend que u(x) =

⟨x, a⟩, pour tout x ∈ H. En effet, si x ∈ F les deux termes sont nuls, si x = λa pour un
certain λ ∈ C, les deux termes valent λu(a). Par linéarité, les deux termes sont égaux
sur F ⊕ F⊥ = H. Ainsi pour tout u ∈ H ′, il existe a ∈ H tel que u = φa, autrement dit,
l’application a 7→ φa est surjective de H dans H ′. Cette application est en plus injective,
car si a ≠ 0, φa est non nulle (par exemple φa(a) = ∥a∥2H ̸= 0 ). Enfin, nous avons déjà
vérifié que cette application est une isométrie, i.e. ∥φa∥H′ = ∥a∥. □

Remarque 5.2. Ce résultat généralise donc le résultat classique connu pour un espace
euclidien E : si u est une forme linéaire sur E, il existe y ∈ E tel que u(x) = ⟨x, y⟩.

Pour tous u, v ∈ H ′, on pose

⟨u, v⟩H′ := ⟨b, a⟩,

où a, b ∈ H sont définis par u = φa et v = φb.

Corollaire 5.3. L’espace H ′ est un espace de Hilbert pour le produit hermitien ⟨·, ·⟩H′.

Nous allons maintenant étendre le théorème de Riesz aux formes sesquilinéaires.
Rappelons qu’une forme sesquilinéaire Φ : H ×H → C est continue sur H s’il existe

une constante C telle que
|Φ(x, y)| ≤ C∥x∥∥y∥,

pour tous x, y ∈ H.

Théorème 5.4 (Théorème de représentation de Riesz (version sesquilinéaire)). Soit Φ
une forme sesquilinéaire continue sur un espace de Hilbert H. Alors, il existe une unique
application linéaire continue A : H → H telle que

Φ(x, y) = ⟨x,Ay⟩

pour tous x, y ∈ H.

Démonstration. D’après l’hypothèse de continuité, pour chaque y ∈ H fixé la forme
linéaire x 7→ Φ(x, y) est continue. Le Théorème de Riesz nous assure qu’il existe ay ∈ H
unique tel que Φ(x, y) = ⟨x, ay⟩. Vérifions que l’application A : H → H définie par
Ay := ay est linéaire et continue.

La linéarité résulte immédiatement de l’unicité dans le Théorème de représentation
de Riesz et de la sesquilinéarité de Φ. Pour la continuité, nous avons par hypothèse

∥Ay∥2 = ⟨Ay,Ay⟩ = Φ(Ay, y) ≤ C∥y∥∥Ay∥

On en déduit que
∥Ay∥ ≤ C∥y∥

et donc la continuité de A.
□
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Une conséquence de ce théorème est l’existence et la continuité de l’adjoint.

Définition 5.5. Soit T : H → H une application linéaire continue sur un espace de
Hilbert. On appelle adjoint de T et l’on note T ∗, un endomorphisme continu A∗ : H → H
vérifiant

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩

pour tous x, y ∈ H.

Notons que si T possède un adjoint, il résulte de l’injectivité de l’application a 7→ φa

que cet adjoint est unique. En ce qui concerne l’existence de l’adjoint d’une application
linéaire continue, nous avons le :

Corollaire 5.6. Si T : E −→ F est un opérateur continu entre espaces de Hilbert, alors
son adjoint est bien défini et c’est encore un opérateur continu.

Démonstration. La forme sesquilinéaire Φ(x, y) := ⟨Tx, y⟩ est continue, vu que

|⟨Tx, y⟩| ≤ ∥Tx∥∥y∥ ≤ ∥T∥L (H,H)∥x∥∥y∥

D’après le Théorème 5.4 de représentation de Riesz , il existe donc une unique application
linéaire continue A∗ telle que ⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩. □

Lex propriétés suivantes se déduisent immédiatement de la définition de l’adjoint.

Proposition 5.7. Soit H un espace de Hilbert. L’application de H ′ dans lui même
définie par T 7→ T ∗ est une application linéaire si K = R, antilinéaire si K = C. C’est
une isométrie involutive, c-à-d. T ∗∗ = T pour tout T ∈ H ′. De plus (TS)∗ = S∗T ∗ pour
tout T, S ∈ H ′.

Proposition 5.8. Pour tout T ∈ L (H), on a

∥TT ∗∥ = ∥T ∗T∥ = ∥T∥2.

Démonstration. Bien sûr, ∥T ∗T∥ ≤ ∥T∥2. Par ailleurs,

∥Tx∥2 = ⟨Tx, Tx⟩ = ⟨x, T ∗Tx⟩ ≤ ∥x∥2 ∥T ∗T∥ .

ce qui montre que ∥T∥2 ≤ ∥T ∗T∥. On a donc ∥T ∗T∥ = ∥T∥2 et, en appliquant ce résultat
à T ∗, on obtient ∥TT ∗∥ = ∥T ∗∥2 = ∥T∥2. □

Définition 5.9. Soit T : H → H une application linéaire continue définie sur un espace
de Hilbert H. On dit que T est un opérateur hermitien ou auto-adjoint si T = T ∗.
Autrement dit, si

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, Ty⟩

pour tous x, y ∈ H.
Remarquons que si T est un opérateur auto-adjoint, alors pour tout x ∈ H, ⟨Tx, x⟩ ∈

R. On appelle opérateur auto-adjoint positif tout opérateur T ∈ L (H) auto-adjoint
tel que

∀x ∈ H ⟨Tx, x⟩ ∈ R+.
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Exemple 5.10. L’opérateur de projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel
fermé F ⊂ H est un opérateur hermitien.

Proposition 5.11. On suppose que H ̸= {0}. Pour tout opérateur auto-adjoint T ∈
L (H),

∥T∥ = sup{|(⟨x, x⟩| avec x ∈ H et ∥x∥ = 1}.

Démonstration. Soit γ le second membre de l’égalité. On a évidemment γ ≤ ∥T∥ et,
pour tout x ∈ H, |⟨Tx, x⟩| ≤ γ∥x∥2. Supposons par exemple K = C et soient y, z ∈ E et
λ ∈ R. Alors

|⟨T (y ± λz), y ± λz⟩| =
∣∣⟨Ty, y⟩ ± 2λℜ⟨Ty, z⟩+ λ2⟨Tz, z⟩

∣∣ ≤ γ∥y ± λz∥2

On en déduit, par combinaison,

4|λ||ℜ⟨Ty, z⟩| ≤ γ
(
∥y + λz∥2 + ∥y − λz∥2

)
= 2γ

(
∥y∥2 + λ2∥z∥2

)
,

et ceci pour tout réel λ. Ceci entraîne que |ℜ⟨Ty, z⟩| ≤ γ∥y∥ ·∥z∥ (condition pour qu’une
fonction polynômiale de degré inférieur ou égal à 2 sur R soit de signe constant). Il
suffit maintenant de choisir z = Ty pour obtenir ∥Ty∥ ≤ γ∥y∥ pour tout y ∈ H et donc
∥T∥ ≤ γ. □

Nous donnons maintenant une autre application du Théorème de représentation de
Riesz. Nous aurons besoin de la :

Définition 5.12. Soit H un espaced e Hilbert. On dit qu’une forme bilinéaire (si H est
réel) ou sesquilinéaire (si H est complexe) Φ de H est coercive, s’il existe une constante
c > 0 telle que Φ(x, x) ≥ c∥x∥2.

Rappelons que si Φ une forme sesquilinéaire continue sur un espace de Hilbert H,
alors d’après le Théorème 5.4 de représentation de Riesz, il existe une unique application
linéaire continue T : H → H telle que Φ(x, y) = ⟨x, Ty⟩ pour tous x, y ∈ H.

Proposition 5.13. On suppose que Φ est une forme hermitienne continue et coercive,
alors l’application T définie ci-dessus est inversible et d’inverse continu. De plus T = T ∗.

Démonstration. Piusque Φ est coercivité, on a

⟨x, Tx⟩ = Φ(x, x) ≥ c∥x∥2

et par conséquent, si Tx = 0 alors x = 0, ce qui montre que T est injective.
Montrons que T est surjective. Remarquons d’abord x 7→ N (x) :=

√
Φ(x, x) définit

une norme sur H. Cette norme est équivalente à la norme ∥ · ∥. En effet, la continuité
de Φ nous assure l’existence d’une constante C > 0 telle que

Φ(x, x) ≤ C∥x∥2

et la coercivité de Φ nous assure l’existence d’une constante c > 0 telle que

Φ(x, x) ≥ c∥x∥2
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ce qui démontre que les deux normes sont équivalentes. En particulier, l’espace H
muni du produit hermitien Φ et de la norme N est un espace de Hilbert (c’est pour
démontrer la complétude de cet espace que nous utilisons le fait que les deux normes
sont équivalentes, donc que toute suite de Cauchy pour une norme est une suite de
Cauchy pour l’autre).

Soit z ∈ H. Définissons la forme linéaire continue φz ∈ H ′ par

φz(x) := ⟨x, z⟩

D’après le Théorème de représentation de Riesz, appliqué à la forme linéaire φz dans
l’espace de Hilbert H muni de la forme hermitienne Φ, il existe un unique y ∈ H tel que

φz(x) = Φ(x, y)

ou encore
Φ(x, y) = ⟨x, z⟩

pour tout x ∈ H, c-à-d.,
⟨x, Ty⟩ = ⟨x, z⟩

pour tout x ∈ H. Donc Ty = z, ce qui démontre que T est surjective.
Pour montrer que T−1 est continue, il suffit de remarquer que la coercivité et la

continuité de Φ nous permettent d’écrire que

c∥x∥2 ≤ Φ(x, x) = ⟨x, Tx⟩ ≤ C∥Tx∥∥x∥

donc c∥x∥ ≤ C∥Tx∥, ce qui nous permet de conclure que c ∥T−1y∥ ≤ C∥y∥ en prenant
x = T−1y. Ceci démontre la continuité de T−1.

Enfin, par définition
Φ(x, y) = ⟨x, y⟩ = ⟨T ∗x, y⟩

pour tous x, y ∈ H. D’autre part, Φ étant supposée hermitienne, on peut écrire

Φ(x, y) = Φ(y, x) = ⟨y, Tx⟩ = ⟨Tx, y⟩

Donc ⟨T ∗x, y⟩ ,= ⟨Tx, y⟩, pour tous x, y ∈ H et l’on conclut que T = T ∗.
□

Théorème 5.14 (Théorème de Hahn-Banach dans un espace de Hilbert). Soit F un
sousespace d’un espace de Hilbert H. On suppose qu’il existe x0 /∈ F̄ . Alors, il existe une
forme linéaire continue φ ∈ H ′ telle que φ(x0) = 1 et φ|F = 0.

Démonstration. Posons G := F⊥ = (F̄ )⊥ ; c’est un sous-espace fermé de H. Le théorème
de la projection, assure une décomposition unique de x

x0 = pG(x0) + (x0 − pG(x0)) ∈ G⊕G⊥

où x0 − pG(x0) ∈ G⊥ = F̄ . Or pG(x0) ̸= 0 (sinon on aurait x ∈ F̄ ), on peut donc définir

a :=
pG(x0)

∥pG(x0)∥2
∈ F⊥ = F̄⊥

puis considérons maintenant la forme linéaire φ = φa : x 7→ ⟨x, a⟩. Clairement, φa(x0) =
⟨x0, a⟩ = 1 et φa(z) = ⟨z, a⟩ = 0 pour z ∈ F̄ . □
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Le critère de densité d’un sous-espace vectoriel peut aussi une conséquence de cette
version du théorème de Haahn-Banach.

Corollaire 5.15 (Critère de densité). Soit F un sous-espace vectoriel de H. Alors,
F est dense dans H si et seulement s’il n’existe pas d’élément a ̸= 0 dans H tel que
⟨x, a⟩ = 0 pour tout x ∈ F .

Théorème 5.16 (Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert réel et Φ : H ×H → R
une forme bilinéaire continue et coercive et soit L : H → R une forme linéaire continue
sur H. Alors il existe un unique a ∈ H tel que

∀x ∈ H,Φ(a, x) = L(x)

De plus, si Φ est symétrique, alors a est caractérisé par la propriété

1

2
Φ(a, a)− L(a) = min

x∈H

{
1

2
Φ(x, x)− L(x)

}
Démonstration. Voir TD. □

Exemple 5.17 (Résolution d’un problème elliptique). Le théorème de Lax-Milgram
est utilisé dans la résolution des équations différentielles ou des équations aux dérivées
partielles. Voici un exemple simple. Définissons I =]0, 1[. et H1(I) l’espace de Sobolev
des fonctions de L2 admettant une dérivée dans L2. L’espace H1(I) est un espace de
Hilbert muni du produit scalaire

⟨u, v⟩H1 = ⟨u, v⟩L2 + ⟨u′, v′⟩L2

Soient f ∈ L2(I), α ∈ C 1([0, 1]) et λ > 0. On suppose qu’il existe α0 > 0 tel que,
pour tout x ∈ [0, 1], α(x) ⩾ α0.

On considère le problème elliptique (avec conditions de Dirichlet au bord){
− (αu′)′ + λu = f
u(0) = u(1) = 0

Si u est une solution de ce problème, alors par une intégration par parties, on montre
que pour tout fonction v suffisamment régulière vérifiant v(0) = v(1), on a∫

I

αu′v′ + λ

∫
I

uv =

∫
I

fv

Posons

Φ(u, v) =

∫ 1

0

α(x)u′(x)v′(x)dx+ λ

∫ 1

0

u(x)v(x)dx

L(v) =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx

On a ainsi, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

|Φ(u, v)| ⩽ ∥α∥L∞ ∥u′∥L2 ∥v′∥L2 + λ∥u∥L2∥v∥L2

⩽ (∥α∥L∞ + λ)λ∥u∥H1∥v∥H1
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Donc Φ est continue, de constante de continuité égale à ∥α∥L∞ + λ. De plus, on a :

Φ(v, v) =

∫ 1

0

α(x)v′(x)2 dx+ λ

∫ 1

0

v(x)2 dx

⩾ α0 ∥v′∥2L2 + λ∥v∥2L2

⩾ min (α0, λ) ∥v∥2H1

Donc Φ est coercive, de constante de coercivité égale à min (α0, λ). Enfin, on a, par
l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

|L(v)| ⩽ ∥f∥L2∥v∥L2

⩽ ∥f∥L2∥v∥H1

Donc L est continue, de constante de continuité égale à ∥f∥L2∥v∥L2 .
Par le théorème de Lax-Milgram, le problème :

∀v ∈ H1
0 (0, 1) , Φ(u, v) = L(v)

équivalent au problème elliptique considéré, admet donc une unique solution u ∈ H1
0 (0, 1).

6. Convergence faible

Définition 6.1. Soit H un espace de Hilbert. On dit que la suite (xn)n∈N de H converge
faiblement vers x ∈ H, et on note xn ⇀ x, si

∀y ∈ H, ⟨xn, y⟩ → ⟨x, y⟩, lorsque n → +∞

L’élément x est alors appelé la limite faible de la suite (xn).

Proposition 6.2. Si (xn) converge fortement vers x, alors (xn) converge faiblement
vers x.

Démonstration. En effet, pour tout y ∈ H,

|⟨xn, y⟩H − ⟨x, y⟩H | = |⟨xn − x, y⟩H | ≤ ∥xn − x∥H ∥y∥H → 0

□

Remarque 6.3. La réciproque est en général fausse. Par exemple, on vérifie aisément
que la suite (xn) de l’espace H = ℓ2 définie par

x(j)
n =

{
1 si j = n

0 sinon

converge faiblement vers 0 alors que pour tout n, ∥xn∥ = 1.

Proposition 6.4 (Unicité de la limite faible). Si (xn) converge faiblement, alors sa
limite faible est unique.
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Démonstration. Soient x et x′ deux limites faibles de (xn). Alors par définition de la
convergence faible, on a

lim
n→+∞

⟨xn, y⟩H = ⟨x, y⟩H = ⟨x′, y⟩H ∀y ∈ H

soit ⟨x− x′, y⟩H = 0 pour tout y ∈ H. Donc x = x′. □

En dimension finie, convergences faible et forte coïncident :

Proposition 6.5. Si H est de dimension finie et (xn) est une suite d’éléments de H,
alors (xn) converge faiblement, si et seulement si, (xn) converge fortement.

Démonstration. Soit (ek)k=1,...,N une base orthonormée de H. Si (xn) converge faiblement
vers x ∈ H, alors pour tout k = 1, . . . , N , la suite scalaire (⟨xn, ek⟩)n∈N converge vers
⟨x, ek⟩. Donc

∥xn − x∥2 =
N∑
k=1

(⟨xn, ek⟩ − ⟨x, ek⟩)2 → 0

Cela prouve que (xn) converge fortement vers x. La réciproque est toujours vraie, même
en dimension infinie. □

Le théorème de représentation de Riesz permet d’obtenir la version suivante du
théorème de Banach-Alaoglu dans un espace de Hilbert que nous rappelons :

Théorème 6.6 (Banach-Alaoglu). Soit E un espace normé séparable. Pour toute suite
bornée (Tn)n de E ′, il existe une suite extraite (Tnk

)k et une forme linéaire continue
T ∈ E ′ telles que

∀x ∈ E, lim
k→∞

Tnk
x = Tx

Théorème 6.7. Dans un espace de Hilbert, si (xn) est une suite bornée dans H, alors
il existe une sous-suite (xnk

) qui converge faiblement vers un élément x ∈ H.

Démonstration. Supposons d’abord que H est séparable. Soit (xn) une suite bornée de
H. Le théorème de Banach-Alaoglu appliqué à la suite (φxn) assure l’existence d’une
suite extraite (xnk

) et d’un φ ∈ H ′ tels que

∀y ∈ H, lim
k→+∞

φnk
(y) = φ(y)

Par le théorème re représentation de Riesz, il existe un élément x ∈ H tel que φ = φx,
ce qui démontre la propriété dans le cas séparable.

Venons-en au cas général. Soit (xn) une suite bornée de H et soit F l’adhérence du
sous-espace vectoriel de H engendré par {xn}n∈H. Cet espace est, par construction, un
espace de Hilbert séparable. D’après la première partie de la démonstration. il existe
une suite extraite (xnk

) et un point x ∈ F tels que

∀y ∈ F lim
k→+∞

⟨xnk
, y⟩ = ⟨x, y⟩

Comme ceci a lieu aussi bien évidemment si y ∈ F⊥, il suffit maintenant de voir que
H = F ⊕ F⊥. □
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Notons qu’une forme de réciproque est vraie :

Proposition 6.8. Si H est un espace de Hilbert, alors toute suite (xn) qui converge
faiblement est bornée.

Démonstration. C’est une conséquence du théorème de Banach-Steinhaus En effet,
définissons la forme linéaire Tn : H → R par φn(z) = ⟨z, xn⟩H . Alors par définition de
la convergence faible, la suite d’opérateurs Tn converge simplement vers l’opérateur
T défini par T (z) = ⟨z, x⟩H . Donc, d’après Banach-Steinhaus, les normes ∥Tn∥H′ des
opérateurs Tn sont bornées par une constante M , avec

∥Tn∥H′ = sup
y∈H,∥y∥H≤1

|Tn(y)| = sup
y∈H,∥y∥H≤1

|⟨y, xn⟩| = ∥xn∥H ≤ M ∀n ≥ 0

□

Voici une application de la proposition précédente :

Corollaire 6.9. On suppose que (xn) converge faiblement vers x dans H et que (yn)
converge fortement vers y dans H. Alors la suite réelle (⟨xn, yn⟩) converge vers ⟨x, y⟩.

Démonstration. Preuve. Comme (xn) converge faiblement, (xn) est bornée par une
constante M : ∥xn∥ ≤ M pour tout n ∈ N. Alors, par inégalité triangulaire et Cauchy-
Schwartz,

|⟨xn, yn⟩ − ⟨x, y⟩| ≤ |⟨xn, yn⟩ − ⟨xn, y⟩|+ |⟨xn, y⟩ − ⟨x, y⟩|
≤ ∥xn∥ ∥yn − y∥+ |⟨xn, y⟩ − ⟨x, y⟩|
≤ M ∥yn − y∥+ |⟨xn, y⟩ − ⟨x, y⟩|

Le membre droit de la dernière inégalité tend vers 0 car (yn) converge fortement vers y
et, par convergence faible, (⟨xn, yn⟩) converge vers ⟨x, y⟩. On en déduit que (⟨xn, yn⟩)
converge vers ⟨x, y⟩.

□

Nous précisons ci-dessous le rapport entre convergence faible et convergence forte.
Si (xn) converge faiblement vers x dans H, alors la suite des normes (∥xn∥H) ne

converge pas nécessairement vers ∥x∥H . On a cependant le résultat de semi-continuité
suivant :

Proposition 6.10. Soit (xn) une suite d’un espace de Hilbert H qui converge faiblement
vers x ∈ H. Alors

∥x∥ ≤ lim inf
n→+∞

∥xn∥

Autrement dit, la fonction x → ∥x∥ est séquentiellement semi-continue inférieurement
pour la convergence faible.

Démonstration. Soit y ∈ H avec ∥y∥ ≤ 1. Alors, par définition de la convergence faible,
on a

⟨x, y⟩ = lim
n→+∞

⟨xn, y⟩ ≤ lim inf
n→+∞

∥xn∥ ∥y∥ ≤ lim inf
n→+∞

∥xn∥

Donc
∥x∥H = sup

y∈H,∥y∥≤1

⟨x, y⟩ ≤ lim inf
n→+∞

∥xn∥

□
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L’inégalité dans la proposition précédente est stricte, sauf si la convergence est en
fait forte :

Proposition 6.11. Soit (xn) une suite d’un espace de Hilbert H qui converge faiblement
vers x ∈ H. Si

∥x∥H = lim
n→+∞

∥xn∥H

alors (xn) converge fortement vers x.

Démonstration. En effet,

∥x− xn∥2H = ⟨x− xn, x− xn⟩H = ⟨x− xn, x⟩H − ⟨x, xn⟩H + ∥xn∥2H

Par convergence faible, les suites (⟨x− xn, x⟩H) et (⟨x, xn⟩H) convergent respectivement
vers 0 et ∥x∥2H . Par hypothèse,

(
∥xn∥2H

)
tend vers ∥x∥2H . Par conséquent,

(
∥x− xn∥2H

)
tend vers 0 , ce qui prouve que (xn) converge fortement vers x. □

7. Bases hilbertiennes et orthonormalisation de Schmidt

Théorème 7.1. Soit H un Hilbert, (xn)n∈N une famille de vecteurs orthogonaux 2 à 2 .
On a

∑
xn converge si et seulement si

∑
∥xn∥2 converge. Dans ce cas, si x =

∑+∞
n=0 un,

on a ∥x∥2 =
∑+∞

n=0 ∥un∥2.

Démonstration. Par le critère de Cauchy dans H complet, la convergence de
∑

xk

revient à ce que

lim
p,q→+∞

∥∥∥∥∥
q∑

k=p

xk

∥∥∥∥∥ = 0

Mais les xk étant orthogonaux, on a par Pythagore
∥∥∥∑q

k=p xk

∥∥∥2 =∑q
k=p ∥xk∥2. Finale-

ment, la convergence de
∑

xk revient à ce que

lim
p,q→+∞

q∑
k=p

∥xk∥2 = 0

ce qui par le critère de Cauchy dans R est équivalent à la convergence de
∑

∥xk∥2.
L’égalité des normes est obtenue en passant à la limite dans la relation∥∥∥∥∥

n∑
k=0

xk

∥∥∥∥∥
2

=
n∑

k=0

∥xk∥2

□

Définition 7.2. Soit H un espace de Hilbert et (en)n≥0 une famille dénombrable de
vecteurs de H. On dit que la famille est orthonormée ou orthonormale, si pour tous
n ̸= m, ⟨en, em⟩ = 0 et ∥en∥ = 1 pour tout n ∈ N.
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Théorème 7.3. Soit H Hilbert, (en)n∈N famille orthonormée. Alors pour tout x ∈ H,∑
⟨x, ek⟩ek converge. De plus, en notant F = Vect (ek, k ∈ N), on a

pF (x) =
+∞∑
k=0

⟨x, ek⟩ek,

∥pF (x)∥2 =
+∞∑
k=0

|⟨x, ek⟩|2 : égalité de Parseval

Démonstration. Soit n ∈ N, Fn = Vect (e0, . . . , en). On a vu précédemment que

pFn(x) =
n∑

k=0

⟨x, ek⟩ek

D’où : pour tout n,
∑n

k=0 |⟨x, ek⟩|
2 = ∥pFn(x)∥

2 ≤ ∥x∥2. Les sommes partielles étant
majorées, la série

∑
|⟨x, ek⟩|2 =

∑
∥⟨x, ek⟩ek∥2 converge. Par le théorème précédent

avec uk = ⟨x, ek⟩ek, la série
∑

⟨x, ek⟩ek converge, et si l’on note y la somme de la série,
on trouve

∥y∥2 =
+∞∑
k=0

∥⟨x, ek⟩ek∥2

Il reste à montrer que y = pF (x). Clairement, y = limn→+∞
∑n

k=0⟨x, ek⟩ek appartient à F .
Reste à montrer que x−y ∈ F⊥. Comme F⊥ = {ek, k ∈ N}⊥, cela revient à montrer que
⟨x−y, ej⟩ = 0 pour tout j. Or pour tout j et pour tout n ≥ j, (x−

∑n
k=0⟨x, ek⟩ek, ej) = 0,

d’où ⟨x− y, ej⟩ = 0. □

Remarque 7.4. Remarquons que la série∑
n≥0

⟨x, en⟩en

n’est pas en général une série absolument convergente, en effet,
∑

n≥0 |⟨x, en⟩|
2 converge,

mais il n’y a pas de raison que
∑

n>0 |⟨x, en⟩| converge.

En combinant l’égalité de Parseval avec la relation ∥pF (x)∥2 ≤ ∥pF (x)∥2+∥x− pF (x)∥2 =
∥x∥2, on obtient :

Corollaire 7.5 (Inégalité de Bessel). Pour tout x ∈ H et toute famille (en)n∈N ortho-
normée,

+∞∑
k=0

|⟨x, ek⟩|2 ≤ ∥x∥2

Soit H un espace de Hilbert et (en)n≥0 une famille dénombrable de vecteurs de H.

Définition 7.6. Soit H un espace de Hilbert. On dit que (en)n≥0 est une base hilbertienne
de H si :

(i) (en)n≥0 est une famille orthonormée,
(ii) la famille (en)n≥0 est totale, c-à-d. Vect{en, n ∈ N} = H
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Exemple 7.7. Dans l’espace de Hilbert ℓ2(N) la famille (e)n où

en = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n+1

, 1, 0, · · · )

est une base hilbertienne. En effet Vect(en, n ∈ R}⊥ = {0}.

Exemple 7.8 (Séries de Fourier). Une fonction f : R → C est dite de T -période peut
être vue comme des fonctions sur l’espace quotient T = R/TZ.

Soit T > 0 un réel et S1 = {z ∈ C : |z| = 1} le cercle unité. Pour toute fonction
f : R → C, qui est T -périodique et continue il existe une unique fonction continue
f̃ : S1 → C telle que, pour tout t ∈ R, f(t) = f̃ (eiωt).

O pose ω = 2π
T

. Pour n ∈ Z, on note en, la fonction T -périodique de R à valeurs dans
C définie par en(t) := eiωnt.

Une fonction de la forme
∑n

k=−n λkek avec λk ∈ C et λn ou λ−n ≠ 0 est appelée un
polynôme trigonométrique de degré n.

On définit les coefficients de Fourier de f pour une fonction intégrable, f̂(n), par :

f̂(n) =
1

T

∫ T

0

f(t)e−iωntdt, ∀n ∈ Z

La suite (f̂(n))n∈Z est appelée la suite des coefficients de Fourier de f .
La série de Fourier de f est la série Sf =

∑
n∈Z f̂(n)en et la suite des sommes

partielles SNf =
∑N

n=−N f̂(n)en. La série de Fourier de f est convergente si la suite des
sommes partielles (Snf) converge.

Soit a < b. On pose T = b − a et ω = 2π
T

. On munit L2([a, b]) du produit scalaire
⟨f, g⟩ = 1

T

∫ b

a
f(t)ḡ(t)dt.

On sait déjà que L2([a, b]) est un espace de hilbert séparable.
La suite (en)n∈Z est orthonormée.
En, effet

⟨en, em⟩ =
1

T

∫ b

a

en(t)ēm(t)dt =
1

T

∫ b

a

eiω(n−m)tdt =

{
1 si n = m

[ e
iω(n−m)t

iω(n−m)
]ba = 0 si n ̸= m

Montrons que La famille (en)n∈Z est totale et donc une base hilbertienne de L2([a, b]).
Soit f ∈ L2([a, b]) et ε > 0. On prolonge f par 0 en dehors de [a, b]. Par de densité,

il existe g ∈ Cc(R,C) telle que ∥f − g∥2 ⩽ ε
2
.

On peut supposer, quitte à modifier g au voisinage des point a et b que g(a) = g(b) = 0.
On peut donc prolonger g par T -périodicité à R. On a ainsi une fonction g : R → C
continue et T -périodique. Soit g̃ : S1 → C, la fonction continue telle que g̃ (eiωt) = g(t)
pour tout t ∈ R.
D’après le théorème de Stone-Weierstrass complexe, l’ensemble des polynômes à coeffi-
cients complexes en les variables z et z̄ sont denses dans C (S1,C).
Ainsi, il existe P̃ (z) =

∑
0⩽n,m⩽N an,mz

nz̄m tel que ∥g̃− P̃∥∞ ⩽ ε
2
. Si on pose, pour tout

t ∈ R, P (t) = P̃ (eiωt). Alors P est un polynôme trigonométrique et | g − P∥∞ ⩽ ε
2
.

Ainsi, ∥f − P∥2 ⩽ ∥f − g∥2 + ∥g − P∥2 ⩽ ∥f − g∥2 + ∥g − P∥∞ ⩽ ε
2
+ ε

2
= ε.
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Proposition 7.9 (Procédé d’orthonormalisation de Schmidt). Soit N ∈ {1, 2, 3, . . .} ∪
{+∞} et soit (fn)0≤n<N une famille libre de H. Il existe une famille orthonormale
(en)0≤n<N de H telle que, pour tout entier naturel n < N , les familles (ep)0≤p≤n et
(fp)0≤p≤n engendrent le même sous-espace vectoriel de H.
Une telle famille peut être construite par récurrence en posant

e0 =
1

∥f0∥
f0

et, pour 0 ≤ n < N − 1,

xn+1 = fn+1 − Pnfn+1 = fn+1 −
n∑

j=0

⟨fn+1, ej⟩ej et en+1 =
1

∥xn+1∥
xn+1

où Pn est le projecteur orthogonal sur l’espace vectoriel engendré par la famille (fp)0≤p≤n.

Démonstration. Nous allons démontrer que la suite (en)n∈H définie dans l’énoncé satisfait
les conditions requises. Tout d’abord, la famille (fn) étant supposée libre, il est clair
que pour tout n, xn ̸= 0 et donc que en est bien défini pour tout n. Notons En et Fn

les sous-espaces vectoriels de H engendrés, respectivement, par (ep)0≤p≤n et (fp)0≤p≤n.
Clairement, E0 = F0. Supposons que, pour n < N − 1, on ait En = Fn. Il est clair que
en+1 ∈ Fn+1 et donc En+1 ⊂ Fn+1. On a aussi fn+1 ∈ En+1, ce qui démontre l’inclusion
inverse. Ainsi, En = Fn pour tout 0 ≤ n < N . Par ailleurs, pour chaque n ≥ 1 le vecteur
en+1 est, par construction, orthogonal à Fn et donc à En. La famille (en)0≤n<N est donc
orthonormale. □

Remarque 7.10. En dimension finie, le procédé d’orthonormalisation de Schmidt
permet de construire une base orthonormée à partir d’une famille de vecteurs engendrant
l’espace. Ce procédé s’applique aussi dans un espace de Hilbert. Plus précisément
soit (fn)n≥0 une famille de vecteurs que l’on peut supposer libre, quitte à en oublier
éventuellement certains vecteurs. On note Fn := Vect {f0, . . . , fn} l’espace vectoriel
engendré par les vecteurs f0, . . . , fn, et l’on suppose avoir déjà construit (e0, . . . , en),
une base orthonormée de Fn. On prend alors pour en+1 un vecteur de norme un dans
F⊥
n ∩ Fn+1, qui est un espace de dimension dimFn+1 − dimFn = 1. La famille (en)n≥0

est donc telle que toute somme finie des fn s’écrit comme somme finie des en. Si le
sous-espace vectoriel engendré par les fn est dense, on aura la densité des combinaisons
linéaires finies des en, et donc on conclut que (en)n≥0 forme une base hilbertienne.

Théorème 7.11. Tout espace de Hilbert séparable possède une base hilbertienne.

Démonstration. C’est essentiellement le procédé d’orthonormalisation de Schmidt ap-
pliqué à une suite de vecteurs formant un sous-ensemble dense. Plus précisément, si
(xn)n≥0 est une suite dense dans H, on note Fn := Vect {x0, . . . , xn} le sous-espace
vectoriel engendré par x0, . . . , xn. Les Fn forment une suite croissante (au sens large) de
sous-espaces vectoriels de H et dim (Fn+1) ≤ dim (Fn) + 1. On renumérote alors les Fn

pour que ces espaces soient tous distincts, i.e. Fn étant défini, on note Fn+1 le premier
espace de la liste qui soit distinct de Fn. On aura alors dim (Fn) = n.

Choisissons un vecteur unitaire e0 dans F0 et, pour tout n ≥ 1, choisissons un vecteur
unitaire en ∈ F⊥

n−1∩Fn. Alors (en)n≥0 est une base hilbertienne, puisque c’est une famille
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orthonormale, et que les combinaisons linéaires finies des en engendrent
⋃

n≥0 Fn qui,
par hypothèse, est dense dans H. □

La plupart des espaces de Hilbert usuels sont séparables. Par exemple, ℓ2(N), L2(R),
L2([a, b]), . . . sont tous des espaces de Hilbert séparables.

Proposition 7.12. Deux espaces de Hilbert séparables sont isomorphes. Par conséquent
tout espace de de Hilbert séparable est isomorphe à ℓ2(N).

Démonstration. On va montrer que H est isomorphe à ℓ2(N). Soit (en)n≥0 une base
hilbertienne de H. À un élément x = (xn)n≥0 de ℓ2(N) on associe

u(x) :=
∑
n≥0

xnen

qui est un élément de H. L’application u : ℓ2(N) → H est clairement linéaire et elle
vérifie ∥u(x)∥ = ∥x∥ d’après l’égalité de Parseval. Elle est donc continue et injective.
Montrons qu’elle est surjective d’inverse continu.

Par définition d’une base hilbertienne, on sait que y ∈ H s’écrit de manière unique
comme

y =
∞∑
n=0

xnen

où x := (xn)n≥0 est dans ℓ2(N). Ceci prouve que y = u(x), d’où la surjectivité de u.
L’égalité des normes de x et y entraîne alors la continuité de l’application réciproque.

□

Proposition 7.13. Un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert séparable est séparable.

Démonstration. Soit X = {xn : n ≥ 0} un sous-ensemble dénombrable et dense de H.
Vérifions que pF (X), qui est clairement dénombrable, est bien dense dans F . En effet,
si y ∈ F , pour tout ε > 0 il existe n ∈ N tel que ∥y − xn∥ ≤ ε. Mais pF étant
1-lipschitizienne, et égale à l’identité sur F , on peut écrire

∥pF (xn)− y∥ = ∥pF (xn)− pF (y)∥ ≤ ∥xn − y∥ ≤ ε,

ce qui montre la densité de pF (X) dans F .
□
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