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On rappelle qu'une tribu (ou o-algébre) sur un ensemble X est une famille A4 de
parties de X vérifiant :

(i) 0 € A;

(i) si A € A, alors X\A € A;

(iii) si (Ap),en est une suite d’éléments de A, alors (J

Le couple (X, .A) est appelé espace mesurable.

A, € A.

neN

Une mesure (positive) est une application u : A — [0, +00] qui satisfait
(i) p(0) = 0;

(ii) si (Ay),,cn €st une suite d’ensembles dans A deux & deux disjoints,

H (U An) = ZN(AH)

Le triplet (X, .A, 1) est appelé espace mesuré.

Pour les fonctions f : (X, .A) — R on munit implicitement Iespace d’arrivée R de
la tribu Borélienne B(R). Ainsi, f est A-mesurable si f~!(B) € A pour tout B € B(R)
ce qui est encore équivalent & f~1(U) € A pour tout ouvert U C R (On dira aussi “f
mesurable 7 s’il n’y a pas ambiguité sur la tribu de X).

1. ESPACES Z7
Soit (X, M, p) un espace mesuré et K=R ou C
Définition 1.1. Soit p € [1,+oo[. Etant donnée une fonction f mesurable de X dans

K, on note )
- )
T (/X ] u) & [0, +oc]

On notera LZ (X, M,u) (ou ZLP(X) ou ZLP(u) s’il n’y a pas d’ambiguité) ’ensemble
des fonctions mesurables f : X — K telles que

[ fllp < +o00.
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2 ESPACES DE LEBESGUE

Attention a la calligraphie! Le .Z (“L rond”), qui ne doit pas étre confondu avec un
L droit tel qu’il apparaitra un peu plus loin.

Exemple 1.2. Soient p € [1,400[ et o > 0.

(1) Pour z > 1 on pose fo(z) = . Alors f, appartient & £7([1, +00[) si et seulement
siap > 1.

(2) Pour z €]0,1] on pose go(z) = —=. Alors g, appartient a .2 (]0, 1]) si et seulement
siap < 1.

(3) Pour > 0 on pose hy(x) = =. Alors h, n’appartient pas & £7(]0, +oc|).

(4) Si p est la mesure de comptage sur N (i.e. u(A) = card A), alors ZP(N, P(N), p)
n’est autre que 'espace P(N), avec

00 »
[ull, = (Z |un|p> , U= (Un)nen.
n=0

Définition 1.3. Etant donnée une fonction f mesurable de X dans K, on note
| flleo = esssup,ex |f(z)| =inf{C >0 : |f |< C presque partout } € [0, +o0]
=inf{C >0 : p({|f [> C}) =0}.

On notera L (X, M, ) (ou L(X) ou L& (1) s’il n’y a pas d’ambiguité) l'ensemble
des fonctions mesurables f : X — K telles que

[ flloe < +o00

On dit alors que f est essentiellement bornée.

Notons que || f]|c = 400 s'il n’existe pas de C' > 0 tel que |f| < C presque partout.

Si p est la mesure de comptage sur N, alors .Z°°(N, P(N), u) n’est autre que l'espace
(>°(N) des suites bornées, avec

||u||OO = sup |un| , U= (un)neN'
neN

Exemple 1.4. Considéons comme exemple sur R la fonction indicatrice de Q,

1 s
lo:z— S?xEQ
0 sizeR\Q

Cette fonction est bornée. De plus, étant donné C' > 0, on a |1g| < C presque partout,
du fait que Q est de mesure de Lebesgue nulle. Cela prouve que ||1g|| = 0.

D’une maniére générale, toute fonction bornée est essentiellement bornée et on a
supy | f| = || f]ls- Cette inégalité peut étre stricte comme le montre I’exemple précédent :
Supgr 1Q =1et H]'QHOO =0.

Considérons maintenant sur R la fonction

xr sizeQ
XX .
0 sizeR\Q

Cette fonction est nulle sauf sur Q qui est de mesure de Lebesgue nulle et on a || x|l = 0.
Pourtant x n’est ni majorée ni minorée et donc pas bornée.
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L’application || - ||, (resp. || - ||s) est appelée norme £ (resp. norme Z*°). Cette
terminologie inappropriée sera justifiée plus loin.

Rappelons que || f||o est définie comme étant la borne inférieure de I’ensemble des
de C' > 0 verifiant la propriété

|f| < C presque partout

Mais cela n’implique pas a priori que la propriété est vérifice pour C' = || f|| .
La proposition suivante assure que c’est bien le cas.

Proposition 1.5. Soit f € £>°(X). Alors pour presque tout x € X on a

|f (@) < [ flloo-

Démonstration. Le résultat est clair si || f||oc = +00. On suppose maintenant que f est
essentiellement bornée. Pour C' > 0 on note

Ac={z e X : |f(x)] > C}

C’est une partie mesurable de X, comme image réciproque de l'ouvert |C, 4o00] par la
fonction mesurable |f].

Soit C' > || f]leo- Par définition de ||f|s, il existe C" < C tel que u(Acr) = 0.
Puisque A¢c C A¢r, on a également p (Ac) = 0. Ainsi A¢ est de mesure nulle pour tout
C' > || fllso- On observe ensuite que

Afie = U Apsss

neN*

Puisque AHf”ooJr; est de mesure nulle pour tout n € N*, cela prouve que u (A||fHoo) = 0.

Autrement dit, on a bien |f| < || f||« sauf éventuellement sur un ensemble de mesure
nulle. 4

Pour les fonctions continues on a égalité entre (le sup essentiel) || f||w et sup |f] :

Proposition 1.6. Si (X, M,u) = (R,B(R), ) et f € €(R,R), alors

sup | f ()] = [ f]lo
z€R

Démonstration. On suppose || f|c < 00.

- On suppose d’abord sup,g | f(x)| = +00, c-a-d. | f| est non bornée.

Soit a € Ry. Comme |f| est non bornée, il existe x € R tel que |f(x)| > «a. Par
continuité de f, il existe alors e > 0 tel que |f(y)| > « pour tout y € [x — e,z + €.
On a donc {|f| > a} D [z — e,z + €] et donc A\({|f| > a}) > 2¢. Donc, |f| n’est pas
inférieure ou égale & & p.p.. On a donc {C € R, ; |f| < C p.p.} = 0, donc || f]le =
100 = Supyer |£(2)].

- On suppose maintenant que sup,.g |f(z)| < +00. On a |f(z)| < sup,er | f(2)| pour
tout € R, donc || f|cc < sup,er |f(2)]-

D’autre part, on sait que |f| < ||f|loc P-p-- On a donc A{|f| > ||f|l-}) = 0. Or
{If] > I fllsc} est ouvert (car f est continue), c’est donc un ouvert de mesure nulle,
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on a donc {|f] > ||fll} = @ (la mesure de Lebesgue d’un ouvert non vide est tou-
jours strictement positive), ce qui prouve |f(z)| < ||f|leo pour tout z € R et donc
D, e 1)) < I e
On obtient bien finalement sup,cg |f(z)| = || |-
U

Contrairement & ce que la notation suggére, I'application || - ||, pour p € [1, +o0]
n’est pas en général pas des norme sur l'espace vectoriel £7(X)!
En effet, si f est une fonction mesurable sur X qui est nulle presque partout mais pas
partout, alors on a

f#0et || fll, =0.

Cela contredit évidemment la définition d’une norme. On verra plus loin comment
surmonter cette difficulté.

2. INEGALITES DE HOLDER ET DE MINKOWSKI

On va commencer par montrer I'inégalité de Hdélder, qui sera importante pour
travailler dans les espaces Z7(X).

Les espaces .ZP(X) ne sont pas stables par produit (a part pour p = 4+00). Pour
s’en convaincre, il suffit de se rappeler que le produit de deux fonctions intégrables n’est
en général pas intégrable.

Par contre, le produit fg d’une fonction intégrable f et d’une fonction bornée g est
intégrable, et son intégrale est inférieure ou égale au produit de 'intégrale de f et de la
borne supérieure de g.

Avec I'inégalité de Holder, on va commencer & donner des conditions suffisantes pour
que le produit de deux fonctions soit intégrable.

Définition 2.1. Soient p,q € [1,+00]. On dit que p et q sont des exposants conjugués si

-+-=1

p q
Exemple 2.2. Par convention naturelle on 1/00 = 0.
On note donc que 1 et +o00 sont conjugués, tandis que 2 est conjugué a lui-méme. Par
exemple, I'exposant conjugué de 3 et % Plus généralement, un exposant p €]1,2[ est
toujours conjugué a un exposant g €]2,4o00|, et inversement.

Théoréme 2.3 (Inégalité de Holder). Soient p,q € [1,4+00] des exposants conjugés.
Soient f et g deux fonctions mesurables de X dans R. Alors on a

/7m4</uwm<wwwq 0
X X

En particulier, pour f € £P(X) et g € LX) on a fg € L1 (X).
En outre, sip et q sont finis, il y a égalité dans (1) si et seulement si, il existe o > 0,
B>0, tels que af f|[" = Bllgl|* p—p-p..

Démonstration. Le produit fg est bien mesurable comme produit de deux fonctions
mesurables.
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La premiére inégalité dans (1) découle de l'inégalité triangulaire. Montrons la
deuxiéme inégalité de (1).

Si f ou g est presque partout nulle, c’est également le cas pour le produit fg. Dans
ce cas le membre de gauche dans (1) est nul, donc I'inégalité est bien vérifiée. On peut
donc supposer que f et g ne sont pas presque partout nulles.

Si || f]], = oo ou ||g||; = oo, alors I'inégalité est encore automatiquement vraie. On
peut donc aussi supposer que ||f||p < ooet | fllp, < oo.

On suppose que p = 1 et ¢ = oo (le cas p = 00,q¢ = 1, est analogue). Comme
|(fg)(@)| < |f(z)]]|g|loc Pour presque tout z € X on a bien

Q/;Ifghht<§HgHml[;!fhht=:HfH1HgHm.

On considére maintenant le cas p, ¢ €]1, 00[. Pour x € X on note

@) o)
L =,

D’aprés 'inégalité de Young ' on a, pour tout = € X,

F(z) =

[E ()" |G )]
PG s ——+——

Tous ces termes définissent des fonctions mesurables. Aprés intégration, on obtient

_ 1 1 11
[ sslan= [ 1FGlau <= [ 1Fpdn= [ apaa= s
Tl Jx ; s ). ./ St

D’ou le résultat.
L’égalité dans I'inégalité de Holder est laisser en exercice.

Corollaire 2.4. Si p = g = 2, on retrouve ["inégalité de Cauchy-Schwarz

Vige LX), fie LX) e

/ fgdu' < fll2lgll

avec égalité si et seulement si f = 0 p-presque partout ou g = cf p-presque partout, avec
ceC.

Comme autre application de I'inégalité de Holder on a I'inégalité de Minkowski que
I’on montre maintenant. Cette inégalité donne en particulier I'inégalité triangulaire pour

- Mlp-

Théoréme 2.5 (Inégalité de Minkowski). (1) Soient p € [1,400]. Alors pour deux
fonctions mesurables f et g on a

1f+ gl < 1fllp + llglly (2)

1. Inégalité de Young : soient p > 0,q > 0 deux exposants conjugués, alors pour tous réels a > 0 et
b>0,onaab< % + % avec égalité si et seulement si a? = b9.
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En particulier, pour f,g € ZLP(X) on a f+ g € LP(X).

(2) De plus,

-sip>1, iy a égalité si et seulement st f =0 p-p.p. ou g = af p-p.p., pour un
a >0,

-sip=1, 1l y a égalité si et seulement st g > 0 p-p .p.
Démonstration. (1) 1l suffit de montrer (2). On rappelle que la somme de deux fonctions
mesurables est mesurable. En outre, I'inégalité (2) est claire si || f||, = +o0 ou ||g||, =
+00.

On suppose donc que f et g sont dans Z?(X).

Puisque |f + g| < |f] + |gl, le résultat est clair pour p =1 et p = +o0.

On suppose maintenant que p €|1, +oo[. Puisque

1+ glle < [T+ gl

et
LA + gl = 11£ 1l + llglls

il suffit de considérer le cas ou f et g sont & valeurs positives.
Par convexité de la fonction ¢ — ¢ sur R, on a, pour tout z € X,

(f(fﬂ) ;g(x))p < fx)? -QF g(x)’

(f(2) +g(2))" <2771 (f(2)" + g(2)") .

Cela prouve que f + g est dans Z7(X).
De plus, en partant de

(f(z) +g(@))" = f(2)(f(2) + g(x))"~" + g(x)(f(2) + g()"

en intégrant par rapport a u il vient

I+ gl = /X U +9)d + /X o(f + o dp.

L’inégalité de Holder entraine

1 1
q q
I+ ol < 6l ([ 7+ a0 an) gl ([ 0+9) 00
ou les exposants p et g sont conjugués ; en particulier, (p — 1)g = p. Donc

1f +gllp < (1fllp + Nlgllp) 1 + g5~

Comme f + g € L(X), ||f + gll, < +o0, on peut donc simplifier par || f + g|»~",
I'inégalité étant triviale si || f + g||, = 0.
(2) Le cas d’égalité est laissé en exercice.
O
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Proposition 2.6. Soit p € [1, +00|. Alors ZP(X) est un espace vectoriel et ['application

{.zp(X) — [0, 400]
fooo Al

est une semi-norme.

Démonstration. On vérifie que € £P(X) est un s.e.v. du K-e.v. .Z# (X, K) des fonctions
de X dans K.

Tout d’abord, il est immédiat la fonction nulle est dans € Z7(X).

Ensuite il est claire que si A € Ket f € £P(X) alors A\f € ZP(X).

Finalement si f,g € £?(X), alors d’aprés I'inégaliré de Minkowski, f + g € Z7(X).

L’application f + || f||, ne vérifie pas nécessairement le caractére defini : si || f||, = 0,
alors f = 0 presque partout, mais pas forcément nulle. Cependant || - ||, vérifie toutes
les autres propriétés d’une norme. C’est ce qu’on appelle une semi-norme. Il

Le probléme du caractére défini de || - ||, sera résolu dans le paragraphe suivant.

3. LES ESPACES DE LEBESGUES LP, 1 <p < +o00

On vient de voir que les espaces de Lebesgue .Z?(X), munis des applications || - ||,,
sont quasiment des espaces vectoriels normés. Le seul probléme est que deux fonctions
égales presque partout sont considérées comme étant a distance nulle, alors qu’elles ne
sont pas nécessairement égales.

Si on veut masquer la distinction entre deux fonctions presque partout égales et les
identifier, le moyen rigoureux de procéder est de passer au quotient par rapport a cette
relation d’égalité presque partout.

Nous allons d’abord donner quelques rappels sur les espaces quotient semi-normés.

Définition 3.1. Soit ' un K-espace vectoriel. On appelle semi-norme toute application
N : E — R, vérifiant

(1) VA e K, Vz € E, N(Az) = |A\|N(z),

(2) Vo,y € E, N(x+y) < N(z) + N(y).

Toute norme est donc une semi-norme.

Définition 3.2. Soit (E, N) un K-e.v. semi-normé. Alors le noyau de N est le K-s.e.v.
de &

F:=KerN:={xe€FE : N(z)=0}.

Le fait que Ker N soit un K-e.v. est immédiat puisque O € Fetsiz,y € Fet A € K
alors N(Az +y) < [\|N(x) + N(y) = 0.

On souhaite associer canoniquement a cet espace semi-normé un K-e.v. normé qui
soit aussi “proche” que possible de (F, N). Pour ce faire on introduit la relation binaire
sur F définie par

Ve,ye B, z~ysSr—yeF & Na—y)=0.
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On vérifie que ~ est une relation d’équivalence, compatible avec I’addition et la multipli-
cation par un scalaire (i.e. si x ~ 2’ et y ~ ¢/ alors \x +y ~ Az’ + ¢ ). En conséquence,
I’ensemble quotient

E={z:2€E}=FE/~
des classes d’équivalence de la relation ~ est naturellement muni d’une structure de
K-e.v., dite structure d’e.v. quotient, définie a partir des opérations :

T+y:=x+yet\-T: =\ .

Notons que la classe d’équivalent d’'un élément z € E est ¥ =z + F.
L’ensemble F, généralement noté E/F, est appelé I'espace quotient de F par F.
On le munit alors d’une (vraie) norme en posant :

N(z) := N(x)

Cette définition est cohérente car la valeur de N(x) est constante lorsque z varie au
sein d’une classe d’équivalence. En effet, si x ~ y,x —y € F et partant, |N(z) — N(y)| <
N(z—y)=0.

On a ainsi construit un K-e.v. normé, a savoir (E/F, N), qui canoniquement associé
au K-e.v. semi-normé (E, N).

Lorsque p > 1, les espaces normés Li (X, M, 1) se construisent a partir des espaces
semi-normeés (L (X, M, p), | - ||,) quotientés par la rélation “étre égal u — p.p.”. Par
abus de notation, on notera encore || - ||, la norme sur les classes d’équivalences.

Définition 3.3. On pose
Li(X) == LX)/ LIl - [l, = 0}

Autrement dit, un élément de LP(X) est une classe d’équivalence d’éléments de
ZP(X).

Par commodité on fera I’abus de notation de parler de fonctions de LP(X). Cela signifie
qu’on parle en fait de n’importe quelle fonction dans une classe d’équivalence. Quand
on donne une propriété d’une fonction de LP(X), il faut donc qu’elle soit valable pour
n’importe quel représentant de la classe d’équivalence. Cela fonctionne avec 'intégrale.
Les fonctions d’une méme classe d’équivalence sont soit toutes intégrables, soit aucune
ne l'est. Et si elles sont toutes intégrables, alors elles sont toutes la méme intégrale.

On a, pour f € ZP(X), || fll, = 0 si et seulement si |f|? =0 p — p.p., donc

1fll,=0< f=0, u—pp.

En conséquence, la classe d’équivalence de f € £Z(u) qu'on va noter [f] est de la forme

fl={9e KW  g=f n—pp}

Si f et g sont égales presque partout, alors on a || f||, = ||g]|,, donc si [f] ou [g] est
la classe d’équivalence commune de f et g on peut poser

LAl = 11 £ 1l

Comme évoqué dans le cas général, cette définition est bien cohérente car elle ne
dépend pas du choix d’un représentant.
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Proposition 3.4. (LE(X), || - ||,) est un K-espace vectoriel normé.

Démonstration. Soient A € R et fi, fa, 1,92 € ZLP(X) tels que f; = fo pp. et g1 =
g2 p-p- Alors on a fi+g1 = fa+g2 p-p. et Afi = Afs p.p. Ainsi, si on note [f], [g] € LP(X)
les classes d’équivalence des fonctions f, g € £P(X) on peut définir

1+l =1f+gl, et Alf] =[]

On vérifie que cela munit LP(X) d’une structure d’espace vectoriel. De méme, la semi-
norme || - ||, définit une semi-norme sur L”(X). De plus, si ||[f]|l, =0 on a f =0 p.p. et
donc [f] = [0], d’ou le caractére défini. O

Remarque 3.5. Si I’on munit un espace X = N de la mesure de comptage m, alors
LP(N, Z(N),m) = ZP(N, Z(N), m) = (*(N)

Théoréme 3.6 (Théoréme de Riesz-Fisher). Soit p € [1,+00]. L’espace de Lebesgue
LP(X), muni de la norme || - ||,, est un espace de Banach.

Démonstration. Supposons d’abord 1 < p < oco. Soit {f,,} une suite de Cauchy dans
LP(X), alors il existe un suite croissante (n;);en telle que

1
kol >ni = |fx — fell, < 5;

i=1,2,-
2177’ )=

Posons

k 9]
gk:Z‘me_fm ) QIZ‘fniﬂ_fm .
=1 =1

Par 'inégalitré de Minkowski (généralisée) on a pour tout k,

k k
Z}fniﬂ_fni §Z27i<1
=1 P i=1

lgklly =

et d’aprés le Lemme de Fatou”
lglly = / g7dp < / lim inf gidp < liminf/ grdp < liminf [|ge[|p <1

ce qui montre que g(x) < oo pour presque tout x € X. Ainsi il existe A € M tel que
1(A) =0 et g(x) < oo pour tout z € X \ A.
Pour z € X \ A, la serie

fn1(x) + anz+l(x) - fm(x)

2. Pour toute suite (f,), cy de fonctions mesurables sur X a valeurs dans [0, +o0], la limite inférieure
de la suite est mesurable et l'on a : [liminf, , f, dp <liminf, o [ fr dp
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est absolument convergente. On peut alors définir f(z) comme la somme de cette série
lorsqu’elle converge, et posons f(x) = 0 sur 'ensemble restant qui est de mesure nulle,

fo) = {fmm Y (@) = fu(z) size X\ A
0 size A

Puis que
k—1
fn1 + me'+1 - fm - fk
i=1
on vois que
flx) = klim fe(x) pp.
—00

De plus l'inégalité de Minkowski et le lemme de Fatou assurent que

Jrpdn< [ pans [ tmintlaraes [ (g1 <o
b b x k b

ce qui montre que f € LP(X).

Il faut maintenant montrer que cette fonction est la limte de la suite (f,,), au sens
de LP (i.e. pour la norme || - ||,).

Soit & > 0. Il existe N tel que |[f, — full, < € pour tout n,m > N. Pour tout
m > N, le lemme de Fatou montre donc que

/ !f—fm\”duéliminf/ o — forlPdpy < &7
X 1—00 X

Cette inégalité permet d’affirmer que f — f,, € LP(X), puis que f € LP(X) (car c’est un
e.v.), et finalement que [[f — fuu |, — 0 quand m — oo. Ce qui achéve la démonstration
pour p < o0

Le cas p = +o0 découle de la proposition suivante.

i

Proposition 3.7. Soit (f,),cn une suite de Cauchy dans £(X). Alors il existe f €
L2(X) telle que (fn)n converge vers f simplement presque partout et dans L *(X).

Démonstration. Pour n,m € N on note

Ap={z € X : |fulz) [> ||fn”oo}7

et
Bom ={z € X : [fu(x) = fin(@) [> [[fa = [} -

Ces ensembles sont mesurables de mesures nulles, donc si on note

(U)o (Y

on a également F € M et u(E) = 0.
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Soit x € X\ E. Pour n,m € N on a

[fo(2) = [ (@) < 1 for = finllog —— 0

n,m—0
Ainsi la suite (f,(z)),cn est de Cauchy dans R. Elle admet donc une limite, qu’on
note f(x). On la prolonge & R en posant f(x) = 0 pour x € E. Par définition, (f,),
converge donc simplement presque partout vers f. En outre, la fonction f ainsi définie
est mesurable et pour tout x € X on a

|f(2)] < liminf | f,(z)| < liminf | f,|| -
n——+o0o

n—-+o0o

Puisque la suite (|| f,]|..), cn €St bornée, cela prouve que f € £*°(X). De méme, on a

neN
aussi
_ < limi _
o) = J@)] < Tminf £y = fol.
donc
[fn = flloo <liminf |[[fo — fiull(o —— 0
m—-+oo n—o00
Cela conclut la démonstration. O

Corollaire 3.8. L’espace de Lebesque LA(X) est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire défini par

V.9 € LX), (fg) = [ fodu
b's
On reviendra sur ce cas au chapitre 3.

Remarque 3.9. En général, si p € [1,+00]\{2}, alors la norme || - ||, n’est associée
a aucun produit scalaire, et donc LP(X) ne peut pas étre vu comme un espace de
Hilbert. Dans (R, B(R), A), il suffit pour s’en convaincre d’essayer d’appliquer 'identité
du parallelogramme

If+ gl +11F = gllz =2 (1717 + llgll3)
avec les fonctions f = 1o et g = 11,9

Pour conclure cette section, nous allons examiner les liens entre convergence LP et
convergence (i — p.p.
Le résultat suivant découle de la démonstration du théoréme de Riesz-Fisher.

Corollaire 3.10 (Extraction d'une sous-suite convergeant simplement). Soitp € [1, +00].
Soit (f,) une suite convergeant dans LP(X) vers une fonction f. Alors, il existe une
suite extraite (f,, ), de (fy) tel que

(1) (fu, )k converge vers f, i —p.p.
(2) il existe g € LP(X) tel que pour tout k>0 on a |f,,| < g, — p.p..

Dans le cas p = 400, on a bien siir beaucoup mieux : f,, — f uniformément en dehors
d’un ensemble négligeable (en particulier, f, — f, u — p.p., pas besoin de sous-suite).

Corollaire 3.11. Soit p € [1,400]. Soit (f,), une suite de LP(X). Si (f,) converge
vers f dans LP et (f,), converge vers g, u — p.p., alors f et g sont égales p — p.p.
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Démonstration. On sait qu’il existe une suite extraite ( fw(n)) qui converge (1 — p.p. Vers
f. Or la suite (f,,) converge p — p.p. vers g, donc la sous-suite ( f<p(n)) également. Ainsi

f=gp—npp.
O

Remarque 3.12. (1) On peut avoir une suite qui convergence dans LP mais pas p-p.p..
Comme exemple, on considére X := [0,1], o := HAB([0,1]) et u := A, la mesure de
Lebesgue.

On pose pour

K
PICREPIO

fonik = 1[ k1) VnZO,VkG{O,...,Z”—l}.
On vérifie que ceci définit bien une suite (f,),;-
Il est clair que || fan 1, = 275 — 0 quand n — 400.
A Tinverse si,  étant fixé dans [0, 1], on considére la suite de ses approximations par
défaut :
kX +1

on = on

kX €{0,...,2" — 1}

Il est clair que fonipz(x) =1 pour tout n € N.
(2) La convergence u-pp dans £? n’entraine pas en général la convergence dans LP.
Ce n’est déja pas vrai pour p = 1.

Proposition 3.13 (Convergence LP-dominée). Soit p € [1,+o0[ et soit (f,) une suite
de LP(X).

Si fn = [ u-pp et s’il existe g € LP(X) tel que |f,| < g pour tout entier n, alors (f,)
converge vers f dans LP(X).

Cet énoncé est en général faux dans L>(X).

Démonstration. On applique le théoréme de convergence dominée. En effet, |f, — f|© <
(Ifnl + 1P < 2P|g|P pu-pp, et par hypothése |g|? est intégrable, donc comme | f,, — f|¥ —
0 p-pp, et par suite [ |f, — f[Pdp — 0. O

On arrive enfin a I’énoncé du théoréme de Banach-Alaoglu dans L?.

Théoréme 3.14 (Banach-Alaoglu). Soit 1 < p < +o0 et q l'exposant conjugé. Si (f,)
est une suite bornée dans LP(X), alors existe une sous-suite (fn,) de (f,) et f € LP(X)
tel que vers (fy,) converge faiblement vers f, i.e. pour tout g € LI(X),

/ﬁwm%/mw

lorsque k — —400.

Démonstration. Voir |Lieb and Loss, p. 68] O
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4. PARTIES DENSES

Définition 4.1 (Fonction étagée). f : X — K est une fonction étagée si elle est
mesurable et ne prend qu’un nombre fini de valeurs dans K. Ainsi, une fonction étagée

est de la forme
f= Z a;ly,
iel
ou I est fini, a; € K et (A;)ier une partition mesurable de X. Autrement dit, f est
combinaison linéaire (finie) de fonctions indicatrices.

Comme exemples, on a
(1) les fonctions indicatrices f = 14, avec A € M, et dans ce cas f = 1x14+0x1x\4;
(2) toute fonction en escalier f : ([a,b], P([a,b])) = (R, B(R)).

Rappelons aussi que le support d’une fonction f : X — K est I'adherence de
I'ensemble {x € X : f(x) # 0}. Donc f est & support compact si elle s’annule en dehors
d’un ensemble borné.

Théoréme 4.2. (1) L’espace vectoriel des fonctions étagées est dense dans L™ (X).
(2) Pour 1 < p < oo, lespace vectoriel des fonctions étagées a support compact est
dense dans LP(X).

Démonstration. Nous nous limitons au cas p < oo.
Soit f € LP(X). Si f > 0, par le théoréme fondamental d’approximation’ (voir
Briane & Paggs, théoréme 5.1), il existe (s,,), oy suite de fonctions étagées telles que

0<on<f, on—=>f p—pp.

On a [, |¢nl"du < [ |fIPdp < 400, d’out p ({pn # 0}) < +o0 pour tout n et donc ¢,
est a support compact.

De plus, la convergence simple et la domination |f — p,|" < [2f[P permettent
d’appliquer le théoréme de convergence dominée : [, |f — ¢,|” = 0 quand n — +oo0,
c’est-a-dire ||f — pnl|, — 0.

Pour f arbitraire dans L”(X), on se rameéne au cas > 0 en décomposant :

f=Ref)r = (Ref)-+i((Xmf)s+ — (Zmf)-)
]

Lorsque X = R?, muni de la mesure de Lebesgue et de la tribu borélienne, on a :

Corollaire 4.3. Si f € LP(R?) avec p € [1,+0o0|, alors pour tout ¢ > 0, il existe des
nombres réels (a;)1<j<m et des ouverts (Uj)i1<j<m de mesure finie (et m € N*) tels que

m
If = aily | <e
j=1

3. Toute fonction mesurable positive est limite simple d’une suite croissante de fonction étagées
positives, et toute fonction mesurable bornée est limite uniforme de fonction éétagées.
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La démonstration du théoréme suivant repose sur le Lemme d’Urysohn. Il en existe
plusieurs version suivant le contexte. Nous donnons ici I’enoncé selon le context euclidien.

Lemme 4.4 (Lemme d’Urysohn). Si K C U C R? avec K compact et U ouvert, alors
il existe une fonction continue de R® dans [0, 1], a support compact, et qui vaut 1 sur K.

Théoréme 4.5. L’espace vectoriel €°(R?), des fonctions continues & support compact,
est dense dans LP(R?), pour 1 < p < +oo0.

Démonstration. Soit 1 < p < oco. Par densité¢ des fonctions étagées (Corollaire 4.3),
il suffit d’approcher dans LP(R?), par une fonction & support compact, la fonction
caractéristique 14 d’un borélien A € B(R?) de mesure de Lebesgue finie. Pour cela,
on utilise la régularité de la mesure A de Lebesgue* . Soit € > 0. Il existe K compact
et U ouvert tels que K C A C U tel que A(U\K) < e. Soit U’ ouvert borné tel que
K c U cU cU. Par le lemme d’Urysohn, il existe f : R? — [0, 1] continue telle que
f=1sur K et f=0sur R\U'. En particulier, le support de f est inclus dans U’ donc
compact (A(U’\ K) < o0). De plus, f — 14 = 0 sur K et sur RA\U. On en déduit

/ 1~ LaP du < MUK < ¢

ce qui permet de conclure. Il

L’interét de ces résultats est que pour montrer une propriété sur LP(R?), on la montre
d’abord pour les fonctions continues a supports compacts et on I’étend ensuite a tout
Lp (Rd) par densité.

On va donner maintenant une applications du théoréme de densité (Théoréme 4.2).

Proposition 4.6. Soit p € [1, +o0].
(1) Si p < o0, alors LP(RY) est séparable (admet une partie dénombrable dense).
(2) L>=(R%) n'est pas séparable.

Démonstration. (1) Supposons p < co. On considére le sous-espace ) de fonctions en
escalier sur R? défini par

k=1

Alors @) est dénombrable et dense dans LP (Rd, B (Rd) ,)\) d’apreés le théoréme 4.2.
(2) Pour montrer que L°°(R%) n’est pas séparable, on utilise un résultat vu au chapitre

13

La famille ¥ = {1p@,, = € RY, r > 0} est non-dénombrable dans L>*(R%). Les
ouverts Oy = B (X, }1), x € X, de L>®(RY) sont 2 a 2 disjoints, ce qui montre la
non-séparabilité. En effect, soit y; # xo2 dans X. Si f € B (Xl; i) NnB (XQ, }1) On a

Ix1 — flloo < ;11 et |lx2 — flloo < %1, donc ||x1 — x2lleo < % < 1. Comme x; et yy sont

4. c-a-d. pour tout borélien B et tout € > 0, il existe un ouvert €. et un fermé F. tels que
F.CBCQ. et N(QN\F:) <e¢

5. Soit £ un evn, admettant une famille (O;),.; non-dénombrable d’ouverts 2 & 2 disjoints. Alors E
n’est pas séparable.
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des fonctions caractéristiques, on a nécessairement x; = Yo, ce qui est absurde. Ainsi
B(Xla %1) N B<X27 zll) = @
O

On termine ce paragraphe avec une deuxiéme application utile du théoréme de
densité .
Pour f:R? — R et y € RY, on note

[ RT — R
Tyf'{ r = flz—y)

On s’attend a ce que la translatée 7, f soit proche de f si y est petit, et c’est bien le
cas pour tout p € [1, +o0l.

Ceci ne peut pas étre le cas pour p = oo. En effet si on considere f = 1j ) sur R,
alors pour tout y € Ron a 7,f = 1}, 14, et par suite ||, f — f||_ = 1 # 0 pour tout y
non nul, méme petit.

Proposition 4.7. Soient p € [1,+oc[ et f € LP(R?). Alors on a
R —

Démonstration. On commence par montrer le résultat dans le cas ou f est continue a
support compact. Soit f € €°(R?) et soit K son support. Pour tout y € RY,

It = £l = [ 1fte=9) = F)d
<1Jﬂw—w—f@WWL
<uuo(wpuu—y»—ﬂw0.

zeK

Le sup existe car f est bornée sur K. Comme f est continue sur K, alors d’aprés le
théoréme de Heine® f est uniformément continue sur K, et par suite

lim sup | f(z —y) — f()] = 0.

y—>0 zeK

On montre maintenant le cas général par densité de €°(R?) dans LP(R?).
Soit € > 0. D’aprés le théoréme 4.2., il existe g continue & support compact telle que
|f = gll, < 5. Pour y € R? on a aussi

H@f—nmuz(ﬁgﬂx—w—g@—ywm);

=(Agﬂm—g@ww0;<

6. Théoréme de Heine : Soient (X, d) un espace métrique compact et (Y, d') un espace métrique
quelconque. Toute application continue de X dans Y est uniformément continue.

Wl M
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D’apres le cas précédent, il existe § > 0 tel que, si [lyl| < d on a |79 — g|, < 5. Pour
un tel y on a donc

7y f = Fll, < 7y f = 7ygll, + lI7yg —gll + lg = fll, < e

D’ou le résultat.

5. INCLUSIONS ENTRE ESPACES DE LEBESGUE

Un premiére question que 'on peut se poser est de savoir si on peut “ranger” les
espaces de Lebesgue du plus petit au plus gros. Vous avez tous en téte des fonctions qui
sont dans L*(R) et pas dans L*(R) et inversement. Par exemple, la fonction ¢ — 151 (t)
est dans L%(R) mais pas dans L*(R); et la fonction ¢ — \/%1[071] (t) est dans L'(R) mais
pas dans L*(R).

Le premier cas ot on peut ordonner les espaces LP(X) concerne les mesures finies.
Cela inclut donc la mesure de Lebesgue sur les segments de R, ou plus généralement sur
les compacts de R?, mais aussi toutes les mesures de probabilités.

Proposition 5.1. On suppose que u(X) < +o0. Soient p,q € [1,4+00]. Si p < q alors
pour toute fonction f mesurable sur X on a

£l < p(X)7 73] £l (3)

En particulier,
LY(X) C L*(X) (4)

Attention au sens de I'inégalité (3), qui est opposé au sens de U'inclusion (4). Mais
c’est cohérent, la norme de L? est la plus grande, donc la condition pour étre dans L4
est plus restrictive, donc L? est plus petit que LP.

Démonstration. 11 suffit de montrer (3) pour obtenir (1)
Si ¢ = oo on a |f| < ||f]le presque partout, donc

115 :/ |fPdp </ 1 15dp = n(X)I f11%
X X
et en prenant la puissance 1/p dans cette inégalité on obtient bien (3).

On suppose maintenant que ¢ < +oo. D’aprés I'inégalité de Holder, avec les exposants
conjugués 2 4 et L, ona

|\f’|§—/x\f\pdu—/x|f\p-1du
<(/ <\f|p>2du)§ (f 1q—quu>qqp
(/ !fl"du) (/deu>1_

X) Sy

A nouveau, on conclut en prenant la puissance 1/p de cette inégalité. Il

Y]
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Remarque 5.2. Il y a aussi des situations ou 'inclusion (4) est inversée. Le cas typique
est le cas o1 X = N muni de la mesure de comptage. Dans ce cas on a déja vu au chapitre
1 que sip,q € [1,4+00] avec p < q alors /P(N) C ¢4(N). Ceci est un cas particulier de la
proposition suivante.

Proposition 5.3. Soit (X, M, u) un espace mesuré. On suppose qu’il existe pog > 0 tel
que pour tout A € M on a pu(A) =0 ou u(A) > ug. Soient p,q € [1,4+00]. Sip < q
alors pour toute fonction mesurable f sur X on a

1_1
1fllg < pg "1 £l

et en particulier
LP(X) C LY(X)

Démonstration. Laissée en exercice O

Proposition 5.4. Soient p,q € [1,+00]| avec p < q et r € [p,q]. Alors pour toute
fonction f mesurable sur X on a

[ vl
ou 0 € [0,1] est tel que

En particulier,

LP(X)NLI(X) C L(X).

Démonstration. 11 suffit de montrer I'inégalité dans le cas r €]p, q[. Dans ce cas on

applique I'inégalité de Holder avec les exposants conjugués 2 et ﬁ,

1l = /X Iy = /X 10O

or a-r
<(Lrra)” ([ 1)
X X
< IR
D’ou le résultat en prenant la puissance 1/r. Il
On introduit maintenant sur R (ou sur R? ) I'espace des fonctions localement inté-

grables, c’est-a-dire intégrables sur tout compact.

Définition 5.5. On note £}, (R, B(R),\) ensemble des fonctions mesurables f : R —
R telles que pour tout compact K de R on a flx € ZY(R,B(R),\).

On note également L, (R, B(R),\) le quotient de Z}. (R,B(R), 1) par la relation
d’égalité presque partout.

Puisque sur un compact K de R une fonction de LP est intégrable, on a le résultat
suivant.

Proposition 5.6. Pour tout p € [1,400] on a
LR, B(R),\) C Li..(R,B(R), \)
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6. DUALITE DANS LES ESPACES LP

Théoréme 6.1. Soient p,q € [1,4+00| conjugués. Soit g € LY X). L’application

{ LP(X) — R
A o= [ fodu

est une forme linéaire continue sur LP(X) et
”SOgHLp(X)/ = [l9llz»x)-

Démonstration. L’application ¢4 est bien linéaire par linéarité de la multiplication par
g et de 'intégrale.

Soit f € LP(X). D’aprés l'inégalité de Holder le produit fg est intégrable (donc
©g(f) est bien défini) et

o) < /X Foldu < £l

Cela prouve que ¢, est une forme linéaire continue sur LP(X) et

HSOgHLp(X)/ < llglle-

On définit maintenant une fonction f par

o [la@ir2g() sig@) #0
- { 507 0

Comme p(q — 1) = pq (1 — %) =¢q,on a
111 = [ ol 7 = [ Jgftdn =gl
X X
En particulier, f € LP(X). Or

ool ) = /X l9(a)|du = g2

donc
o (f) _ llglid
o9l Lo (xy 2 ||£L7f|| > — = llgllq-
P gllg

g

Corollaire 6.2. Soient p,q € [1,4+00] deux exposants conjugués. Alors l'application
0 {00 = Uy
. g = Pg

est un isomorphisme ismométrique. Par conséquent, le dual de LP(X) est identifé au
LI(X).
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L’application ® n’est pas surjective pour p = co. Le dual de L*® est en général “plus
grand” que L', c’est & dire qu’il existe des formes linéaires continues sur L> qui ne
peuvent pas étre représentées sous la forme ¢y, f € L'; leur existence découlera de
I’axiome du choix (ou du lemme de Zorn), voir la section sur le théoréme de Hahn-Banach
au chapitre 3.

Théoréme 6.3. Pour 1 < p < oo, l'espace LP(R?) es réflexif.

Démonstration. Montrons d’abord 'inégalité de Clarkson suvante : Soit 2 < p < co; on

f+al” f g 1
|55 <5 (I +lgl) fgerr )
I1 suffit de montrer que
p p
— 1
a—Qi—b CLQb §(|a|p+|b|P) Va,bGR

On a
P < (@®+ 8" Va,820

(se ramener au cas ol 3 = 1 et noter que la fonction (2% + 1)” /2 _ 2P — 1 est croissante

sur [0, 00 .
2
2\ P/ a2+b2 p/2<1| |P_|_1|b’1’
==+ —= < =la —|bJP.
2 2 2 2

Prenant o = |aT+b| et = ‘“T_b‘ il vient
p
<
Cette derniére inégalité résulte de la convexité de la fonction =+ |z|P/? car p > 2.
Etape 1. Montrons que LP est uniformément convexe, et donc réflexif pour 2 < p < oc.
En effet, soit € > 0 fixé. On suppose que

a—>b
2

a+b2
2

a+b
2

p+ a—>b
2

Il < Tllgll, <1 et [If =gll, > e
On déduit de (5) que
p
J*g <1—<E)p et donc Sty <1-9
2 |, 2 )

avec

=1 (15"

Par conséquent LP est uniformément convexe, et donc réflexif grace au théoréme 6.9 du
chapitre 1 (Théoréme de Milman—Pettis) "

Etape 2. : LP est réflexif pour 1 < p < 2.

Soit 1 < p < 2. On considére l'opérateur 7' : LP — (L9) défini comme suit : Soit
u € L? fixé; Iapplication f € L? — [uf est une forme linéaire et continue sur L? notée
Tu de sorte que

<Tu,f):/uf VfelL?

7. Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif
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On a (d’aprés I'inégalité de Holder)

(T, )] < Nlullpll flq

et par suite
I Tullzay < flullp

D’autre part, posons

folz) = lu(@)["*u(z)  (folz) = 0si u(z) = 0)

Ona fo € L9, |[follg = lulz" et (Tu, fo) = ullz. Done

<T’LL, fO)
1 Tull(zay = TRl [l
On obtient donc ||Tu||(zay = ||u||p- Il en résulte que T est une isométrie de LP sur un

sous-espace fermé (puisque LP est complet) de ( (L?)". Or L? est un Banach réflexif ( 2¢
étape) et donc (Proposition 1.6.4 du chapitre 1) (LP)" est réflexif. Il s’en suit (Proposition
1.6.3 du chapitre 1) que le sous-espace fermé T (LP) est réflexif et donc LP aussi.

i

Remarque 6.4. Les espaces L' et L™ ne sont pas réflexifs. Laissé en exercice.

7. CONVOLUTION
Rappelons d’abord le théoréme de Fubini-Tonelli.

Théoréme 7.1. Soient (X, A, u) et (Y,B,v) deux espaces mesurés tels que les deux
mesures soient o-finies” et soit (X x Y, A x B, u x v) Uespace mesurable produit muni
de la mesure produit. Si f : X xY — [0,+00] est une application A x B-mesurable,
alors les applications

- /Y Foy)dv(y) ety /X f (@, y)du(z)

sont respectivement A - et B-mesurables et

([ swman) auo = [ ([ semauta) ) avio),

Cette valeur commune est ['integrale

flz,y)d(p x v)(x,y)

XxY

Démonstration. Voir Briane & Pagés, page 237. U

8. Soit (X, A, u) un espace mesuré. On dit que la mesure p est o-finie lorsqu’il existe un recouvrement
dénombrable de X par des sous-ensembles de mesure finie, c’est-a-dire lorsqu’il existe une suite (E,,)
d’éléments de la tribu A, tous de mesure finie, avec X = (J,, o\ En-

neN
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Soient f, g : R? — C mesurables. On définit le produit de convolution de f et g par

(fxg)(x) = 9 flx —y)g(y)dy

Lemme 7.2. (1) L’ensemble {x, y — |f(y)g(x —y)| intégrable } est un borélien.
(2) Si f*g(x) est défini (c’est-a-dire que x appartient a l'ensemble ci-dessus), g f(x)
Uest aussi, et on a f*g(x) = g* f(x).

Démonstration. (1) Comme la fonction (x,y) — f(z — y)g(y) est mesurable, d’aprés
théoréme de Fubini-Tonelli

p: w—>/\fx— y)|dy

est une fonction mesurable de R? dans [0, +occ]. En particulier,

{z, y—|f(y)g(x —y)| intégrable } = ™" ([0, +o0])

est un borélien de R
(2) Par changement de variable, on a

[ 15 =gty <400 & [ 17t - play <+

Donc g x f(z) bien défini. On peut alors faire le méme changement de variable sans les
valeurs absolues, ce qui donne bien f x g(x) = g x f(x). O

On va maintenant identifier des conditions sur f et g sous lesquelles f x g est défini
presque partout.

Théoréme 7.3 (L'« L'). Si f € L' (R?) et g € L' (R?), alors f x g est définie presque
partout et fxg € L (Rd), avec

1f* gl < L f gl

Démonstration. On utilise encore le théoréme de Fubini-Tonelli :

/Rd Rd\f(:c—y)g(y)\dydwz/Rd /Rdlf(fc—y)\drc\g(y)!dy
= [ 1 @)lazlatidy = 17lalal

On en déduit que [, |f(2 —y)g(y)|dy est fini pour presque tout x, ce qui signifie que
f * g est définie presque partout. De plus,

J.

ou la derniére égalité découle du calcul précédent. U

flz —y)g(y)dy

Rd

o< [ [ 1@ = noldvdz = £l




22 ESPACES DE LEBESGUE

Théoréme 7.4 (Théoréme de Young). Soit p,q,r € [1,+0o0]| tels que 217 + é =1+ % Si
felr (Rd) et g€ L1 (Rd), alors f x g est définie presque partout, fxg € L" (Rd), et

LF > glle < W[ Fllpllgllq

En particulier,
p=1,q=r:L'xLF C LP.
r=oo0:LP*xL?TC L*.

Démonstration. On se limite au cas ou p, ¢, €]1, +00o[ (les cas limites sont plus simples).
On va appliquer une inégalité de Holder a trois termes (qui se montre de maniére analogue
a l'inégalité de Holder usuelle) : si f; € LP! (Rd) , fa € LP? (Rd) et f3 € LP3 (Rd), avec

1 1 1

—+—+—=1

b1 P2 D3

alors fifaf; € L' (R?), et
Ifefafslly < I fally, L2l 1151,

—1 —1
On pose ici p; =7, py = <% — %) , D3 = (% — %) . On écrit pour z fixé,

|f(x —y)gW)| = f(y)1f2(v) fs(y)

avec

q

no faly) =11 —y)

r—p r—q

T fly) =gy

fily) = If(z = y)|"|9(y)
L’inégalité de Holder aboutit a

Fo@I < [ Ifta =iy

< (/d<|f<x—y>|f\g<y>|?>7“dy)’1' ([Lase=nr= )" ([ o= 7ay)
< ([ st orisras) ([ -ora) ([ owra)”
< ([ 1= Platrar) 1ot

Donc

1
P

S =
S =

[ rsg@rds < [ 156 = w)Plo) iy 1719l
Rd Rd

ol [ ([ 1= tatiray ) do

< [IF1"llgllg AR g 11g
= [IF 115119l

IN

autrement dit

I1f* gl < 1 fllpllgllq
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Théoréme 7.5. Soient f € LP (RY) et g € L7 (RY), avec % + é = 1. Alors

(a) f*g défini pour tout z, et | f x g(z)| < [|fllpllgllq-
(b) f * g est uniformément continue.

() Sil<p<oo,fx*g(xr)— 0 quand |x| — +oc.

Démonstration. (a) Découle du théoréme précédent.
(b) Quitte a inverser les roles de f et g, on peut supposer p < oco. On écrit alors

|[fxg(z+h)— fxg(x)] =

/Rd(f(w +h—y)— flz - y))g(y>dy‘

< ( [ isan—y) - G- y>|pdy)p Il
Rd
— s — £l lgll

avec 7, f(z) := f(x + h). Pour la dérniére égalité, on a utilisé le changement de variable
y' = x—y. Par la continuité des translations, voir Proposition 4.7, on conclut & I'uniforme
continuité.

(c) On remarque que si f,g € 6. (Rd), alors fxg € C. (Rd), en particulier tend vers
zéro quand |z| — +o00. Le cas général se déduit de la densité de %, (Rd) dans LP (Rd) et
dans L9 (Rd). U

Définition 7.6. (Approzimation de l'unité) Une approximation de 'unité est une
suite (py),cn de fonctions de L' (R?) telles que

L. Vn, [oa pu(x)de = 1.

2. Vn, p, > 0 presque partout.

3. Vn > 0,lim, 4 f{\y|>n} pn(y)dy = 0.

Exemple 7.7. Soit p € C° (RY),p >0, [o. p(z)dz = 1. Alors

définit une approximation de I'unité.

Remarque 7.8. Si f € L>®(R%), alors comme p, € L'(R?), la fonction f % p, est
uniformément continue.

Théoréme 7.9. Si f est bornée et continue en tout point d’un compact K de R? (resp.
si f est bornée et uniformément continue sur R?), alors

f* pn —+> f uniformément sur K, (resp. sur R%)
n—-+00

Démonstration. On se limite au deuxiéme cas. Soit f bornée et uniformément continue
sur R%. Soit € > 0. 11 existe 7 tel que

= <n=|f(z) - f(2)]<e
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On a par les propriétés 1. et 2. de 'approximation de I'unité :

|f(x) = [ * pul2)] =

L@ty = [ = ooy

< [ 15 = fa = o)y

— [ @) = sty + [ 15w~ o )y
{lyl<n}

{lyI>n}

. > 7

vV Vv
=Inn =Jnn

Pour le premier terme, on utilise I'uniforme continuité de f : pour tout n,

ho<e | gy <= [ po)dy =<
{lyl<n} Rd

Pour le second terme, on écrit,

Juw < 21l / pu(y)dy —— 0
{ly|>n} n—+00

ol on a utilisé la propriété 3. de I'approximation de 1'unité. U

En adaptant la preuve ci-dessus (en remplagant 'uniforme continuité de f par la
continuité des translations dans L?, p fini) on peut montrer :

Théoréme 7.10. Soit 1 < p < co. Alors pour tout f € LP (Rd), on a pp* f —+> f
n——+0o0
dans LP (Rd).

On termine ce chapitre par ce tableau récapitulatif suivant

Réflexif | Séparable Espace dual
P 1<p<oo)| oul oui L4 (%+$:1)
Lt non oui L
L non non contient strictement L'

URL: http://khalid-koufany.perso.math.cnrs.fr/Analyse-M1/
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