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Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C, et E, F' sont des K-ev.
1. ESPACES VECTORIELS NORMES
Définition 1.1. Une norme sur E est une application || - || : E — R qui vérifie trois

PTropTietés :
(1) caracteére défini : ||x|| = 0 si et seulement si x =0 ;
(2) homogénéité : Pour tout A € K, pour tout v € E, H)\xH = |Al||z]| ;
(3) inégalité triangulaire : Pour tous x,y € E, ||z + yH < lz|| + llvll-
On dit alors que (E, || - ||) est un espace vectomel normé (evn).

Exemple 1.2. (1) K% muni de la norme [|z|, := (Zk Lkl > , pE[l,+o0l.

(2) K% muni de la norme ||z]|o := sup;<;<q |-
(3) R[X], muni de la norme || P||; := fol |P(t)|dt.
(4) R[X], muni de la norme [|P|[o := sup;cpo 1 |P( ).

(5) M, (C), muni de la norme [[Al| := /tr (A*A) =3, .., |a |ai |-

(6) L’espace %,(X, K) des fonctions bornées sur un espace metrique X, numi de la
norme || f|los = supgex [ f(2)]-

Si || - || est une norme sur E, d(z,y) := ||z — y|| est une distance sur £, qui fait de
(E,d) un espace metrique. Rappelons qu’'une distance sur un espace vectoriel est une
application d : E x E — R? vérifiant :

(1) symétrie : d(z,y) = d(y, ) pour tout x,y € E;

(2) séparation : d(z,y) =0 &z =y;

(3) inégalité triangulaire : d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) pour tout z,y,z € E.

Définition 1.3. Deux normes || - ||1 et || - |2 sur E sont dites équivalentes, ce que l'on
note || - |1 ~ || - ||2, sl existe o, B > 0 tels que

VeeE, allzly < lzfls < Bl

Remarque 1.4. La notion de normes équivalentes définit une relation d’équivalence
sur ’ensemble des normes. Concrétement :

(1) réflexivité : toute norme || - || sur E vérifie || - || ~ || - || ;

(3) symétrie : Si ||+ [ly ~ || - [|2 alors [| - [ ~ [ - [[1
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2 ESPACES VECTORIELS NORMES, ESPACES DE BANACH
(2) transitivité : Si || |1 ~ | - [la et si| |2~ - |3, alors || - ||s ~ || - ||
Nous verrons plus loin que si E est de dimension finie, toutes les normes sur E sont

équivalentes. Cela est faux en dimension infinie. Par exemple, sur £ = R[X], les normes
| - 1]1 et || - ||, ci-dessus, ne sont pas équivalentes. En effet, si on a pour un 5 > 0,

[Pl < BIIPl1, VP € R[X]
en testant cette inégalité avec P(t) = P,(t) := ", on aboutit a

1
1< B—
_Bn—l—l’ Vn € N

ce qui est absurde, en faisant tendre n vers +oo.

Proposition 1.5. Deuz normes || - |1 et || - ||2 sur E sont équivalentes si et seulement
si elles définissent les mémes ouverts (un ouvert pour || - |1 est un ouvert pour || - ||o et
réciproquement).

Démonstration. Supposons les normes équivalentes. Par symétrie, il suffit de vérifier que

tout ouvert de (E, || - ||1) est un ouvert de (E, || - ||2)-

Soit U un ouvert de (E,||-|1), et x € U. 1l existe 1 > 0 tel que By (x,r;) =
{y,ly =zl <m} CU. Maissi | |1 < B |2, et ro := 3, on vérifie immédiatement
que By (x,79) :={y, ||y — z||2 <12} C By (x,r1) C U. Cela montre que U est un ouvert
de (.| - 1)

Réciproquement, supposons que les normes définissent les mémes ouverts. Alors, U :=
{z,||z]l1 < 1} étant un ouvert de (E, || - ||1) et un ouvert de (E,|| - ||2). En particulier,

comme 0 € U, il existe r > 0 tel que By(0,7) := {xz,||z]ls <r} € U = B1(0,1).
Autrement dit, on a pour tout x € E, ||z|ls < r = ||z||; < 1. Soit maintenant y € E\{0}.
Alors x = gt vérifie |z|l2 = 5 <, et donc |[z][; < 1. D’oi

r Y
sl = || <1
2|yl 2|lyll21ly
On a ainsi, en posant § := 2, pour tout y € E, |ly|l; < Bly|> (Pinégalité est évidente
pour y = 0). En permutant les roles de || - ||; et || - ||2, on trouverait une inégalité de la
forme opposée. Finalement, || - ||; ~ || - ||2- O

Définition 1.6. Une suite (z,),cy dans un espace métrique (I, d) est dite de Cauchy si
Ve>0 INeN Vp>N Vg>N d(zpx,) <¢
ce qui équivaut o'
Ve>0 INeN Vg>N d(zy,z,) <e€

Définition 1.7 (Convergence normale). Une série Y x, d’éléments d’un evn E est dite
normalement convergente si la série de réels positifs > ||z, est convergente.

Définition 1.8 (Espace de Banach). Un evn E est un espace de Banach s’il est complet
(pour la distance naturellement associée 4 sa norme).

1. ceci est aussi équivalent a dire que lim,, 400 d (2, 24) =0
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Exemple 1.9. (1) Soit 1 < p < 400, alors £ = K¢ muni de | - ||, est un evn complet.
En effet, si ("), .y est une suite de Cauchy dans E, pour tout 1 <4 < d, I'inégalité

27 — i < |2 — 27,

montre que la suite (z}'), .y est de Cauchy dans K. Or K est complet. On rappelle que
c’est une conséquence du théoréme de Bolzano-Weierstrass : on utilise qu’'une suite de
Cauchy est bornée, qu’elle admet alors une valeur d’adhérence par le théoréme Bolzano-
Weierstrass, et finalement qu’une suite de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence
converge. Ainsi, les suites des coordonnées convergent, ce qui permet de conclure que la
suite (2"), oy converge, et donc que E est complet.

(2) Si X est un espace métrique compact, et F' est un espace de Banach, l'espace
Cy(X, F) muni de || - || est un espace de Banach (Si Y est complet, I'espace Cp(X,Y)
est complet).

(3) On verra plus loin d’autres exemples d’espaces de Banach, notamment les espaces
?(N) et LP(X), 1 <p < oo.

Proposition 1.10. Dans un espace de Banach, toute série normalement convergente
est convergente.

Démonstration. Soit E un espace de Banach et ) z,, une série d’éléments de E norma-
lement convergente. Pour montrer que ) x,, est convergente, il suffit de montrer que
la suite des sommes partielles S, := Z;é xk,n € Nj est de Cauchy. Or par inégalité
triangulaire, pour tous p < g,

q—1 q—1
_ — < — _
1Sq = Syl Zxk = Z |wkl| = [T, — T4 m 0
k=p k=p
ot T, := 31—4 ||wx]|, une suite réelle de Cauchy (car convergente). O

Remarque 1.11. On peut méme montrer qu’'un evn est de Banach si et seulement si
toute série normalement convergente d’éléments de F est convergente.

2. ESPACES VECTORIELS NORMES EN DIMENSION FINIE

Les espaces vectoriels normés de dimension finie ont un certain nombre de propriétés
remarquables, dont plusieurs ont été vues en Licence. Présentons-les ici & nouveau
rapidement. Sur ’espace vectoriel K", on dispose de plusieurs normes : pour x =
(x1,...,2,) on pose

[£]loe = max (1], . . [2n]);

lzlly = la] + -+ 4 [znl;

lolls = \/lzaf? + -+ [l

Ces normes sont équivalentes : on a ||z]|« < ||z|]2 < |||l € n||z||w. En fait toutes les
normes de K" sont équivalentes. Le point clef est que les boules et les sphéres de ’espace
vectoriel normé (K", || - ||oo) sont compactes.

Théoréme 2.1 (Equivalence des normes). Si E est un K-espace vectoriel de dimension
finie, toutes les normes sur E sont équivalentes.
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Démonstration. Soit d = dim E, et (ey, ..., eq) une base de E. Par la Remarque 1.4, il
suffit de montrer que toute norme || - || sur E est équivalente a la norme || - ||oo, définie
par analogie avec R? par

d
|7]|lco := sup |xx|, avecx = E Tpeg
1<k<d —
=1
(cette norme dépend bien str du choix de la base). Clairement, par I'inégalité triangulaire,
d
pour tout x = ) 7 x;e;

d
]l < 2; lzil lleill < Bllzlloc, ot on a posé 5 := max [le] .
1=

Reste a montrer I'inégalité inverse. Pour cela, nous allons d’abord montrer que
I'ensemble S := {z € E, ||z|lx = 1} est un compact en utilisant le critére des suites.

Soit (2"),cy une suite d’éléments de S. On a en particulier que pour tout 1 < i < d,
pour tout n, |z7| < 1. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass *, il existe une extractrice
01 : N = N telle que (27'™),.cn converge vers un certain z; € K. On obtient alors une
suite (z#1(™),, d’éléments de S pour laquelle la suite réelle (z7'™),, converge vers 1. On
repete le méme raisonnement que ci-dessous a la suite réelle bornée (xfl(n))n. Il existe
alors une extractrice s : N — N telle que (5"°?*™),cy converge vers un certain 2, € K.
Par extraction successive, on obtient finalement une extractrice ¢ = 1 0y --- 0@, telle
que pour tout 1 <1 < d,

mf(n) — T, N — +00

En posant z := )" x;e;, on a facilement que ||z#") — xHoo — 0. En particulier, ||z =
lim,, Hx”(”HOO = 1. Ainsi S est compact.

Pour conclure, on introduit ’application

N (S floe) = Ry, 22— [l
(c’est la restriction de || - || & 'ensemble S). Par I'inégalité vue ci-dessus :
Vee B, |zl < Bl

on a facilement que N est continue. Comme S est compact, N atteint son inf : autrement
dit, il existe o € S tel que

[2llec =1 = [l = [lzo]

Soit a := ||zg|] > 0. Soit x € E,z # 0. On pose y := ——. On a alors |ly|l.c = 1, et

ll#floo ”
donc ||ly|| > «. En revenant a x, on trouve ||z| > «/|%| - -

i

Remarque 2.2. (1) Il existe une autre démonstration (plus fagile) utilisant les fonctions
linéaires continues en dimension finie.

(2) On a vu que deux normes sont équivalentes si et seulement si elles définissent les
mémes ouverts. Ainsi, le théoréme précédent montre qu’en dimension finie, toute notion
topologique (c’est-a-dire reliée a la notion d’ouvert) sera indépendante du choix de la
norme.

Proposition 2.3. Un evn de dimension finie est complet.

2. Toute suite réelle bornée contient une sous-suite convergente
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Démonstration. Soit (E, || -||) un evn de dimension finie avec d = dim E, et (ey, ..., eq)
une base de E. On introduit

d
|Z||oo := sup |z;|, avecz = inei
1<i<d p

Par le Théoréme 2.1, les normes || -|| et ||- || sont équivalentes. On en déduit facilement
qu’une suite est de Cauchy, resp. converge, pour la distance associée a ||- || si et seulement
si elle est de Cauchy, resp. converge, pour la distance associée a || - ||«. Ainsi, il suffit de
montrer que (E, | - ||o) est complet. La preuve est alors analogue & ce qui a été vu pour
K™ dans I'exemple 1.9. On montre que si (2"), oy est une suite de Cauchy de E, pour
tout 1 < ¢ < d, la suite (27),, . est de Cauchy dans K, et donc converge vers un certain

T d
z;. On en déduit que (2"), . converge vers x = » ° | 7;¢;. O

Proposition 2.4. Dans un evn de dimension finie, les parties compactes sont exactement
les parties fermées bornées.

Démonstration. On introduit comme dans la preuve précédente la norme ||z|. =
d L .
SUPy<;<q |%i], pour & = Y7 | x;e;. Par équivalence des normes, il suffit de montrer que

dans (F, || - ||s), les parties compactes sont exactement les parties fermées bornées, (voir
la Remarque 2.2). On le montre alors comme dans (K%, || - [|s), grace au théoréme de
Bolzano-Weierstrass. U

Proposition 2.5. Soit E un evn. Tout sev de dimension finie de E est fermé.

Démonstration. Soit (E,|| - ||) un evn, et F un sev de E de dimension finie. Par la
Proposition 2.3 (F, || - ||) est complet. Soit maintenant (z,), .y une suite d’éléments de
F qui converge vers x dans £. On vérifie immédiatement que (z,,),, .y est une suite de
Cauchy, et donc par complétude de F, elle converge dans F. Cela montre que F' est
fermé dans F. O

Théoréme 2.6. (Théoréme de Riesz) Soit E un espace vectoriel normé.
La boule unité fermée est compacte si et seulement si E est de dimension finie.

Démonstration. Si E est de dimension finie, la boule unité fermée de E étant fermée et
bornée, elle est compacte (voir Proposition 2.4).

Réciproquement, supposons par ’absurde que E de dimension infinie. Soit B :=
B;(0,1) = {x € E : |z|]| < 1} la boule unité férmée de E et considérons, pour
tout € B, louvert B, = {y € B : |y —z| < i}. On a alors le recouvrement
B C UgyepB,. Comme B est compact, d’aprés la propriété de Borel-Lebesgue *, il existe
x1, ,x, € B tels que B C U ,B,,. On pose F := Vect ({z1,...,2,}). Clest un
sous-espace vectoriel de dimension finie, donc d’apres la proposition précédente, F' est
fermé dans E. Comme F est de dimension infinie, il existe x € F\F. D’ou il existe
y € F tel que ||z — y|| = dist (x, F') > 0 (si cette distance est nulle, z € F' = F, ce qui

est impossible). Posons alors xg := ~“—2.. On a ||z|| = 1, donc ¥y € B. Pour z € F, on
llz—yll

3. de tout recouvrement de B par des ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini.
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a
Ha:o—zH:] Y —H
EE
L ey lle—yll2)l
Te— gl
dist(yc,F)_1
EEr

Ainsi, ||zg — z|| > 1, pour tout z € F. En particulier ||zo — ;]| > 1, pour tout
1 <i < n.On en déduit que zg ¢ U B,.. Or B C U, B,,, donc xy ¢ B, ce qui est
une contradiction. L’hypothése de départ, a savoir E' de dimension infinie, est fausse.
L’espace E est donc bien de dimension finie.

O

3. LES ESPACES f?
Pour une suite u = (u,), .y € K" et p € [1,+00], on définit |jul|, € [0, +oo] par

1/ .
ot e la) g < e
P sup{|un|;n € N} sip=o0

Pour p € [1, 4+00], on note /P(N; K) (ou simplement £?(N) ) le sous-ensemble de K
formé des suites u telles que ||ul|, # +oo. Ainsi,

(*(N) := {u = (Un),cy € K, suplu,| < —1—00}

neN

est ’ensemble des suites bornées, et

+oo
(*(N) := {u = (tn)pey €KY, ) Ju P < —l—oo}

n=0

est Pensemble des suites (u,,) telles que la série de terme général (|u,|”) soit convergente.
En particulier ¢*(N) est I'ensemble des séries absolument convergentes.

Proposition 3.1 (¢ est un espace de Banach). (1) Pour tout 1 < p < oo, ?(N) est un
C-espace vectoriel.
(2) Pour tout 1 < p < o0,

+00 1/p
lull, = (Z Iun|p>
n=0

définit une norme sur (P(N), et

[ulloc = sup [un|
neN

définit une norme sur (> (N).
(3) Pour tout 1 < p < oo, (P(N),| - ||,) est un espace de Banach.
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Démonstration. Nous nous limitons au cas p fini. Pour montrer que /?(N) est un espace
vectoriel, on applique l'inégalité de Minkowski aux sommes partielles pour montrer que
pour tous u,v € P(N), pour tout N € N,

N 1/p N 1/p N 1/p
(Stur) < (S} (Swr)
n=0 n=0 n=0

En faisant tendre N vers l'infini, on en déduit que u + v € P(N), et que || - || vérifie
I'inégalité triangulaire

[u+vlle < lulle + l|v]ler-

Le caractere défini et I'homogénéité de | - [|r» sont immédiats, donc (€#(N), || - [|ew) est
un espace vectoriel normé.

Pour la complétude, on considére (u) jen une suite de Cauchy dans (7 (N). On rappelle
qu'a j fixé, u/ = (uf), oy est un élément de ¢#(N), en particulier une suite de complexes.
Par définition d’une suite de Cauchy, pour tout £ > 0, il existe J > 0 tel que pour tous
Jik=>J,

1/
; i . +o0 ; - p
Hu —u ||€p <eg, le Z‘un—un‘ <e.

n=0
On en déduit que pour tout n fixé, et pour tous j,k > J, |uﬁl — u’ﬁb| < g, c’est-a-dire
(ud) jen suite de Cauchy de C. On en déduit que c’est une suite convergente, et on note
u, € C sa limite. Reste ensuite & montrer que la suite u = (u,), oy est un élément de
(P(N) et que u/ — u quand j — +oo dans I/P(N). Pour cela, il suffit de remarquer que

N 1/p +00 1/p
Vjk>J, VN, (Z I —uiil”) < (Z | —w’ilp> <e
n=0 n=0

En faisant tendre %k vers U'infini dans la somme (finie) allant de 0 & IV, on a

N 1/p
Vj>J, VN, (Z\ug;—un\p> <e
n=0

ce qui montre par les résultats classiques sur les séries numériques que » |l — u,
converge, et que

p

+00 1/p
Vi > J, (Z\ug_un‘p> <e
n=0

Le résultat s’en suit.
OJ

Puisque le terme général d'une série convergente est borné, on a ¢}(N) C *(N). La
proposition suivante, généralise cette inclusion.

Proposition 3.2 (Inclusion des ¢?(N) entre eux). Soient 1 < p; < py < 00. Pour tout
u € (P*(N) on a

[ullps < Nlully
Par conséquent

P(N) C 72(N)
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Démonstration. On montre directement I’'inégalité. On considére le cas ps < 0o pour
alléger les notations, mais le cas ps = 0o peut se traiter de la méme fagon.

Soit v = (vy,), oy Une suite & termes > 0 telle que 3% v, = 1. On a en particulier
v, < 1 pour tout n, et donc pour tout p > 1,37 [v,[’ < 3" v, = 1. Soit maintenant
u € P (N). Si u = 0, I'inégalité est immédiate. Sinon, on applique le résultat précédent a

_ P2 — |un |
po Tl
On trouve » v? <1, ce qui s’écrit |lul/p, < ||ulp,- O

Proposition 3.3 (Dualité ¢ - (7). Si E = (*(N,K),1 < p < oo, alors son dual ((?) = (4
ol q est son exposant cOnjugueé i.e. 719 + % =1.

Plus précisement, (7 est isométriguement isomorphe a (P) par lisométrie suivante :
T : 09— (¢r)', définie par : pour b= (b,), € {4, Uapplication T((b)) : ¢ — K est définie
par : pour tout a = (ay), € 7, T(b)(a) =,y Gnbn.

Dot (7)" = ¢7, pour tout p €] 1, 4o0].

Démonstration. Supposons 1 < p < oo et ¢ sont conjugué.
Démonstration : On commence par montrer que 7' est bien définie. Si on fixe b =
(by),, € 09 alors, I'inégalité de Holder nous donne

Z anby,

neN

pour tout a = (ay,), € ¢*. Dot (T'(b))(a) converge et donc T'(b) : % — K est bien
définie. Il est facile de vérifier qu’elle est linéaire.

De l'inégalité (??), on déduit que T'(b) est continue et ||T'(b)|| < ||b]|,- D’ott T'(b) est
un élément du dual de 7 et [|T'(b)]| ey < |04

On va montrer que [|T'(b)|| > ||b]|;- Si b= 01l n'y a rien a faire. On suppose que b # 0
et on pose

< llall[blly < oo (1)

— % si b, #0
"o sib,=0

Alors a = (ay), € (F et

1/p 1/p 1/p
lall, = <Z|an|p> = (Z!bn|qp_p> = (Z\bnlq) = [|b)j¢/7

neN neN neN
car (¢ —1)p =q. On a T(b)(a) = 3 ey anbn = 3 cry [bn]” = [|D]3- Dont”
7(0)(a)] _ 0l
lally I1b]|&/7

1T 0)| vy > = [[pllg=” = |jbll,

Ainsi | T(0)|| ey = [Ibllg, pour tout b € £7, donc T est une isométrie linéaire. On va
montrer que T est surjective. Soit f € (¢7)’, non nul. On définit b = (b,,),, par b, = f (e,)
ou e, est le niéme élément de la suite canonique i.e. e, = (0nx) renp 12 suite dont tous les
termes sont nuls sauf celui en niéme position qui vaut 1 . On va montrer que b € (7 et

que T'(b) = f.
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Pour m € N, on définit une suite & support fini, 2™ = (a,), telle que

{'bbqu sib,#0et 0 <n<m
a, = n

0 sin>moub, =0
Alors - U
Hm(m)”p — (Z |bn||q>
et . " .
F ™)=Y "anb, =Y [bl°
d’ou " i

‘f(x(m))l 2 neo 00| S a e S q v
[y 2 L) = (SSr) = (ol

||x(m Hp (anzo ’bn’q)p n=0 n=0

Lorsqu’on fait tendre m vers +oc dans I'inégalité précédente, on obtient ||b][, < || ||y,
donc b € (7 et T(b) = f.

Supposons maintenant p = 1

Montrons que si E = ¢*(N,K), alors son dual (¢!)" = ¢*. Plus précisement, /> est
isométriquement isomorphe a (£1)" par Iisométrie : T : £ — (¢1)', définie par : pour
b = (by), € (>, lapplication T((b)) : ¢! — K est définie par : pour tout a = (a,), €
0, T(0)(@) = % pery tnbr

T est bien définie car pour tout a € ¢! et b € £ |3 anbn| < [[bllsc 3 en [an| <
[all11blloc < 0o D’out T'(b) est un élément du dual de €' et [|T(0)[| ) < [[b]]co-

Soit ng tel que by, # 0 on pose a = (ay),,cy OU an = |b,| /b, pour n = ng et a, =0

sinon. Alors HGHI = ZneN ‘(In‘ ‘anol =1let |T ‘ = |zneN a”b } ’anobno‘ = ‘bno"
d’ot |T(b) |y = lTHa”la)I bno = |bn, |, €t ceci est vrai pour tout ng avec by, # 0. Ainsi
||T(b)||(51)/ > sup |bp,| = sup [bn| =[]
no,bno n
On a [|[T(d)| 4y = [|blloc, pour tout b € £>°, donc T est une isométrie linéaire. On va

montrer que T est surjective. Soit f € (¢')', non nul. On définit b = (b,), par b, = f (e,).
Comme |le,[[, =1

[bul = 1 (ea)] < W fllery lenlly = 1LF Nl ey
Alors [[b]|c = sup,, |bn| < [|f][(y Ao b€ £ et f=T(b). O

4. APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES

Théoréme 4.1 (Caractérisation des applications linéaires continues). Soient E, F deux
evn, et f : E — F une application linéaire. On a équivalence entre les propriétés
sutvantes :

(1) f est continue en 0 ;

(2) f est continue;

(3) f est uniformément continue ;

(4) f est lipschitzienne ;

(5) 1l existe une constante M > 0 telle que ||f(z)||r < M||z||g pour tout x € E.
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Démonstration. On a clairement (5) = (4) = (3) = (2) = (1). Il suffit donc de montrer
que (1) = (5). Supposons donc f continue en 0 . En prenant ¢ = 1 dans la définition
classique de la continuité, il existe 6 > 0 tel que |y|lg < § = |[f(y)|lr < 1. Soit
maintenant = € E,xz # 0. On peut poser y := o On a alors lyllze = 9, et donc

IIf(y)|]|r < 1. En revenant a x, en utilisant la linéarité de f, on trouve

5 1
HJCH [f(@)lly <1, cest-a-dire [|f(2)[ly < <lz]le
En posant M := £, on retrouve (5) (I'inégalité dans le cas x = 0 est triviale). O

Définition 4.2. Pour E, F deux evn, on notera Z.(E, F') l’espace vectoriel des applica-
tions linéaires continues de E dans F'.

Définition 4.3 (Formes linéaires continues, dual topologique). Les éléments de £.(E,K)
sont appelés formes linéaires continues sur E, et Z.(FE,K), noté E', est appelé dual
topologique de F.

Proposition 4.4. Soit E un evn de dimension finie, F' un evn. Toute application
linéaire de f : EE — F' est continue.

Démonstration. Soit (E,|| - ||g) un evn, soit d = dim E, et (eq,...,e4) une base de E.
On introduit

Tlloo == sup |z; avec T = Y me;

H ”OO lgz’gd’ 1‘7 Z 1“1
Comme || - ||g et || - || sont équivalentes sur F, il suffit de montrer que f est continue

de (E, | - lloc) dans (F, | - [[r)-
Or pour tout x = Zle Ti€;, On a

(e

avec M := maxi<;<q || f (&) »
On retrouve bien la caractérisation (5) de la continuité de f du Théoréme 4.1. [

1 () lle =

<D lalllf (e)llp < Mz,
F %

Exemple 4.5 (Contre-exemple si £ est de dimension infinie). On considére E = R[X],
muni de ||P|| = fol |P(t)|dt. Soit f : E — R, P — P(1). Clairement, f est linéaire.
Montrons que f n’est pas continue. Dans le cas contraire, on aurait [’existence d’un
M > 0 tel que pour tout P € E||f(P)| < M||P|1, ¢’est-a-dire :

VP eR[X], |P(1)| < M/1 (1) dt.

M

En prenant P(t) = P,(t) = ", on trouve que pour tout n € N,1 < 4

absurde.

ce qui es

Proposition 4.6 (Norme d’application linéaire, norme subordonnée). L’application
(E,F) par

1Al zce.py:= sup [[f(z)]lr

lzllz=1
définit une norme sur Z.(E, F), on l'appelle norme d’opérateur ou norme subor-
donnée. On la note parfois par || - ||op. On a de plus les propriétés suivantes :
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[ fllzee.ry = sup{[[f(2)||lr : = € Be(0,1)}
= sup{||f(@)llr : = € Bp(0,1)}
1S ()|l

=sup —————
w20 |2]le

(2) Pour tout f € Z.(E, F) et pour tout x € E,

1f@)le < [[fll.zzmlzlle
(3) Pour tout f € Z.(E, F), pour tout g € Z.(F,G),

lgo fllzwee < 9llzerallfllzer

Théoréme 4.7. Soit E un evn et F' est un espace de Banach. L’espace Z.(E, F'), muni
de || - || .(e,r) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (f,),cy une suite de Cauchy dans Z,(E, F). On a

lim [|f, — fq”g(cE’F) =0

P,q—+00

Pour tout « € E, par la proposition précédente

1fp(@) = fo(@)p < [1fp = fall gy 2]l (2)

ce qui montre que la suite (f,()),cy est une suite de Cauchy de F. Comme [ est
complet, (fn(x)), ey converge dans F. On appelle f(x) sa limite. Il reste & montrer que
feZ(E F), et que | fn— fllgpr — 0quand n — +oo. En passant a la limite, pour
r,y € F et A € K fixés, dans la relation :

fn(x + )‘y) = fn(x) + )‘fn(y)

on trouve
flz+Ay) = f(x) + A f(y)

ce qui montre la linéarité de f. Par ailleurs, en passant a la limite, pour z fixé, dans la
relation

I fn(@)lp < Mlzllp, — avee  M:=sup |l full #s,r)

on trouve

1f(2)|lr < Mlz|g
ce qui montre que f € Z.(F, F). Enfin, soit € > 0. Il existe N tel que pour tous p,q > N,
| fp — fq||$C(E P SE Par I'inégalité (2), on a pour tout z fixé et pour tous p,q > N,

1fp(2) = fa(@)llp < ellzlle

En prenant p = n, et en envoyant ¢ a l'infini, on trouve pour tout n > N.

[fn2) = F(2) ]| p < ell]lz

En particulier, x étant arbitraire, on en déduit

up 1) = £ @)

I <e, Ccest-adire ||f, — f|

Zo(B,F) <e

Cela montre que || f, — f] 2.k — 0 quand n — +oo.
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Théoréme 4.8 (Théoréme de prolongement des applications linéaires continues). Soit
F un espace de Banach, D un sev d'un evn E, dense dans E. Soit f € Z.(D,F). 1l
existe un unique prolongement f € Z.(E,F) de f, avec || f|l 2. (&,r) = || fll.2.(0.F)-

Démonstration. Comme f € Z£.(D, F), elle est uniformément continue sur D. On peut
appliquer le théoréme de prolongement des applications uniformément continues *, qui
fournit I'existence d’un unique prolongement f : F — F uniformément continu. Reste &
voir que f € Z.(E, F), et que ||f~‘||gc(E7F) = || fll.z.(p,r). Pour la linéarité, on utilise que
pour tout A € K, "application

(w,y) = flz+Ay) = f(2) = Af(y)
est continue sur E'x E et nulle sur D x D (par linéarité de f ). Elle est donc par densité

nulle sur £ x E, ce qui montre la linéarité de f. Par ailleurs, soit x € E, et (z,,),,oy une
suite d’éléments de D qui converge vers x. On a pour tout n,

Jre
En passant a la limite, on trouve

1f@)e < N fllzmmllle

En divisant par ||z|| g et en prenant le sup sur les x # 0, on obtient que fe Z.(E,F), avec
| fllz.e.r)y < || fll2.(p,F)- L'autre inégalité étant claire, on obtient le résultat voulu. [0

=1 @)l < 1z Izl

Théoréme 4.9 (Théoréme de Baire). Soit X un espace métrique complet, et (Op), o
une famille dénombrable d’ouverts denses dans X. Alors NuenO,, est dense dans X (une
intersection dénombrable d’ouverts denses est dense).

De maniere équivalente : si (Fy,), oy une famille dénombrable de fermés d’intérieur vide,
alors UpenF, est d’intérieur vide (une union de fermés d’intérieur vide est d’intérieur
vide).

Démonstration. Voir Rudin (Analyse réelle et complexe, page 127).
Il

Corollaire 4.10. Soit X un espace métrique complet (non-vide), tel que X = UpenFy,
avec (F,), ey une famille de fermés. Alors I'un des F, est d’intérieur non-vide.

Théoréme 4.11. (Théoréme de Banach-Steinhaus) Soit E un Banach, F' un espace
vectoriel normé, et (T,,), oy une suite d’éléments de Z.(E, F). Si pour tout x,

sup || T ()| < o0
neN

alors

sup || 1| o, g,y < 00
neN

Démonstration. Pour tout n € N, on pose

En={xeE, Vk|Ti(z)|p <nj

4. Soit X et Y deux espaces metriques. On suppose D C X dense, et Y complet. Soit f: D — Y
une application uniformément continue. Alors il existe un unique prolongement continu f: X — Y de
f. De plus, f est uniformément continue.
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Il s’agit d’un fermé de E, et par I'hypotheése, U,enE,, = E. Par le corollaire du théoréme
de Baire, il existe N tel que En est d’intérieur non-vide. Ainsi, il existe xqg € F et € > 0
tels que B (x9,¢) C Ey. Comme pour tout y € B(0,1), 20 + 5y € B (20,¢), on a

Yk, HTk (l'o + EIU) H <N
2 F
ce qui donne
3
vk, HT’“ (5‘”) HF < NI (@)l

Finalement

2 (N + 1T (2)ll)

Vk,Vy € B(0,1), ||Th(y)|lz < B

En prenant le sup en y, on arrive a

2 (N + 1T (@)l )

Vi, ||k B

XC(E,F) S ]\4’7 M =

ce qui conclut la preuve. Il

Corollaire 4.12. Soit E un Banach, F un evn. Soit (1,,), oy une suite d’éléments de
Z.(E,F) qui converge simplement vers T : E — F.
Alors T € Z.(E,F), et |T| 2e,r < liminf, ||T,]

Y (E,F)*

Démonstration. Comme pour tout x, (T,,(x)),, oy converge, on a en particulier que pour
tout x, sup,, || 1,(x)|| < +o00. Par le théoréme de Banach-Steinhaus, sup,, ||75,|

M < +00. On en déduit que pour tout x € B(0,1).

ZABF) T

7@ = T [T (o) = liminf [ T3 (a) - < lim i 5L, ) e
< liminf||T,| o () = M < M < +00
En prenant le sup en x € B(0, 1), on trouve bien ||T|| «.g,r < M’ O

Théoréme 4.13 (Théoréme de 'application ouverte). Soient E et F' deuz Banach. Soit
T € L.E,F) surjective. Alors T est ouverte, c’est-a-dire que pour tout ouvert U de E,
T(U) est un ouvert de F.

Démonstration. Soit U un ouvert, xg € U, et § > 0 tel que Bg (z9,9) C U. Il suffit de
montrer qu'il existe p > 0 tel que Bp (T (xo),p) C T (Bg (x0,0)). Par linéarité de T', on
peut se ramener & xg = 0,0 = 1. Ainsi, il suffit de montrer qu’il existe p > 0 tel que

Br(0,p) C T (Bg(0,1)). On pose B := Bg(0,1) et C' :=T(B). On va d’abord montrer

qu’il existe p tel que Br(0,p) C C. On a par surjectivité de 7T :
F = T (UneNnB) = UneNT<nB> = UneNnT<B) C UneNnC.

Notons que les nC,n € N, sont des fermés. Par le corollaire du théoréme de Baire, il
existe donc ng tel que nyC' soit d’intérieur non-vide, ce qui est équivalent a dire que
C' est d’intérieur non-vide. Ainsi, il existe p > 0 tel que B (xg,p) C C. On vérifie
facilement que T'(B) est symétrique (i.e. x € T(B) = —x € T(B) ) et convexe. Ces
propriétés étant préservées par passage a I’adhérence, C' est aussi convexe et symétrique.
Il contient ainsi

1

3 (Br 00.0) + By (=10, p) = { 50+ ). € B (a0.) 0 € B (=au.p) }.
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On vérifie facilement que ce dernier ensemble contient B(0, p). Quitte & réduire p, on
peut supposer Br(0,p) C C.

Montrons maintenant que Br(0,p/2) C T(B), avec le méme p que précédemment.
Soit y € Br(0,p/2). On va construire par récurrence une suite (z,), oy telle que pour
tout n,

lally < 27,y =T 2o+ + 20l < g2+,
L’initialisation se fait comme suit. On a 2y € Bp(0,p) C C : en particulier, il existe
xo € Bg(0,1) tel que [|2y — T (x0)|» < p/2 (on pourrait prendre n’importe quel nombre
P

positif a la place de p/2 ). En posant zp = %, on a ||z||p < i, |y — T (20)||p < 2.

Supposons maintenant avoir construit zo, ..., 2,. On a en particulier
H2n+2y . T (2n+2z0 R 2n+22n)
Il existe x,11 € Bg(0,1) tel que

2042 = T (20220 + -+ 27%22,) = T (an) |, < 5.

En posant z,,1 = 2_(”+2)xn+1, on trouve le résultat voulu. La série ) | zj est normalement
convergente, donc convergente car E est un Banach. Si z est sa limite, on trouve T'(z) = v,

et de plus
—+00 —+o00 1
foll <3 lanll < 3 g = 1
n=0 n=0

ce qui conclut la preuve. Il

Ir<p

Corollaire 4.14 (Théoréme de l'isomorphisme de Banach). Soient E et F' deux Banach,
T € Z.(E, F) bijectif. Alors T~' € £.(F,E), T est alors un isomorphisme topologique.

Démonstration. Le fait que 'inverse d’une application linéaire bijective soit linéaire
est classique. Le point clé est montrer la continuité de T, qui découle du théoréme
précédent et de la caractérisation de la continuité a ’aide des préimages d’ouverts : pour
tout ouvert U de E, (T4 (U) = T(U) est un ouvert de F. O

Corollaire 4.15. Soient || - ||; et || - |2 deux normes sur un espace E qui le rendent
complets. S’il existe M > 0 tel que ||-||1 < M||-||2, alors les deux normes sont équivalentes.

Démonstration. Appliquer le résultat précédent a 'application "identité" :
I (E ) = (B [l), =—a
O

Corollaire 4.16 (Théoréme du graphe fermé). Soient E, F' deux Banach, et T : E — F
linéaire. Alors T est continue si et seulement si son graphe G := {(z,Tz),z € E} est
fermé dans E x F.

Démonstration. Le sens qui est toujours vrai (pour E, F métriques quelconques, et
T : E — F quelconque, pas forcément linéaire) est : si T' continue alors G est fermé.
Le point important ici est la réciproque. Supposons G fermé. On introduit N : £ —
R, définie par : pour tout © € E, Nrp(z) = ||z||g+]|T ()| r. On vérifie facilement que Ny
est une norme, appelée norme du graphe. Montrons que (£, N7) est complet : soit (x,),,cy
une suite de Cauchy dans F pour Np. On déduit immédiatement de la définition de N
que (z,) est de Cauchy dans (E, | - ||g) et que (T (z,)) est de Cauchy dans (F, || - ||r).
Ces espaces étant complets, il existe (z,y) € F x F tel que z,, — x,T (x,) — y. Mais
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comme Gy est fermé et que (z,,T (x,)) € Gr pour tout n, (z,y) € Gr, i.e. y = T(x).
Finalement, on a N (z,, — 2) — 0, ce qui montre que (E, N7) est complet. On est alors
dans les conditions du théoréme précédent : comme || - ||z < Ny, les deux normes sont
équivalentes : il existe en particulier C' > 0 tel que

Ve E, Np(z)=|lzlls+T(@)|r < Cllzlle,
dou |T(z)||r < (C —1)||z||g ce qui montre la continuité de T O

5. LE THEOREME DE HAHN-BANACH

Le théoréeme de Hahn-Banach permet de d’étendre des formes linéaires continues d’'un
sous-espace vectoriel normé, tout en préservant la continuité.

Théoréme 5.1 (Théoréme de Hahn-Banach (forme analytique)). Soit E un espace
vectoriel sur R et p: E — R (une semi-norme) une application telle que :

(1) p(Ax) = Ap(x) pour tout N\ e Ry, x € E

(it) ple +y) < p(z) +ply) pour tout x,y € E.

Soit F' C FE un sous-espace vectoriel et f : F — R une forme linéaire, telle que
f(x) < p(x) pour tout x € F. Alors il existe une forme linéaire g : E — R telle que

(1) g= fsur F i.e. g(x) = f(x) pour tout x € F.

(2) g <p sur E i.e. g(x) < p(x) pour tout v € E.

Démonstration. On suppose que F # E, sinon il n’y a rien a montrer.

Soit & 'ensemble des paires ordonnées (F’,h'), ou I’ est un sous-espace vectoriel
contenant I’ et h’ est une extension de f a F’ telle que b/ < p sur F’. L’ordre partiel
sur & est défini par

(F',h") < (F",h") siet seulement si F' C F", et h' =h" sur F".

L’ensemble & n’est pas vide, puisqu'il contient (F, f), on va montrer qu’il est inductif.
Soit C'= {(Fj, h;),i € I} une chaine de & i.e. une partie totalement ordonnée de &.
On pose Fo = .., Fi et he : Fo — R la forme linéaire définie par :
he(z) = fi(z)  for x € F;
Alors, (Fe, he) est un majorant de C. Ainsi (&, <) est un ensemble ordonné inductif et
en vertu du lemme de Zorn, il admet un élément maximal (Fy, g). Tout ce qui reste a

vérifier pour terminer la preuve, est que F, = E.
Supposons le contraire i.e. F, # E. Soit xy € E\F,. Soient x,y € Fy, alors

f(@) = fy) <ple—y) <p(z+x0) +p(=y = 20)
d’out —p (—y — z0) — f(y) < p(x +20) — f(x). Ainsi pour tout = € F,

S = sup {=p(=y —20) — f(¥)} < p(x+20) — f(2)

il

d’ou
S < inf {p(o-+20)— F@)} = 1
Alors tout a € [S, I] est tel que pour tout y € F,
—p(=y —z0) — fly) <a <p(y+wo) — fy) (3)

On pose alors
Foo={x+txy:x € Fy,t e R} = F, @Rz
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Dot si w € F,, on a w = x + txy et la décomposition est unique. On définit la fonction
h sur F,, par
h(w) = f(z) + at
Alors h est linéaire sur F),, et est une extension de f de F' a F,,. On remarque alors que
h(w) < p(w) sur Fy,

Ceci est une conséquence directe de (3) en posant y = ,¢ # 0 et en considérant le cas
t > 0 puis t < 0. Alors (F,,, h) est un élément de &, tel que (F,, g) < (Fy,, h), ce qui
est une contradiction puisque (Fy, g) est un élément maximal. O

Corollaire 5.2 (Extension par contuité). Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé sur
K. Soit F' un sous-espace vectoriel et f : F' — K une forme linéaire continue. Alors il
existe une forme linéaire continue g : E — K telle que ||g|| = || f]|-

Démonstration. Supposons K = R.

On pose C' = ||f]| et p=C|| - ||. Alors f < p sur F et d’aprés le théoréme de hahn-
Banach, il existe une forme linéaire continue g : £ — R telle que g = f sur Fet ¢g <p
sur E. Ceci entraine que pour tout = € E, g(x) < C||z| et g(—z) < C|| —z|| = C||z|| i.e.
l9(x)| < Cflz]|. Dou |lg]| < C = [[f]| et comme |g(x)| = |f(x)] sur F, on aura [|g]| > || f]]
ce qui donne finalement ||g|| = || |-

Supposons K = C.

On écrit, f = fi +ifs, ou f1 =Re(f) et fo = Im(f). Alors f; et fo sont des formes
linéaires réelles sur F' considéré comme espace vectoriel sur R, et fo(z) = —fi(ix).
D’apreés le cas réel, il existe une forme linéaire continue g, : £ — R telle que ¢; = f; sur
F et ||g1]| = || f1]]- On pose, pour tout = € E, g(x) = ¢1(x) — ig1(ixz). Alors g(z) = f(z)
sur F', on aussi g(ixz) = ig(z) et comme g; est R-linéaire, g est C-linéaire sur l’espace
vectoriel complexe E. Il reste & montrer que ||g|| < ||f]|, ce qui entrainera ||g|| = ||f]|-
Soit x € E tel que g(z) # 0 et a = arg(g(x)), d’ou

l9(2)] = g(x)e™ = g (ze™*) = g1 (xe™™) = [lg1 (xe™) || < Nl 2]l = [ ]
done lgll < [I£1]- O

Corollaire 5.3. Soit E # {0} un espace vectoriel normé sur K. Soit xy € E — {0}.
alors il existe une forme linéaire continue f : E — R telle que

{ f (o) = [l
=1

Démonstration. Soit zg # 0, on pose F' = Vect (o) = {txo | t € K}, F est un sousespace
et on définit le forme linéaire, fy : F' — K, par fo (tzg) =t ||xo||. Alors fy est une forme

linéaire continue sur F' de norme ||fo|| = 1 (puisque |fo(x)| = |¢|||zo|| = ||z| pour
tout « € F'). D’aprés le corollaire précédent, f, admet une extension linéaire continue
f + E — K qui préserve la norme i.e. || f|| = ||fol]| = 1 et f = fo sur F, entraine que
[ (o) = [l O

Remarque 5.4. (1) Si £ # {0} un espace vectoriel normé réel ou complexe, alors
il existe toujours une forme linéaire continue et non identiquement nulle sur E i.e.
E' #{0}.

(2) Montrer que tout sous-espace de dimension finie F' C E d’un evn admet un
supplémentaire fermé (exercice).
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On va décuire des résultats précédents que les éléments du dual E’ séparent les
éléments de E.

Corollaire 5.5. Soit E un espace vectoriel normé sur K. Pour tous vecteurs x1 # s
dans E, il existe f € E' telle que f (z1) # f (x2).

Démonstration. Si on pose © = w1 — x9 # 0, d’apres le corollaire précédent, il existe
f € E telle que f(z) = ||z|| > 0 d’ou f(x1) # f (z2). O

Définition 5.6 (Hyperplan affine). Soit E un R-espace vectoriel.
(1) Un hyperplan affine de E est un sous-espace affine de codimension 1 de E, ou,
de maniére équivalente une partie de E de la forme

H=f"a)={zeE: f(z) =a}

ot [ est une forme linéaire non nulle et o« € R. Nous dirons alors que f = « est une
équation de H.

Un hyperplan vectoriel de E est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

(2) On dit qu’un hyperplan affine H d’équation f = o sépare deux parties A et B de
E si, quitte a échanger A et B, on a A C f~}(] — o0, a]) et B C f~!([a, +o0]).

(3) On dit qu’un hyperplan affine H d’équation f = « sépare strictement A et B d
s’il existe € > 0 tel que, quitte a échanger A et B, on a A C f71(] — oo, — €]) et
B C fH[or+ e, +o0]).

Proposition 5.7. Soit H = f~'(a) hyperplan affine de E, ou f est une forme linéaire
non nulle de E et o € R. Alors H est fermé si et seulement si f € E' (c-a-d., f
continue).

Démonstration. On a H = f~'(a) = a + ker f, d’ott H est fermé si et seulement si ker
f est fermé. Or ker f est fermé si et seulement si f est continue. O

Théoréme 5.8 (Theoreme de Hahn-Banach - version géométrique, cas réel). Soit E un
evn sur R. Soient A et B deux convezres non vides disjoints de E.

(1) 1ere forme géométrique :

St A est ouvert, alors il existe un hyperplan affine fermé séparant A et B.

(2) 2nd forme géométrique :

Si A est compact et si B est fermé, alors il existe un hyperplan affine fermé séparant
strictement A et B.

Démonstration. Voir H. Brézis, Analyse Fonctionnelle, Théorie et Applications. O
On peut en déuire une version géométrique lorsque K = C.

Théoréme 5.9 (Theoreme de Hahn-Banach - version géométrique, cas complexe). Soit
E un evn sur C'. Soient A et B deuz convexes non vides disjoints de E.

(1) Iere forme géométrique :

Si A est ouvert, alors il existe f € E' — {0}, € R tels que

Re f(a) < a <Re f(b), Vae A,b € B.

(2) 2nd forme géométrique :
Si A est compact et si B est fermé, alors il existe f € E' —{0},a € R et € > 0 tels
que

Re f(a) +e <a<Ref(b)—¢, YVae A, b€ B.
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6. ESPACES REFLEXIFS ET ESPACES SEPARABLES

Soit E un espace normé. Le dual topologique E’ de E est I'espace des formes linéaires
continues sur £. C’est un espace normé, pour la norme
Ifller = sup |f(z)]
llzll =1
On note E” le dual topologique de E’ et on I'appelle le bidual de E.
Pour tout z € E, on définit une forme linéaire ¢, sur £’ par o(x)(f) = f(z). Comme,

[0 (N = 1F@)] < Nzl gl /]l 2

ainsi @, est un élément de E”.

Théoréme 6.1. E est isométriquement isomorphe a un sous-espace E de son bidual
E". Plus précisement Uapplication J : E — E" définie par J(x) = @, est isomorphisme
1sométrique.

Démonstration. On vérifie facilement que 'application J est linéaire, elle est continue
car ||J(x)|| = ||« < ||#]|. Il nous reste & montrer que J est une isométrie.

D’apreés le corollaire 5.3, pour tout x € E, il existe f € F’ telle que f(z) = ||z et
If]I' = 1. D’ou

1 Te(@)]| = llell = sup, 2= (F)] = [ (P = [ ()] = ]|

ainsi ||Jg(z)|| = ||z||. Ceci termine la preuve du théoréme. O
L’isométrie J : E — J(F) C E” est appelée 'application canonique de E dans E”.

Définition 6.2 (Espace réflexif). Un espace vectoriel normé E est dit reflexif si
J(E)=FE".

Remarque 6.3. (1) Si E est reflexif, alors E est isométriquement isomorphe a E”. La
réciproque est fausse.

(2) Tout espace de dimension finie est un espace réflexif. Les espaces ¢ (1 < p < 00)
sont des espaces reflexifs.

(3) Tout espace normé réflexif est un espace de Banach, puisqu’il est isomorphe & son
bidual qui est complet (d’aprés Théoréme 4.7). La réciproque est en général fausse (voir
remarque 0.41).

Remarque 6.4. (> est réflexif, car (> = (¢'). Par contre (', n’est pas réflexif, car
(€)' # (' (voir remarque 6.16 plus loin).
Proposition 6.5. Soit E un espace réflexif. Alors, tout élément f € E' atteint sa norme

sur E.

Démonstration. En effet, pour f € E’, d’aprés le corollaire 5.3, il existe ¢, € E” tel que

wu(f) = [l fIlie f(z) =[£I U

La réciproque de la proposition précédente est également vraie. Si toute forme linéaire
continue f € E’ sur un espace de Banach F atteint sa norme, alors E est réflexive (le
théoréme de James).

Proposition 6.6. Soit & un espace de Banach réflexif et soit F' C E un sous-espace
vectoriel fermé. Alors F', muni de la norme induite par E, est réflexif.
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Démonstration. Voir H. Brézis, Analyse Fonctionnelle, Théorie et Applications (page
45). O
Proposition 6.7. Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement si
E’ est réflexif.

Démonstration. Voir H. Brézis, Analyse Fonctionnelle, Théorie et Applications (page
45). O

Définition 6.8 (Espaces uniformément convexes). On dit qu’un espace de Banach E
est uniformément convexe si Ve > 0,36 > 0 tel que
<1- 5)

Cette définition fait intervenir une propriété géométrique de la boule unité, qui doit
étre bien “ronde’Par exemple dans R? est uniformément convexes pour la norem || - ||,
mais ne 'est pas pour la norme || - ||; (faire un dessin de la boule unité dans chaque cas).

T+
(r,y € B, o] <1yl <1 et llx—y“”);‘(H ;-

Théoréme 6.9 (Théoréme de Milman-Pettis). Tout espace de Banach uniformément
convexe est réflexif.

Démonstration. Voir H. Brézis, Analyse Fonctionnelle, Théorie et Applications (page
51). O

Définition 6.10 (Espace séparable). Un espace vectoriel normé est dit séparable s’il
admet un ensemble dénombrable dense.

Lemme 6.11. Si E admet une famille (O;),.; non-dénombrable d’ouverts 2 a 2 disjoints,
alors E/ n’est pas séparable.

Démonstration. Supposons par I'absurde que £ est séparable, et soit (x,),,.y une famille
dénombrable dense dans E. Soit ig € I. On pose alors ¢ : N — [ définie par

b(n) = io sl xy & UierO;
1 si x, € O;
Cette application est bien définie (car les O; sont 2 a 2 disjoints) et surjective (par
densité des z,, ). Contradiction car I non-dénombrable. i

Définition 6.12 (Suite totale). Une famille {x;},., d'un evn E est dite totale si
lespace vectoriel engendré par {x;},.; est dense dans E i.e.

Vect{x; |i € I} = E.

Une suite totale est une famille totale dénombrable.

Lemme 6.13. Un espace vectoriel normé est séparable si et seulement sl admet une
suite totale.

Démonstration. Si E est séparable il admet une suite (z,),en dense, en particulier ¢’est
une suite totale dense.
Réciproquement, soit (z,),en une suite totale de E. Alors,

VectQH@ {x"}nEN = {Z )\Zflj'l | I ﬁni, )\z € @ + ZQ}
icJ

est un ensemble dénombrable et dense dans Vectg {x,}, .y et donc dense dans £, ainsi

E est séparable. Il
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Proposition 6.14 (Séparabilité des espaces (). (1) Pour p € [1,400], l’espace (P est
séparables.
(2) L’espace > ne l’est pas.

Démonstration. (1) Pour tout j € N, on définit ¢/ = (67)

5 ::{1 sin=j

neN par

0 sinon

Si p fini, on vérifie que I'ensemble des combinaisons linéaires des ¢’ & coefficients dans
Q+1Q :={z +iy,z,y € Q} est dénombrable et dense dans /*(N).

(2) Reste a montrer que £>°(N) n’est pas séparable. Pour cela, on utilise le lemme 6.11
avec I = {0,1}N ~ R, et O; := B (i, }1) pour ¢ € I, ou B (2’, }1) désigne la boule ouverte
de centre i et de rayon ; dans (*(N). O

Théoréme 6.15 (Dualité et séparabilité). Soit E un espace vectoriel normé. Si E est
séparable, il en est de méme de E.

Démonstration. Soit (fy), oy une suite d’éléments de £’ qui est dense. Soit (2,,)nen une
suite de E telle que pour tout n

1
lzall =1 et [fu(za)l = 5 Ifull llzall

On va montrer que (x,,)nen est totale dans E. Pour cela, d’aprés la remarque précédente,
il suffit de montrer que toute f € E’ qui s’annule sur la suite (z,),en est identiquement
nulle.

Soit f € E' telle que f (x,) =0 pour tout n € N. Par densité de la suite {f,}
pour tout € > 0, il existe n. € N tel que || f — f,..|| < €. Donc

1
Shfacll < Vfao @)l = |(fae = F) @)l | oo = Flllln|l < €
Donc || f|| < |If = fa.ll + 1 fn. || < 3e. Comme ¢ est arbitraire ceci entraine que f = 0. O

neN?

Remarque 6.16. (1) On déduit de la proposition précédente que (£°) # (% car ¢! est
séparable, mais £*° ne l’est pas.

(2) La réciproque a la proposition précédente, est en générale fausse ; par exemple :
(01) = £ ¢! est séparable, mais pas son dual £>°.

URL: http://khalid-koufany.perso.math.cnrs.fr/Analyse-M1/
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