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Exercice 1. (a) Déterminer tous les éléments d’ordre 9 du groupe Uys.
(b) Déterminer tous les sous-groupes du groupe Z/8Z.

Correction. (a) Le groupe Uys est cyclique d’ordre 45 et engendré par £ = e2m/45 Leg
éléments d’ordre 9 de Uys sont les générateurs du seul sous-groupe cyclique Hg d’ordre
9. 'y enap(9) = 3(3—1) =6. Ce sous-groupe peut étre donné par Hy = (a) ou
a = &¥%/9 = e27/9 Un élément aF (0 < k < 8) est un générateur de Hy si et seulement si
kN9 =1, cest adirek=1,2,4,5,7,8. Ainsi les éléments d’ordre 9 de Uys sont

a= 62171'/97a2 — e4wr/97a4 _ 6827r/9’a5 — elOwr/Q,a7 _ 61417r/97a8 — elﬁwr/Q‘

(b) Le groupe Z/8Z est cyclique d’ordre 8 et engendré par 1. Ses sous-groupes corre-
spondent donc aux diviseurs de 8 : 1, 2, 4, 8.

H, = {0}.

Hy = (51) = (4) = {0,4} ~ Z/2Z

Hy = (81) = (2) = {0,2,4,6} ~ Z/AZ
Hg = 7./87.

Exercice 2. Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble FE.

(a) On suppose que toute orbite contient au moins deux éléments, que |G| = 15 et que
card(E) = 17. Déterminer le nombre d’orbites et le cardinal de chacune.

(b) On suppose que |G| = 33 et card(E) = 19. Montrer qu’il existe au moins une orbite
réduite & un élément.

Correction. (a) Si O est une orbite de I'action de G sur E, alors card(O) divise
|G| = 15 = 3 x 5. Donc card(0O) € {1,3,5,15}. Or card(O) > 2. Les orbites étant une
partition de E, la somme des cardinaux de ces orbites est égal a card(E) = 17. Il n’y a
qu’une seule possibilité : 3+ 3 +3+ 3+ 5 = 17. Il y donc 4 orbites 4 3 éléments et une
orbite a 5 éléments.

(b) On suppose |G| = 33 et card(E) = 19. Une orbites quelconque O a pour cardinal 1
ou 3 ou 11 ou 33. Une telle orbite ne peut avoir 33 comme cardinal, car 33 > 19. Supposons
que card(O) # 1. Mais aucune somme des diviseurs ¢ {1,33} de 33 n’est égal a 19. Donc
nécessairement il existe au moin un orbite réduite a un élément.

Exercice 3. Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On suppose que :
(o) : H et K sont des sous-groupes distingués de G,
(3): HNK = {e},
(v): HK =G.
On définit une application f : H x K — G par f(h,k) = hk.



(a) Montrer que f est une application injective. [Utiliser ()]

En déduire que f est bijective.
(b) Montrer que hk = kh pour tout h € H et pour tout k € K, [Utiliser () et (a)]
(c) En déduire que f est un isomorphisme de groupes.

Correction. (a) Soient h,h' € H et k, k' € K tels que f(h,k) = f(h', k), alors hk = h'K
et h™'h =kk'"' ¢ HNK = {e}. Dot h = h' et k = k' et I'application f est injective.
Comme f(H x K) = HK = G donc f est surjective et par suite f est bijective.

(b) Soit h € H et k € K. Comme K est distingué dans G, il existe k1 € K tel que
hk = k1h, et comme H est distingué dans G, il existe hy € K tel que kith = h1k1. Donc
hk = hik; c-a-d. f(h,k) = f(h1,k1) et comme f est injective, h = hy et k = k1. D’ou
hk = kih = kh.

(¢) Montrons maintenant que f est un morphisme de groupes. Soient (h,k), (h', k') €
Hx K. On a

FI(h B)Y(R K] = fI(RD kKD = (hD)(RE') = (hk)(WE") = f[(h, )LFI(R' K],

car W'k = kh/. Ainsi f est un morphisme de groupes bijectif de H x K sut G.

Exercice 4. Soit G un groupe fini, H et K deux sous-groupes de G. On suppose que :
(a) : H et K sont des sous-groupes distingués de G,
(B) : HNK = {e}.
Montrer que HK est un sous-groupe distingué de G d’ordre |H| x |K|. [Utiliser Exercice
3]

Correction. Onae € HK et sig=hk € HK, ¢ = Nk € HK, alors g9’ = hkh'k' =
hh'kk' d’apres la question (b), Exercice 3. Donc HK est stable par le produit. De plus, si
g=nhk € HK, alors g~ = k='h=! = h=1k~!, toujours d’aprés la question (b), Exercice
3. On en déduit que HK est un sous-groupe de G.

Montrons que HK est distingué dans G. Soit hk € HK et g € G. On a ghkg™!' =
higkg™', avec hy € H, car H est distingué dans G; et higkg™' = hik1gg™" = h1k; € HK,
avec k1 € K, car K est distingué dans G. Par conséquent, HK est distingué dans G.

L’application f : H x K — HK, f(h,k) = hk est un isomorphisme de groupes. Donc
HEK| = |H x K| = |H|- |K]|.

Exercice 5. Soit G un groupe d’ordre 55, possédant deux sous-groupes distingués H et
K d’ordre 5 et 11 respectivement.
Montrer que G est isomorphe Z/55Z. [Utiliser Exercice 4|

Correction. Si x € H N K, alors o(x) divise a la fois 3 et 11, donc o(x) =1 et x = e.
Par conséquent H N K = {e}.

D’aprés 'exercice 4, on sait que HK est un sous-groupe de G d’ordre 5 x 11 = 55,
donc HK = (G. On a vu aussi que HK est isomorphe & H x K. Donc G est isomorphe a
H x K. Or H est d’ordre 5, donc (cyclique) isomorphe a Z/57. De la méme fagon, K est
isomorphe a4 Z/11Z. Donc G ~ H X K ~ 7 /57 X ZL/11Z ~ 7./55Z, le dernier isomorphisme
est dii au théoréme chinois.

Exercice 6.



Soit G un groupe d’ordre 9. On veut montrer que G posséde un ou quatre sous-groupes
d’ordre 3.
(a) Supposons que G est cyclique, engendré par un élément a. Déterminer alors le seul
sous-groupe d’ordre 3.
(b) Supposons que G n’est pas cyclique.
(i) Quel est I'ordre des éléments x € G, x # e.
(ii) Déduire une écriture de G (décrire les éléments de G).
(iii) Déduire les sous-groupes d’ordre 3.

Correction. (a) Si G est cyclique, alors il existe un éléments a € G d’ordre 9 tel que
G = (a). et dans ce cas (a®) est le seul sous-groupe d’ordre 3.

(b) Si G n’est pas cyclique, alors aucun élément de G n’est d’ordre 9. Tous les éléments
sauf e sont donc d’ordre 3 et G = {e,x1,23,x2,73, 23,73, x4, 23}. Dans ce cas (z;) pour
1 <4 <4 sont les 4 sous-groupes d’ordre 3.




