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Soit F un ensemble ayant au moins deux éléments et Idg 'application identité sur
E. On notera card(E) le cardinal de FE.

1. PERMUTATIONS, CYCLES ET TRANSPOSITIONS
On note S(E) (ou &(E)) 'ensemble des bijections de E sur E.
Proposition 1.1. S(E) est un groupe pour la composition des applications.

Démonstration. Evident. O

Définition 1.2. Le groupe S(F) est appelé groupe des permutations de E.

Dans le cas ot E est réduit a un élément, S(E) = {Id}.

Pour E={1,2,...,n}, oun € N*, on note S,, ou &,, le groupe S(E) et on l'appelle
groupe symétrique de degré n.

Pour toute permutation o € S,,, on note

o 1 2 ...
S\ o) o2 - an)
pour signifier que ¢ est la bijection o : k — o (k).
Avec cette notation, on calcule facilement la composée et I'inverse d’une permutation

de S,,. Par exemple, on a
1 2 5)
3 5 1
3 4
4 5
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Pour toute permutation ¢ € S(E) et tout entier relatif r, on définit la permutation
o" par
Idg sir=0
0c"=qo0o---o0 (rfois)sir>1
(™)t sir< -1

Définition 1.3. Soit r un entier, 2 < r < card(E). On appelle cycle d’ordre r (ou
r-cycle), toute permutation o € S(E) qui permute circulairement r éléments de E et

laisse fize les autres. C’est-a-dire, qu’il existe une partie {xy,...,z,} de E telle que
o(zg) =z VEe{l,...,r—1}
o(x,) =x;

o(z) ==z Ve e E\A{zy,...,z.}.

On notera alors
o= (x1,...,z,)
un tel cycle et on dit que {x1,...,x,.} est le support de o, que l’'on note Supp(o).

Remarque 1.4. (a) Les r permutations circulaires

(xlax% s 7'777’)7 (IL’Q,$3, cee 7xT7x1)7 SR (xmxb s 7‘7;7‘—1)

désignent le meéme cycle.
(b) L’inverse d'un r-cycle est un r-cycle de méme support. Précisément, on peut
vérifier facielement que

(1,29, ...,2,) ' = (T, Tp1, ..., T1).
(¢) Sio = (xy,29,...,x,) est un r-cycle, on a alors pour tout entier k, 1 < k <r,
zp = o ().

En effet, c’est vrai pour £ = 1 et supposons le résultat acquis pour 1 <k —-1<r —1,
on a
zp = o(zp_1) = o(d"2(21)) = 0" (21).

Définition 1.5. On appelle transposition, un cycle d’ordre 2.

On peut remarquer qu’'une transposition 7 est d’ordre 2 dans le groupe S(F), c’est-

a-dire que 7 # Idg et 72 = Idg. On a donc 771 = 7.

Proposition 1.6. Un r-cycle est d’ordre v dans le groupe S(F).

Démonstration. Soit o = (z1,...,x,) un r-cycle avec r > 2. Pour tout entier k, 1 <
k<rona
o' (z) =0 (0" (z1)) = o (0" (21))

= 0" Ho(o" (21))) = o* o ()

= of (zy) = 2y
Comme o(z) = x pour tout z € E'\ {x1,...,2,}, on en déduit que 0" = Id.
Enfin puisque 0%~ 1(11) = 2 # 7, pour 2 < k < r, on déduit que o*~! # Idg et o est
d’ordre 7. 0
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Remarque 1.7. (a) On déduit du résultat précédent que 'inverse d'un r-cycle o est
un r-cycle, 07! = 0" 1.

(b) Si o est un r-cycle, le calcul de ¢™ pour tout entier relatif m peut s’obtenir en
effectuant la division euclidienne de m par r :onam =qr+savec 0 < s <r —1 et
o™ =o°.

(c) Sil’ensemble E a au moins 3 éléments, alors le groupe S(F) n’est pas commutatif.
En effet, soient x1, 9, 3 trois éléments distincts de E et 7 = (x1,22), 7o = (22, x3).
On a 71 (1) = 3 et Ty72(x1) = x9. Done 719 # mo7.

(d) On suppose que card(E) > 2. Alors on vérifie assez facilement que dans S(F) il
y a (:) (r—1!= (nf—'r), cycles d’ordre r distincts.

Proposition 1.8. Si o et o’ sont deux cycles tels que Supp(o) NSupp(o’) est réduit a
un point, alors oo’ est un cycle.

Démonstration. En effet, supposons que o = (z1,...,2,), 0" = (2},...,2)) et Supp(o)N
N . . e
Supp(o’) = {w}. Soit j, 1 < j < s tel que x), = 7, alors
r / ) /
00" = (Thi1, ooy Ty Ty e T ) (Thy Ty gy, Ty @, 00 )
_ / / / /
= (Thgts oy Ty B0y Thy T gy T T, X )

La proposition qui suit est tres souvent utilisée.

Proposition 1.9. Soit r un entier 2 < r < card(F).
Le conjugué dans S(E) d’un r-cycle est encore un r-cycle. Précisément, pour tout
r-cycle o = (x1,...,x,) et toute permutation v € S(E), on a

yoooy = (y(@1),¥(@2),- ., (@),
Réciproquement, deux cycles de méme longueur sont conjugués dans S(E). Précisément,
si o, o' sont deux r-cycles, il existe alors une permutation v € S(F) telle que o' =
yoooy .
Démonstration. En notant o” = (vy(x1),...,7v(x,.)), il s’agit de montrer que yo o =

o’ or.
Pour z € E\ {zy,...,2.},onao(x) =z et y(z) € E\ {y(z1),...,7(z,)}, ce qui

donne
voo(z) =(zx) =" (v(z)) = 0" o y(z)
Siz=uwx, €{ry,...,2.}, en notant z,,; = x1, on a

yoo(x)=y(o(zk) = v(Th1)
et

0" oq(z) =o"(v(x )) V(@hey1)-

On a donc bien yo o = ¢” 07, soit Yoo oy~! =",

Pour la réciproque, soient o = (x1,...,z,) et o’ = (x},...,2) deux r-cycles. Soit ¢
une bijection de E\ {x1,...,2,} sur E'\ {:z:l, o alt ety € S(E) telle que y(xy) = ),
pour k =1,...,r et y(z) = p(z) pour x € E\ {z1,...,2,}. On a alors

/

Yoo oy = (ar),...,1(w,) = (&, ....a}) = .
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U

Le résultat précédent se traduit en disant que, pour tout entier r compris entre 2 et
card(F) , le groupe S(F) agit par conjugaison de fagon transitive sur l’ensemble des
r-cycles.

En faisant agir S(E) par conjugaison sur I’ensemble des cycles, 'orbite d'un r-cycle
pour cette action est I’ensemble de tous les r-cycles et son cardinal est % = (r—=1)(").

On désigne par Z(S(F)) le centre du groupe de S(E) , c’est-a-dire I'ensemble des
éléments de S(F) qui commutent a tous les autres éléments de S(F).

Proposition 1.10. On a

Z(S(E)) = {S(E) si card(E) = 2

{Ildg} sicard(F)>3

Démonstration. Si card(E) = 2, le groupe S(E) est abélien et Z(S(F)) = S(E).
On suppose que card(E) > 3. Soit 0 € S(E) \ {Idg}. 1l existe donc = € E tel que
y=o(z) # z. Soit z € E\ {z,y} (F a aumoins trois éléments) et 7 la transposition
7= (y,2). On a
or(x)=0(x) =y et To(z) =7(y) =2 #y.
On en déduit que o7 # 70 et que 0 ¢ Z(S(E)). Par conséquent Z(S(E)) = {Idg}.
U

2. LES GROUPES SYMETRIQUES

Théoreme 2.1. 5i E et F sont deur ensembles non vides et ¢ une bijection de E sur
F, alors les groupes S(E) et S(F) sont isomprphes.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que I'application
v: S(E) — S(F)
o +— pococop!
est un isomorphisme de groupes. O

On en déduit que tout groupe de permutations d'un ensemble a n éléments est
isomorphe au groupe symétrique S,, des permutations de {1,2,...,n}.

Théoréme 2.2. Pour tout entier n > 1 et tout ensemble de cardinal n, le groupe S(E)
est d’ordre n!.

Démonstration. On va faire une démonstration par récurrence sur le cardinal n > 1 de
E.

Sin=1, S(E) ={ldg}, est de cardinal 1.

Supposons le résultat acquis pour les ensembles a n — 1 éléments et soit £ =
{x1,...,2,} un ensemble n > 2 éléments.

On fait agir S(E) sur E. Cette action est transitive (il y a une seule orbite) et on
désigne par H = S(F),, le stabilisateur de x,,

H={0c€S8(E); o(x,) = z,}.
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H est donc un sous-groupe de S(FE) et application qui associe a o € H sa restriction
a F ={x,...,x,_1} réalise alors un isomorphisme de groupes de H sur S(F’), donc
H est d’ordre (n — 1)!. Soit O,, l'orbite de z,,. Comme ’action est transitive on a
O,, = FE, donc

card(S(E)) = card(O,,)card(H)

=n-(n—1)=n!

Exemples 2.3. (a) Le groupe symétrique Sy est composé de deux éléments
Id, 7= (1,2)

C’est un groupe abélien. Il est cyclique d’ordre 2 engendré par 7 et isomorphe Z,.
(b) Le groupe symétrique Sy est formé de six éléments

Id, T — (1,2),7’2 = (1,3), T3 = (2,3),0’1 = (1,2,3) et 09 — (1,3,2)

Ce groupe n’est pas abélien, car par exemple

1 2 3 1 2 3
7'17'2_(3 1 2)_0'26t7'2’7'1_<2 3 1>_0'17é0'2.

En remarquant que
2 2

09 = 01,72 = T102 = T101,73 = T101

on déduit que
2 2
Sy = {ld,01,07,7,1101,T101} = (T1,01)
_ i J s s
= {ro]]i1=0,1, j=0,1,2}.

83 est donc engendré par 7; (qui est d’ordre 2) et oy (qui est d’ordre 3). On montre
que Ss est, a isomorphisme pres, le seul groupe d’ordre 6 non abélien (voir TD).

3. SUPPORT ET ORBITES D'UNE PERMUTATION

Définition 3.1. Le support d’une permutation o € S(E) est le complémentaire dans
E de ’ensemble de ses points fixes, soit [’ensemble

supp(o) = {z € E | o(x) # x}.

Remarque 3.2. (a) Idg est 'unique permutation de support vide.
(b) Le support d'un cycle 0 = (x1,...,z,) est {z1,..., 2.}

Proposition 3.3. Soient 0,0’ deux permutations de E.
(a) o(supp(c)) = supp(0).
(b) supp(a) = supp(o ).
(¢) Pour tout m € Z, supp(¢™) C supp(o).
(d) Si supp(c) Nsupp(o’) =0, alors c oo’ =o' 0 0.

Démonstration. (a) Soit € supp(c). Comme o est injective, de o(z) # x on déduit
o(o(x)) # o(x) et o(x) € supp(c). On a donc o(supp(c)) C supp(c). Comme o est
surjective, tout = € supp(o) s'ecrit x = o(2’) et o(z) = o(o(2')) # = = o(a’) impose
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o(x') # 2" donc 2’ € supp(o) et x € o(supp(c)). On a donc supp(c) C o(supp(o)) et
supp(c) = supp(supp(0)).

(b) De o(z) =z <= x =0 '(x), on déduit que supp(c) = supp(c1).

(c) L’égalité o(x) = = entraine o™ (x) = z, donc 0™ (x) # x entraine o(z) # x et
supp(c™) C supp(o).

(d) Soient o, 0’ tel que supp(c) Nsupp(c’) =0 et z € E.

Si x ¢ supp(o) Usupp(a’), alors o(z) =z =o'(z) et 0’ oo (z) =0d'(z) =z =0o(z) =
ogodo'(x).

Si x € supp(o) (et donc = ¢ supp(o’)), alors o'(z) = z, donc ¢’ o o(x) = o(x) =
coo’(x). On montre de méme que pour tout x € supp(c’), c’oo(z) = o’'(z) = coo’(z).
Ainsi c oo’ =0’ oo0. O

Remarque 3.4. La réciproque du point (d) de la proposition précédente est fausse.
Pour le voir, il suffit de prendre o # Id et 0/ = o~ L.

Pour la suite de ce paragraphe, F est un ensemble fini de cardinal n > 2.
Soit o € S(F). On a une action naturelle du groupe cyclique H := (o) = {o*, k € Z}
sur F définie par
(oF, 2) =o% -z =o"(2).
Les orbites, appelées encore g-orbites pour cette action, sont les parties de £
H-z={y-z;y€H={o"@); k€Z}, zcE

On notera Orb,(z) une telle orbite.
On rappelle que les orbites sont aussi les classes d’équivalences pour la relation
d’équivalence définie sur E par

TRy <= k€7, y=o"(z)
et que les orbites deux a deux distinctes forment une partition de F.

Remarque 3.5. Une o-orbite Orb,(x) est réduite & un point si, et seulement si, o(x) =
x et les orbites non réduites a un point forment une partition du support de o.

Exemple 3.6. Soit 0 = (x1,...,z,) un r-cycle.
Pour x € E\ {z1,...,2,},onao(x) =z et Orb,(z) = {z}.
Pour tout entier 1 < k <r, on a x = Jkil(ml), donc 2R,z et comme 0" (1) = x7,
on a

Orby(zy) = Orb,(z1) = {x1,0(x1),...,0" Hz1)}

={z1,29,...,2,}

Il y a donc une seule orbite non réduite a un point. Nous verrons plus loin que cela
caractérise les cycles.

Proposition 3.7. Soient o0 € S(E) \ {Id} et O une o-orbite de cardinal v > 2 (non
réduite a un point).
Pour tout x € O, r est le plus petit entier naturel non nul tel que 0" (x) = z et

O = Orby(x) = {z,0(x),...,0" x)}.
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Démonstration. Comme o # Id, il existe une orbite O non réduite a un point et il
existe y € E tel que O = Orb,(y).
Si z € O, il existe alors un entier k tel que x = o*(y) et

Orby(z) ={o’(x), j € Z} = {o"*(y), j € Z}
- {Oa“(y), i €7}

Si o*(x) # x pour tout k > 1, on a alors ¢(z) # o7 (x) pour tout i # j dans Z et O est
infinie, ce qui contredit I’hypothese. Il existe donc un plus petit entier naturel non nul
s tel que o°(x) = x. Comme O = Orb,(z) est de cardinal r > 2, elle n’est pas réduite
a un point et o(x) # . On a donc s > 2.
Soit k € Z. En effectuant la division euclidienne de k par s, on peut écrire k = ¢s + j
avec q € Z et 0 < 5 <s—1, ce qui donne

o*(x) = o/ (x)

et O = {x,0(x),...,0° ! (x)}. Comme o'(z) # o7 (z) pour tout i # j dans {0,1,...,s5—
1} (caractere minimal de s), on déduit que card(O) = s et s = r. O

Proposition 3.8. Une permutation o € S(F) est un cycle d’ordre r > 2 si, et seule-
ment si, il n'y a qu’une seule o-orbite non réduite a un point.

Démonstration. On a déja vu qu'un r-cycle a une seule orbite non réduite a un point.
Réciproquement si o a une seule orbite non réduite a un point,

O={x,0),...,07  (2)} = {w1,29,...,2,}

avec r > 2, on a alors

o(xp) =251 1<EkE<r-—1)

o(x,) =x;

o(z)=x size E\A{xy,...,2,}
et o est le r-cycle (z1,...,x,).

Remarque 3.9. (a) On peut déduire de cette proposition qu'une permutation o
S(E) est un cycle d’ordre r > 2 si, et seulement si, il existe z € E tel que Orb,(x)
supp(o).

(b) La composée de deux cycles n’est pas en général un cycle. Par exemple pour

o=(1,2,3,4) dans S;. On a 0 = ( L2234 ) avec Orb,2(1) = {1, 3}, Orb,2(2) =

N m O

341 2
{2,4}, et donc % n’est pas un cycle.

4. SYSTEMES DE GENERATEURS DE S(F)

Dans ce paragraphe E est un ensemble fini de cardinal n > 2.

Définition 4.1. On dit que deux cycles o et o' dans S(E) sont disjoints si leurs
supports sont disjoints dans E.
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En utilisant le fait que les o-orbites forment une partition de E et que chaque o-
orbite non réduite a un point permet de définir un cycle, on obtient le résultat suivant
qui nous donne un premier systeme de générateurs de S(F).

Théoréme 4.2. Toute permutation o € S(E)\{Id} se décompose en produit de cycles
deux a deuz disjoints (le groupe S(E) est engendré par les cycles). Cette décomposition
est unique a l’ordre pres.

Si o =y, est une telle décomposition, on a alors la partition

supp() = Up_ysupp(7x)
et
o(o) = ppem(o(m), ..., 0(7p))
Démonstration. Soit o € S(E) \ {Id} et soit Oy, -+ ,0,,Opt1---, O, les o-orbites
deux a deux distinctes avec r, = card O, > 2 pour k =1,--- ,p et card O, = 1 pour
kE=p+1,---,r (s'il en existe). On a alors la partition £ = U},_, O.
Pour tout entier 1 < k < r, on désigne par v la permutation de E définie par

o(x) sixe O

Ve € B, y(x) = {az Si1d o,

(7% est bien une permutation de F car la restriction de o a une orbite Oy est une
permutation de Oy). Si Oy est réduite a un point, alors v, = Idg, sinon v est un
ri-cycle : en effet, pour x ¢ O, on a v, (z) = z et Orb,, (x) = {x} et pour x € Ok, on
a

Orb, (x) = {m(x)|jeZ}={o(x)|j €L}
= Orb,(z) = O
donc v a bien une seule orbite non réduite a un point.

On vérifie alors que o = H;:1 Vi = H§:1 7;- En effet, pour x € E, il existe un unique
indice k entre 1 et r tel que z € Oy et on a y(x) = o(z), v;(zr) = = pour j # k
(puisque = ¢ O,) et tenant compte du fait que les 7; commutent (les supports sont
deux a deux disjoints), on en déduit que

(H %) (z) = (% 11 %) (2) = w(x) = o(x)

J=1j#k
il reste a montrer I'unicité, a I'ordre pres, d'une telle permutation.
Soit o = ?:1 7; une autre décomposition en cycles deux a deux disjoints. En notant
1, Oy, les supports de ces cycles, pour 1 <k <p' et z € Oy, on a o(r) = y(z)

(z ¢ O] pour j # k et les cycles commutent), donc Oy, = Orb,, (z) = Orb,(z).
Les orbites O, sont donc les orbites non réduites & un point de o et p’ = p. On a donc
. = O; pour un unique j entre 1 et p. Pour x € O}, on a v, (z) = o(x) = ~v,(z) et pour
x & O, on av,(x) =v;(z), ce qui montre que 7, = 7, et I'unicité de la décomposition
a lordre pres.
La réunion US_;(7x) est la réunion des orbites O non réduites a un point, soit le
support de o.
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Notons m = ppem(o(y1),--+,0(7,)). Comme les cycles 74 commutent, on a % =

Yoo ’y]’; pour tout entier naturel k et 0¥ = Idg si et seulement si fy;“ = Id pour
tout 1 < j < p. En effet, il est claire que la condition est suffisante et si 0% = Idp,
on a alors pour tout z € O;, ¥¥(x) = o¥(x) = z et si x ¢ O, on a 0;(x) = x, donc
fyjk(qz) = x. Ainsi fy]"-“ = Idg. Il en résulte que l'ordre de o est un multiple commun des
ordres des «y; et donc un multiple de m qui est lui méme un multiple de 'ordre de o
puisque ¢ = Idg. D’ou I'égalité.

O

Remarque 4.3. (a) On conviendra que l'identité est produit de 0 cycles : Id = ~°
pour tout cycle ~.

(b) Comme l'ordre d’'un cycle est égal a sa longueur, I'ordre de o est aussi le ppcm
des longueurs des cycles ;.

Pour £ = {1,2,--- ,n}, une telle décomposition s’obtient en prenant, dans le cas ou
il n’est pas de point fixe, les images de 1 par o, 02, - - -, jusqu’au moment oi1 on retombe
sur 1 (l'orbite de 1), puis on recommence avec le plus petit entier dans E'\ Orb, (1) qui
n’est pas fixe et ainsi de suite.

. . 1 2 3 45 6 7 8
Exemple 4.4. Soit la permutatlong—(2 S 45176 8).Onaa(1)—2,

o?(1) = 3, o%(1) = 4, o*(1) = 5, ¢°(1) = 1, ce qui donne le premier cycle y; =
(1,2,3,4,5). Puis ¢(6) = 7, 02(6) = 6 d’ou le deuxieme cycle v = (6,7). On a donc
o=y = Y2 et o(c) = ppcm(o(y1),0(71)) = ppem(5,2) = 10.

Proposition 4.5. Pour 2 < r < n, tout r-cycle dans S(F) s’écrit comme produit de
r — 1 transpositions.

Démonstration. La proposition résulte de

(X1, 29, ..., x,) = (T1,T2) (2o, x3) - - - (Ty_1, Ty).
O

Théoréme 4.6. Toute permutation o € S(FE) se décompose en produit de transposi-
tions (le groupe S(E) est engendré par les transpositions).

Démonstration. On a Id = 72 pour toute transposition 7.
D’apres Théoreme 4.2 et Proposition 4.5 toute permutation o € S(E)\{/d} est produit
de cycles et un cycle est produit de transpositions. U

Remarque 4.7. Dans la décomposition d'une permutation en produit de transposi-
tions, il n’y a pas d’unicité et les transpositions ne commutent pas nécessairement. Par
exemple, on a
(2,3) = (1,2)(1,3)(1,2)
et
(1,2)(2,3) = (1,2,3) # (2,3)(1,2) = (3,2, 1).

Si card(E) = n, alors S(E) est isomorphe S, on va se contenter maintenant de
décrire des générateurs de S,,.
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Proposition 4.8. Le groupe S, est engendré par les n — 1 transpositions (1,k) ot
2<k<n.

Démonstration. Soit (i,j) une transposition avec 1 <i# j<n.Sii=1ouj=1,il
n’y a rien a faire. Pour i # 1 et j # 1 on a

(i.5) = (L,9)(1,5)(1,9) " = (1,4)(L, 5)(1,1)

Le résultat se déduits alors du Théoréme 4.6. 4

Exemple 4.9. Soit la permutation

0—(; S0 S)_(1,2)(2,3)(3,4)(4,5)(6,7)
On a
o = (1,2)(1,2)(1,3)(1,2)(1,3)(1,4)(1,3)(1,4)(1,5)(1, 4)(1,6)(1, 7)(1,6)
= (1,3)(1,2)(1,3)(1,4)(1,3)(1, 4)(1, 5)(1, 4)(1, 6)(1, 7)(1, 6)

Proposition 4.10. Le groupe S, est engendré par les n — 1 transpositions (k,k + 1)
oul<k<n-—1.

Démonstration. Comme S,, est engendré par les transpositions (1,k) ou 2 < k < n,

il suffit d’écrire chaque transposition (1,%) comme produit de transposition du type

(1,1 +1).

Pour 3 <k <n,ona

Pour k =3,ona (1,k —1) = (1,2) et c’est terminé, sinon on écrit
(LE—1)=(k-2k—1)(1,k—2)(k—2,k—1)

et on continue ainsi de suite si nécessaire.

Pour k£ = 2, la transposition (1, k) = (1,2) est de la forme cherchée. O

Proposition 4.11. Le groupe S,, est engendré par (1,2) et (1,2,...,n).

Démonstration. Comme S,, est engendré par les transpositions (k,k + 1) ou 1 < k <
n — 1, il suffit de montrer que chaque transposition (k, k + 1) est dans le sous-groupe
G de S, engendré par 7 = (1,2) et v = (1,2,...,n).

On a (1,2) € G et pour n > 3,

(1,277 = (v(1),y
(2,377 = (7(2),7(3)

Hn—2n -1 = (3(n—2),7(n— 1)) = (n—1,n)
soit
(k,E+1) =~+""11,2)("" ™! por 1 <k<n-—-1
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5. SIGNATURE D’UNE PERMUTATION

Pour toute permutation o € S(E), on note p(o) le nombre de o-orbites distinctes.

Si o = o0y0---00, est la décomposition de o en produit de cycles deux a deux
disjoints, on a vu que p est le nombre de o-orbites non réduites a un point et donc
(o) = p+ ¢(o) ou p(o) est le nombre de points fixes de ¢ (nombre de o-orbites
réduites & un point).

Définition 5.1. La signature d’une permutation o € S(FE) est I'éléments (o) €
{—1,+1} défini par
(o) = (-1

Exemple 5.2. (a) L’identité a n orbites réduites a un point ¢(I/d) = n et pas d’orbites
non réduite a un point p = 0, donc u(Id) = n et e(Id) = 1.

(b) Si o est un r-cycle, il a une orbite non réduite & un point et n—r orbites réduites
a un point, donc (o) =n—r+1et (o) = (—-1)"*

(c) Une transposition (cycle d’ordre 2) est de signature (1) = —1.

Proposition 5.3. Pour toute permutation o € S(F) et toute transposition T € S(F),
on a
e(ro) = —¢(o).

Démonstration. Soit T = (z,y) une transposition dans S(E) avec z # y.
Sio = Idg, alors 70 =7 et e(70) = ¢(7) = —1.
Pour ¢ # Idg, on a la décomposition en produit de cycles deux a deux disjoints,
o =010, ot O =supp(oy), pour 1 < k < p sont toutes les orbites non réduites a
un point.

Si{z,y}NU,_, Ok = 0, le nombre de points fixes de o’ = 70 est alors p(0’) = p(0)—2
et le nombre de o’-orbites est

plo") =p+1+p(o) —2=p(0) -1
ce qui donne e(0’) = —¢(0).
Si {z,y} est contenu dans I'une des o-orbites Oy, comme les cycles o; commutent,

on a )
o =rT1oy H o;
J=1,j#k
avec
y € O = Orby(x) = {z,0(x), -+, 0™ (2)} = {x1, -+ , 2, }.
Il existe alors j € {2,--- ,r;} tel que y = z; et
70 = (xlaxj>(x17"' y Lyt 7wrk)
= (:131,--- ’xj—l)(xj T ’xm) = U;CJZ

(pour k = ry, o) = Id), ce qui donne la décomposition en produit de cycles deux a
deux disjoints

P
o = o0 | | ;.

j=1.j#k
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On a donc pu(o’) = p(o) + 1 (pour j = r; le nombre de cycles est inchangé, mais z,,
est un point fixe de plus) et e(0’) = —¢(0).
Si x et y sont dans deux o-rbites distinctes, soit {z, y}NOy = {z} et {z,y}NO; = {y}
avec j # k, on a
O = Orby(z) = {z,0(x), -+ , 0" (2)} = {z1, -+ , 7, }, avec x =1,
et
O; = Orb,(y) ={y,0(y), -, 0" ()} ={y1,-- .y, }, avec y=y;
donc

TORO (T, ) (@1, @ ) (Y, - ,yrj)
= (v, o) (@, 2 )W, Yy
(1, 5 @ Y1) W 5 Ury)

= (@ T Y ) = O

et on a la décomposition en produit de cycles deux a deux disjoints

xl’ ..

p p
o' = T0L0; H o, = o), H o
J=Lj¢{ik} J=Lj¢{ik}

par suite, pu(o’') = u(o) — 1 et e(0’) = —¢(o).
Enfin, la derniere possibilité est que = (resp. y) soit dans I'une des orbites Oy, et y
(resp. x) e dehors de la réunion de toutes les orbites. On a alors ¢(0') = ¢(0) + 1 et

Oy = Orby(z) = {x,0(x),- - ,a’”’“’l} ={xy, - 2.}
donc

TOk = ($1,y)($1, T 7IT1¢> = (y7x17 o 7‘777“1@)
d’ot p(o’) = p(o) + 1 et e(o’) = —¢(o).

Théoréme 5.4. Si o € S(E) est produit de p transpositions, alors (o) = (—1)P.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente et du
fait que e(7) = —1 pour toute transposition 7. O

Théoréme 5.5. Les seuls morphismes de groupes de (S(E), o) dans (R*, x) sont l’ap-
plication constante €gale a 1 et la signature €. La signature étant un morphisme surjectif

de S(E) sur {—1,+1}.

Démonstration. Montrons d’abord que € est un morphisme de groupes surjectif de
(S(E), o) dans ({—1,+1}, x).

On sait que € est a valeurs dans {—1, +1} avec €(Id) = +1 et (1) = —1 pour toute
transposition 7. On en déduit que € est surjectif.

Si o et ¢’ sont deux permutations, elles s’écrivent respectivement comme produit de
p et ¢ transpositions, et donc oo’ s’écrit comme produit de p + ¢ transpositions. On a
alors e(o0’) = (—=1)PT1 = (=1)?(—1)? = £(0)e(0’). Donc ¢ est un morphisme surjectif
de groupes.
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Soit ¢ un morphisme de groupes de S(F) dans R*.
Si 11 et 15 sont deux transpositions, il existe une permutation o telle que 7 = om0~
et comme le groupe multiplicatif R* est abélien, on a

1

o(12) = plomo™") = p(o)p(m)elc™!) = p(o)p(o ) e(r) = (1)

ce qui veut dire que ¢ est constant sur les transpositions, avec

1= p(Id) = ¢(7%) = (p(1))
pour toute transposition 7. On déduit alors que
o(t) = +1, V7 transposition
ou
o(t) = —1, V7 transposition
Dans le premier cas, ¢ est application constante égale a 1, puisque S(F) est engendré

par les transpositions. Dans le second cas, comme toute permutation o s’écrit o =
[Th_, 7 ot les 74, sont des transpositions, on a

p

(o) = [ e(m) = (=1)" = <(0).

k=1
Exemple 5.6. On considere la permutation
(1 23456 78
"\ 234517638)"

o =(1,5,4,3,2)(6,7)

On a

et (o) = (—=1)°71(=1) = —1.
On peut aussi écrire ¢ comme produit de transpositions
0 =(1,2)(2,3)(3,4)(4,5)(6,7)

et donc e(0) = (—=1)° = —1 (il y a 5 transpositions dans la décomposition de o).

Proposition 5.7. Pour toute permutation de 0 € S,,, on a

o(j) —ol(i)
e(o) = H —
- J—1
1<i<j<n
Démonstration. Soit ¢ 'application définie sur S,, par
o(j) —o(i)
p(o) = H T
1<i<j<n Y
Pour montrer que ¢ = ¢, il suffit de montrer que ¢ est un morphisme de groupes non

constant de §,, dans R*.
Comme o est bijective, on a p(0) € R* pour tout o € S,,.
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Pour 01,09 € S,,, on a

¢(0102) = Tlicicjcn ”“?f}i Z;EU)W)) o 02(1)

=TI o1(02(4))—o1(o2( )H o2(j)—02(i)
1<i<j<n 02 —o2(i) 1<i<j<n j—i

=TI a1(J ) 1(7) H 92(j)—02(i
- 1<i'<j’<n =i 1<i<j<n j—i

puisque o3 est bijective de {1,...,n} sur {1,...,n} et
01(4") = o (@) _ ou(i') = o1 (j")

j/ — - i — j/
ce qui donne ¢(o109) = p(01)@(02) et donc ¢ est un morphisme de groupes de S,, dans
R*.

De plus on a ¢(Id) = 1 et pour 7 = (1,2),
() =7()
( ) H H] =i+1 ]j—z’ )

_H 3)27}7(3'
1211 1J=3j

donc ¢ est non constant et c’est la signature. U

Remarque 5.8. Du théoreme précédent, on déduit que

e(o) = (=1)"
v(o) = {card{(i,j) e N} 1<i<j<neto(j) <o(i)}}

L’entier v(o) est le nombre d’inversions de o.
Exemple 5.9. La permutation
02(12345678)
512 3476 8
a b invesions, donc €(c) = (—1)° = —1

6. LE GROUPE ALTERNE

Définition 6.1. On dit d’une permutation o € S(E) est paire (resp. impaire) sic(o) =
+1 (resp. e(o) = —1)

Les cycles de longueur paire (resp. impaire) sont impaires (resp. paires).

Définition 6.2. Le groupe alterné est le sous-ensemble de S(E) formé des permu-
tations paires. On le note A(E).
Pour E={1,...,n}, on note A, le groupe altérné.

Remarque 6.3. (a) A(FE) est un sous-groupe distingué de S(E). Cela vient du fait

que le groupe altérné A(E) est le noyau du morphisme €. On a alors S(E)/A(E) ~

{—1,+1} et card(A(E)) = %. Le sous-groupe A(E) est donc d’indice 2 dans S(E).
(b) Pour n =2, A(E) = {Id}.
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(c) A; est cyclique, engendré par y; = (1,2,3). En effet, card(A4;) = £ = 3 et le
cycle 1 est d’ordre 3 dans Ajs.

On suppose pour la suite du paragraphe que n > 3.

Proposition 6.4. Le produit de deux transpositions est un produit de 3-cycles. Précisément,
pour x,y, z,t deur a deux distincts dans E, on a

(@,y)(z,2) = (z,2,y) et (z,y)(z1)=(2,y,2)(y,21)
Démonstration. Soient 7, et 75 deux transpositions. Si 71 = 7, alors 717, = 77 = Id =
~% pour n’importe quel 3-cycle.

Si 7 # T9, on a alors deux possibilités :
— soit supp(m1) Nsupp(72) = {z}, donc 7 = (z,y) e, 7o = (x,2) avec x,y,z € E
distincts et
T2 = (yv l’)($, Z) = (yv z, Z) = (l’, 25 y)
— soit supp(m) Nsupp(rz) = 0, donc 7 = (z,y) e, » = (z,t), avec z,y,2,t € E
distincts et

T1To = (C(J,y)(Z,t) - (m,y)(y,z)(y,z)(z,t) = (:E,y,z)(y,z,t).
U

Théoréme 6.5. Pour n > 3, le groupe alterné A(E) est engendré par les 3-cycles.

Démonstration. Comme S(F) est engendré par les transpositions, on déduit du Théoreme
5.4 qu'une permutation paire est le produit d'un nombre pair de transpositions et la
proposition précédente nous dit que ce produit s’écrit comme produit de 3-cycles. [J

Théoreme 6.6. Pour n > 5, les sous-groupes distingués de S(E) sont {Id}, A(E) et
S(E).

Démonstration. Soit H un sous-groupe distingué de S(F) distinct de {Id}.

Si H contient un 3-cycle o, et si ¢’ est un autre 3-cycle, alors d’apres Proposition 1.9 il
existe 7 € S(E) tel que o’ = yoy~!. Comme H est distingué dans S(F), o’ € H. Donc
si H contient un 3-cycle, il contient tous les 3-cycles. Comme les 3-cycles engendrent
A(E) on a A(E) C H. On en déduit que H = A(E) ou H = S(F). En effet, on a
A(E) C H C S(E), soit [H : A(E)] = p l'indice de A(FE) dans H et [S(F) : H] = ¢
I'indice de H dans S(FE). Alors |H| = p%! = p@, d’ott pg = 2. Donc soit p = 1 donc
A(E) = H, soit p =2 donc H = S(E).

Il reste donc a montre que H contient au moins un 3-cycle. On se donne o € H\ {Id}
et 7 = (z,y) une transposition qui ne commute pas a o (ceci est possible d’apres
Proposition 1.10). Comme H est distingué dans S(E), on a

o =tor0 ' =(ror ot € H
et en écrivant
o' = (z,y)(o(z,y)07") = (z,y)(0(2),0(y))
on voit que ¢’ est produit de deux transpositions.

L’égalité o' = Id est réalisée si, et seulement si, Tor7o~! = Id ou encore 70 = o7 ce
qui est exclu.



16 CHAPITRE 4

Si {z,y} N{o(x),o(y)} est réduit a un point, alors ¢’ est un 3-cycle. Sinon cette
intersection est vide et en prenant z € F'\ {z,y,0(x),0(y)} (on an >5), le groupe H
contient (z,y)(o(z), z) puisque le produit de deux transpositions de supports disjoints
sont conjugués dans S(E) et H est distingué. Il en résulte que H contient

(@, y)(o(x), 0(y)(2,y)(0(2), 2) = (7(0(2)), 7(0(y)))(0(2), 2) = (o(x), 0 (y)) (o (), 2)
qui est le 3-cycle (o(y),o(z), z). D’ou H = S(F). .

Lemme 6.7. Pour n > 5 deux 3-cycles sont conjugués dans A(FE).

Démonstration. Soient v = (z1, x2, x3) et 7 = (x], x4, 2%4) deux 3-cycles. Puisque deux
cycles de méme longueur sont conjugués dans S(FE), alors 7 et 7' sont conjugués dans
S(E). 1l existe donc une permutation o € S(E) telle que v/ = oyo~!. On a alors
o(xy) = x) pour k = 1,2,3. Si 0 € A(F), c’est terminé. Sinon on choisit x4, x5 €
E\ {z1,29,23} (F a au moins 5 éléments distincts) et on considere la permutation
o' = (x4,25)0. On a o’ € A(F) et o' (z) = 2}, donc v = o'yo'~ L. O

Théoréme 6.8. Pour n = 3 oun > 5, le groupe A(E) est simple (c-a-d. n’a pas de
sous-groupes distingués autres que lui méme et {Id}).

Démonstration. Pour n = 3, A(FE) est cyclique d’ordre 3, il est donc simple.

On suppose n > 5 et on se donne un sous-groupe distingué H de A(FE) distinct de
{Id}. Pour montrer que H = A(FE), il suffit de montrer que H contient un 3-cycle
puisque les 3-cycles sont tous conjugués dans A(FE), d’apres le lemme précédent, et que
les 3-cycles engendrent le groupe alterné.

Soit 0 € H\ {Id} et v = (2,9, 2) € A(F) un 3-cycle avec y = o(z) qui ne commute
pas & o (ceci est possible puisque pour n > 3 le centre du groupe alterné est réduit a
{Id} d’apres Proposition 1.10). Comme H est distingué dans A(E), on a

1

o =oyo Iyt =co(yo v € H.

En écrivant
/

o' = (o(z,2,y)0)(y,2,2) = (0(x),0(2), 0 (y))(y, 2, 7)

= (y,0(2),0(y)(y, z, x)
on voit que o’ est produit de deux 3-cycles qui agissent sur 'ensemble F' = {x,y, z,0(y),0(2)}
formé d’au plus 5 éléments (tous les points de £\ F' sont fixes).

L’égalité o’ = Id est réalisée si, et seulement si, oyo =1y~ = Id soit yo = oy ce qui
n’est pas vraie, donc o’ # Id.

Dans S(F') la permutation o’ s’écrit donc comme produit de cycles de supports
disjoints, cette décomposition étant celle de S(E) et comme ¢’ € A(E), il n’y a que
trois possibilités : ¢ est soit un 3-cycle, soit ¢’ est un produit de deux transpositions
de supports disjoints, soit ¢’ est un 5-cycle.

— Dans le premier cas on a le résultat voulu.

— Dans le deuxieéme cas, on a 0’ = (1, x2)(x3, x4) et choisissant x5 € E\{z1, xo, 3,24},

on a

0" = (z1,25)0" (w1, 25)(0") "t = (x1, 25)0" (21, 25) (o) € H
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avec

o’ = (x1,25) (0" (11),0'(x5)) = (21, 25) (22, 75) = (21, 5, T2)

d’ou le résultat cherché.
— Dans le troisieme cas, on a 0’ = (x1, 9, T3, x4, T5) et
0" = (x1,29)0" (21, 22)(0") ™ = ((x1, 22)0" (21, 22) (o) € H

avec

0" = (x1,22) (0" (1), 0/ (7)) = (21, 72) (w2, 23) = (21, T2, 3)

d’ou le résultat cherché.
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