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1. Relations d’équivalences

Dans cette section E désigne un ensemble non vide et P(E) I'ensemble des
parties de E.

Définition 1.1. — Une relation binaire sur E est un sous-ensemble G C
E x E du produit cartésien E x E. Une telle relation binaire sera notée R.
Au lieu de noter (x,y) € G on notera Ry et on dira que = est en relation
avec y.

Comme exemples, nous avons :
— 7Egalité”, sur F :

G={(z,y) € EB*|z=y}ie asRy =y
— 7Inclusion”, sur P(E) :

G={X,Y)ePE? XCY}ie XRY & X CY.
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— 7Ordre”, sur R :
G={(z,y) eR* |z <y}lie aRy <z <y.

Définition 1.2. — Une relation binaire R sur E est
1. réflexive si Vo € E, xRz,
2. symétrique st Vx,y € E, 2Ry = yRx
3. transitive siVx,y,z € E, (xRy et yRz) = xRz.
On appelle relation d’équivalence sur E toute relation binaire réflexive,
symétrique et transitive.
Une telle relation se note parfois x =y (modulo R).

La relation ”Egalité” est une relation d’équivalence, par contre "Inclusion”
et ”"Ordre” ne le sont pas.

Un exemple standard d’une relation d’équivalence est la relation de congru-
ence sur Z : Soit n € N non nul et x,y € Z,

r=y[n] < ndivisey —x

On vérifie assez facilement que cette relation est réflexive, symétrique et tran-
sitive, donc une relation d’équivalence.

Pour un élément = € E, on appelle classe d’équivalence (ou classe) de x
par rapport a la relation d’équivalence R, I’ensemble

r:={y e, yRa},

des éléments y de E qui sont en relation avec z. D’apres la réflexivité, la classe
x contient . Un éléments de & est appelé représentant de la classe .

Proposition 1.8. — Deux classes d’équivalences sont soit confondues, soit
disjointes.
Démonstration. — Soient z,y € E. Si T et y ne sont pas disjointes, alors il

existe z € x Ny. D’apres la transitivité, xRy d’otl © € y et donc x C ¥.
Comme les conditions y € T et x € ¥ sont équivalentes par symétrie, on a de
méme 4y C x. Par conséquent, T = y. O

Il en résulte que tout élément de E appartient a une et une seule classe
d’équivalence. Les classes d’équivalences constituent donc une partition de F,

i.e.
E= ]z
reE
L’ensemble des classes d’équivalences est un sous-ensemble de P(FE), appelé
ensemble quotient de E par R et on le note E/R,

E/R={x|z € E}.
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L’application p : E — E/R définie par p(z) = T est surjective; elle est appelée
la surjection canonique. L’application p n’est pas en général injective, mais
elle vérifie

Ve,y € E, p(z)=p(y) &=y zRy.

Vz,y € E, 2Ry = f(z)Rf(y).

Proposition 1.4. — Considérons une relation d’équivalence R sur un en-
semble E, une application f de E dans un ensemble F' constante sur chaque
classe d’équivalence. Il existe alors une application f de E/R dans F', unique,

telle que fop = f et Im(f) = Im(f).

Démonstration. — Considérons application f : E/R — F définie par f(z) =
f(x). Puisque f est constante sur toute classe d’équivalence z, la valeur de
f(x) ne dépend que de £ € E/R et non des représentants de . On en déduit
que Papplication f est bien définie et vérifie fop = f. Finalement, il est claire

que Im(f) = Im(f). O

On dit que f se déduit de f par factorisation, ou par passage au quotient.

2. Lois de composition interne

Définition 2.1. — On appelle loi de composition interne ou opération
sur un ensemble non vide E toute application définie sur E X E et a valeurs
dans E.

On désignera par (E,*) l’ensemble E muni de la loi de composition interne

(z,y) =z xy

Exemple 2.2. — 1. L’addition et la multiplication usuelles sont des lois
de composition interne sur N, Z, Q, R et C.
2. Si F est un ensemble non vide, alors les applications
(A,B) — AnNB,
(A,B) — AUB,
(A,B) — AAB=(AUB)\(ANB)
sont des lois de composition interne sur P(E).

3. Si E est un ensemble non vide et F(E) 'ensemble des applications de E
dans F, alors

(f;9)— fog

est une loi de composition interne sur F(E) .
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4. Dans 'ensemble M,,(R) des matrices carrées n x n a coefficients réels
les opérations usuelles d’addition (A, B) — A + B et de multiplication
(A, B) — AB sont des lois de composition interne.

5. Dans l'ensemble GL,(R) des matrices carrées n x n a coefficients réels
inversibles, I’addition n’est pas une loi de composition interne, alors que
la multiplication en est une.

Définition 2.3. — Soit E un ensemble non vide muni d’une loi de composi-
tion interne (x,y) — x * y.

— La loi est associative si :
Vo,y,2 € B, (x*y) 2=z (y*2)
— FElle est commutative si :
Ve,y e B, zxy=yx*zx
— S’il existe e € E tel que
VreE, xxe=exx==x

on dit que e est un élément neutre pour (E,x*)
— Si (E, %) posséde un élément neutre e, alors un élément © € E est dit
symétrisable, s’il existe ' € E tel que

zxx =2 xx=e
x' est alors appelé symétrique de x dans (E, *).

Remarque 2.4. — Si (F, ) posséde un élément neutre e, alors il est unique
et il est son propre symétrique.

En effet, supposons (F, x) possede deux éléments neutre e et e;. Puisque e
est neutre on a e;xe = exe; = e et puisque e est aussi neutre ey xe = exe; = e,
d’ou e = e7.

Exemple 2.5. — 1. Les opérations usuelles d’addition et de multiplication
sont commutatives et associatives sur N, Z, Q, R et C. 0 est 1’élément
neutre pour l'addition et 1 est I’élément neutre pour la multiplication
pour chacun des ensembles.

Dans (N, +) aucun élément non nul n’est symétrisable.
Dans (N, x) aucun élément différent de 1 n’est symétrisable.
Dans (Z,+) tout élément est symétrisable (—x est le symétrique de x)
Dans (Z, x) seuls 1 et —1 sont symétrisables.
2. Si E est un ensemble non vide, les opérations N, U sont commutatives et
associatives sur P(FE). L’ensemble vide () est un élément neutre pour U
et E est un élément neutre pour N.
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3. Si E est un ensemble non vide, la composition des applications dans
F(E) est associative mais non commutative. L’identité Idg est I’élément
neutre pour cette loi.

4. Dans M,,(R) l’addition est associative et commutative; la multiplication
est associative et non commutative.

5. Dans R? Popération produit vectoriel

T x’ yz' —y'z
y [Nl Yy | =] 22/ =2z
z 2! xy — 'y

est une loi de composition qui n’est ni associative ni commutative. En
éffet, si (eq, ea, e3) est la base canonique de R3, alors

62/\(62/\63) =e9 N\ ey = —es, (62/\62)/\63 = Ogps A e3 = Ops
et
e1 Ney =e3, e2/\Nep = —es.
3. Groupes
Définition 3.1. — Un groupe (G,*) est un ensemble G muni d’une loi de

composition interne * possédant les propriétés suivantes :

— la loi x est associative, Vx,y,z € G, xx (y*x2) = (x*y) * 2

— la loi x posséde un un éléments neutre e, de € G, Vo € G, xxe = exx = x

— tout élément de G admet un symétrique, Vr € G,32" € G, x x 2’ =
' xx=e.

Remarque 3.2. — Fn général, s’il n’y a pas de confusion, on dira tout sim-
plement que G est un groupe pour (G,*) est un groupe et on notera zy ou
x + y le résultat de I'opération x * y.
Avec la premiere notation, on dit que G est un groupe multiplicatif et on
notera 1 ou e I’élément neutre; le symétrique d’un élément z € G s’écrit 2!
et est appelé inverse de .

Avec la seconde notation, on dit que G est un groupe additif et on notera
0 I’élément neutre; le symétrique d’un élément x € G s’écrit —x et est appelé
opposé de z.

C’est la notation multiplicative que nous adopterons pour énoncer et démontrer
les propriétés générales des groupes. Cependant, selon 1'usage, c’est la nota-
tion additive qui sera employée pour I’étude des groupes abéliens.

Définition 3.3. — 1. Un groupe G est dit est commutatif ou abélien si
pour tout x,y € G on a xy = yx, autrement dit, si sa loi est commutative.

2. Un groupe G est dit fini s’il n’a qu’un nombre fini d’éléments. Dans ce
cas le cardinal de G s’appelle 'ordre du groupe G; il est noté o(G) ou |G|.



6 CHAPITRE 1

Exemples 3.4. — 1. Z, R, Q, et C munis de ’addition sont des groupes
abéliens.

2. Q*, R* et C* munis de la multiplication sont des groupes abéliens. Plus
généralement, si (A,+, X) est un anneau unitaire, alors I’ensemble des
éléments inversibles A* muni de la loi x est un groupe. Par exemple,
Z[i]* = {£1, £i} est un groupe multiplicatif.

3. Z/nZ muni de 'addition des classes est un groupe abélien fini d’ordre n,
sont élément neutre est 0.

4. Le groupe (Z/5Z)* = {1,2, 3,4} muni de la multiplication, est une groupe
abélien d’ordre 4. Son élément neutre est 1. On peut remarquer que
()1 =3 (3)'=2et (4)! =i

5. Le groupe symétrique &,, muni de la composition des applications est un
groupe fini d’ordre n!. Pour n > 3, &,, n’est pas abélien.

6. L’ensemble
10 -1 0 01 0 -1
0o 1)’ 0 -1 /)’\ -1 0/)’\1 0 )’
0 ¢ 0 —1 - 0 7 0
1 0\ — 0)’ 0 ¢2/)'’\0 —i )’

muni de la multiplication est un groupe fini d’ordre 8, non abélien, appelé
groupe des quaternions.
7. GL(n,R) muni de la multiplication des matrices est un groupe non abélien.

Q2 =

Proposition 3.5. — Dans un groupe G,
(a) ’élément neutre est unique,
(b) tout élément posséde un unique inverse,
(c) tout élément a € G est régulier (ou simplifiable) a droite et d gauche,

Ve,y € G, (xa=ya = x =y) et (ax = ay = x = y).
(d) Le produit dans G de n éléments, x1,22,...,Ty pris dans cet ordre
(n > 2 dans N) est défini par x122 - - - x,, (définition par récurrence) .
En particulier, si x € G, alors la puissance n-iéme de x est

" =xx---x, produit de x, n fois (1)

Pour tout entiers positifs m et n on a

n,m n+m m,.n (2>

et
Si G n’est pas abélien, pour x,y € G on a en général (zy)" # x"y". Cepen-
dant, si x ety commutent, alors (zy)" = x"y".

(e) Pour tout x,y € G, (x7 1)t =x et (vy) L =yt L.
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Démonstration. — (a) D’apres la remarque 2.4, un groupe G a un unique
élément neutre e.
(b) Supposons z’ et z} deux inverses de x dans G,

Pr=e= (d2)x) =2, 2] =e= 2 (xx)) =2

la loi étant associative, on a 2’ = x|. Le reste de la proposition est laissé au

soin de I’étudiant. ]
Remarque 3.6. — En notation additive les formules (1), (2) et (3) s’écrivent
nr =xr+xr+---x
nx+mz = (n+m)z
n(mzx) = nmz

4. Sous-groupes

Sauf mention contraire, G désigne toujours un groupe multiplicatif d’élément
neutre e.

Définition 4.1. — G étant un groupe, une partie non vide H de G est un
sous-groupe de G, si

1. Vo,y € H, xzy € H (H est stable par la loi de G)
2. Ve € H, 21 € H (H est stable par passage d l'inverse).

On écrira H < G pour exprimer que H est un sous-groupe de G et H < G si
H<GetH#*G.

Remarque 4.2. — 1. Les conditions (1) et (2) de la définition impliquent
que e € H. En effet puisque H est non vide il contient un élément z, donc
r™' € Hete=gxx"! € H. On en déduit que dans la définition la condition
H +# () peut étre remplacée par e € H.

2. Tous les sous-groupes d’un groupe G ont le méme élément neutre e que
G. En effet, soit €’ I’élément neutre de H pour la loi induite, nous avons alors
dans G, ee’ = e¢'e = ¢’ et dans H, comme'') e € H, ¢e = e/ = e donc e = ¢'.

3. Tout sous-groupe H d’un groupe G est un groupe relativement a la loi
induite sur H par celle de G.

4. Tout groupe G ayant plus d’un élément a au moins deux sous-groupes,

G et {e}.

Proposition 4.3. — Soit H une partie non-vide de G. Pour que H soit un
sous-groupe de G, il faut et il suffit que
Vae,ye H, zy ‘e H. (4)

W comme H est non vide, il contient au moins un élément 2 € H, d’ott 2z~ ' = e € H.
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Démonstration. — Supposons H < G, soit (z,y) € H x H, comme y € H,
y~! € H d’apreés (2) de la définition 4.1; par suite zy~! € H d’apres (1) de la
méme définition.

Supposons maintenant (4) vérifiée et appliquons la pour e et un élément
quelconque z € H. On a et z7! = ex~! € H. D’ou la stabilité par passage &
inverse. soit (z,y) € H x H,ona (z,y ') € Hx Het xy =2(y~")"' € H,

d’ou la stabilité par la loi de G. O
Remarque 4.4. — En notation additive, la condition (4) s’écrit

Ve,y € H, z—y¢€ H. (5)
Exemples 4.5. — 1. Les ensembles mZ, m € Z sont des sous-groupes de

(Z,+) et (Z,+) est un sous-groupe de (R,+).

2. G et {e} sont des sous-groupes triviauz de G.

3. Si G est un groupe et H et K deux sous-groupes de G, alors le produit
cartésien H X K est un sous-groupes du groupe G X G.

4. L’ensemble Z(G) ={x € G : Yy € G, zy = yzx} est un sous-groupe de
G appelé centre de G.

5. L’ensemble U = {z € C, |z| = 1} des nombres complezes de module 1
est un sous-groupe de C*

6. L’ensemble U, = {z € C, 2" = 1} des racines niéme de l'unité est un
sous-groupe de U et donc de C*.

7. {e,T12} est un sous-groupe de S3.

Définition 4.6. — Soit H un sous-groupe d’un groupe G. On dit que H est
un sous-groupe distingué (ou normal ) de G et on note H1G, si pour tout
r€G, cHx ' = H ou encore tH = Hzx

Exemples 4.7 — 1. Dans un groupe abélien, tout sous-groupe est dis-
tingué.
2. Dans un groupe G, le centre Z(QG) est distingué.
3. SO(n) est distingué dans O(n).

5. Sous-groupes de (Z,+)

Théoréme 5.1 (division euclidienne). — Soit (a,b) € Z x Z*. 1l existe
un unique couple (q,r) € Z x N tel que

1. a=bg+r,

2.0<r<|b.
Démonstration. — On suppose que b > 0 et on pose

A={keZ, bk <a}.



GROUPES 9

Cet ensemble est non vide (pour a > 0,0 € A et pour a < 0, a € A) et majoré
(pour a > 0, a majore A et pour a < 0, 0 majore A). Il admet donc un plus
grand élément a qui vérifie

gb<a<(qg+1)b.

Il suffit alors de poser r = a — bq.

Pour b < 0 on travaille avec —b et on a lexistence de (¢,r’) vérifiant
a=—bq +1" et 0 <1 < —b. 1l suffit alors de poser ¢ = —¢', r = —r'.

Pour "unicité, supposons qu’il existe deux couples d’entiers (¢,7) et (¢/, ")

vérifiants 1. et 2. avec ¢ # ¢’ On a alors
r =1l = |bla — ¢')| = [b]

avec r et 1’ dans | — [b],]b|[, ce qui est impossible. On a donc ¢ = ¢’ et puis
r=r. 0

Proposition 5.2. — Les sous-groupes du groupe additif (Z,+) sont les sous-
ensembles mZ, ou m € N.

Démonstration. — Il est clair que les ensembles mZ pour m € N sont des
sous-groupes de Z. Inversement, soit H un sous-groupe de Z. Si H = {0}
alors H = 0Z; sinon, il existe dans H un entier a non nul et 'un des entiers a
ou —a est dans H™ = H NN*. L’ensemble H* est donc une partie non vide
de N* et en conséquence admet un plus petit élément m > 1. Comme m € H
et H est un groupe additif, on a mZ C H. D’autre part, pour tout x € H,
la division euclidienne par m donne z = gm + r avec r = x — mq € H* (car
x,mq € H) et r <m —1, ce qui impose r = 0 par définition de m. On a donc
HCmZet H=mZ

O

6. Sous-groupe engendré par une partie

Proposition 6.1. — Soit G un groupe et (H;);c1 une famille de sous-groupes
(resp. de sous-groupes distingués) de G. Alors H = N;er H; est un sous-groupe
(resp. sous-groupe distingué) de G.
Démonstration. — On e € H = N;crH; et pour tout x,y € G,
z,ye H = Viel, x,yc H;
= VYiel azy 'eH carH; <G
= zy !'eH.

Donc H est un sous-groupe de G. Supposons H; distingué dans G pour tout
1 € I. Alors, pour tout x € G,

cHx ' = x(ﬂieIHi)ﬂj_l = ﬂiejl‘HiSU_l =NierH; = H.
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Ainsi H est distingué dans G.
O

Remarque 6.2. — Laréunion de deux groupes de G n’est pas nécessairement
un sous-groupe de G.

Par exemple 27 et 3Z sont deux sous-groupes de (Z,+), mais la réunion ne
lest pas puisque 2 et 3 sont dans 2Z U 37Z alors que 2+ 3 =5 ¢ 27 U 3Z.

Corollaire 6.3. — Si X est une partie d’un groupe G, lintersection de tous
les sous-groupes de G qui contiennent X est un sous-groupe de G (qui contient
X).

Définition 6.4. — Si X est une partie d’un groupe G, le sous-groupe de G
engendré par X est l'intersection de tous les sous-groupes de G qui contiennent
X. C’est le plus petit (pour linclusion) sous-groupe de G contenant X. On le
note (X).

Si X est réduit un seul élément, X = {a}, alors
(X) = (a) = {d", ke Z}
olt a¥ := aa - - - a, k-fois. En notation additive,
(X)=(a)=A{ka, keZ}

ou ka:=a+---+a---a, k-fois.

Si les éléments de X commutent deux a deux, alors le sous groupe engendré
par X est abélien.

Si (X) = G, on dit que X est un systéme de générateurs de G ou que
X engendre G.

Si G est engendré par un élément a € G, on dit que G est un groupe
monogene. Un groupe monogene fini est appelé groupe cyclique.
Les groupes monogenes et en particulier les groupes cycliques seront étudiées
en détails au chapitre 3.

Proposition 6.5. — Soient G un groupe et X,Y deux parties de G.

(a) On a X C (X) et Iégalité est réalisée si, et seulement si, X est un
sous-groupe de G.

(b) Si X CY, alors (X) C (Y).

(c) En notant, pour X non vide, X ' I’ensemble des inverses des éléments
de X, soit X~' = {z7', z € X}, les éléments de (X) sont de la forme
1T - - Ty 0t n € N* et les xy, sont dans X U X~ pour tout k, 1 < k < n.

Démonstration. — Les points (a) et (b) se déduisent immédiatement de la
définition.
Pour (c), posons

H={x1z9- -z :nENetxkeXUX_lpourlngn}
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Il est claire cet ensemble est un sous-groupe de G; il contient bien évidemment
X. De plus, si H' est un sous-groupe de G quelconque contenant X, il doit con-
tenir tous les éléments de X, tous leurs inverses, et tous les produits d’éléments
de X et leurs inverses, donc il doit contenir H. Ainsi H est bien le plus petit

sous-groupe de G contenant X. On a donc H = (X). O
Exzemples 6.6. — 1. Le sous-groupe de Z engendré par X = {n} est nZ.
2. Le sous-groupe de Z engendré par X = {n,m} est nZ + mZ = dZ, ou

d = pged(n, m).

3. Le sous-groupe de C* engendré par £ = e2™/™ est U,.

7. Quotient par un sous-groupe, théoréme de Lagrange et groupe
quotient

Proposition 7.1. — Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. La relation
R définie par xRy <= y 'z € H est une relation d’équivalence sur G. Si
x € G, la classe d’équivalence de x (dite la classe a gauche de x) est I’ensemble
xH = {zh : h € H} (en particulier la classe de e est H). L’ensemble quotient
G/R est noté G/H.

Démonstration. — Soit * € H, on a ' = e € H, donc 2Rz d’ot la
réflexivité de la relation. Soient x,y € H. Si #Ry alors y 'z € H et
vty = (y~lz)7! € H, autrement dit yRz, d’ou la symétrie de la relation.
Soient x,y,z € H. Si 2Ry et yRz, alors 2z~ 'z = 2 lyy~'z € H, donc Rz,

d’ou la transitivité de la relation. O
On montre de méme

Proposition 7.2. — La relation R’ définie par 2Ry +—= ay~' € H est
une relation d’équivalence sur G. Si x € G, la classe d’équivalence de x (dite
la classe d droite de x) est l'ensemble Hx = {hx : h € H} (en particulier la
classe de e est H). L’ensemble quotient G/R’ est noté H\G.

L’application @ : z — 27! est une bijection de G sur G. Elle vérifie

bod = 1Idg et ®(H) = H. On a &(zH) = Hx~! donc & induit une bi-
jection de I'ensemble des classes a gauche G/H sur lensemble des classes a
droite H\G. Ces deux ensembles ont donc le méme cardinal.

Si H = {e}, alors G/H = H\G = G.

Définition 7.3. — Le cardinal commun auzx ensembles G/H et H\G s’appelle
indice de H dans G. Nous le noterons |G : H|.
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Théoréme 7.4 (de Lagrange). — Soit G un groupe fini et H un sous-
groupe de G. Alors on a

G| =[G : H||H]

et en particulier |H| divise |G]|.

Démonstration. — Les éléments de G/H sont les classes d’équivalences xH;
elles sont toutes de cardinal |H| (cardinal de H), car lapplication H — zH,
h — xh est bijective, elles forment une partition de G et sont au nombre de

Card(G/H) = |G : H]. Donc

G| = Card(Uppegyu(@H)) = > preq/n Card(zH) =
Yenecyu |[H| = Card(G/H) x |H|.

D’ou la formule de Lagrange.
O

La réciproque du théoréme de Lagrange est fausse, a savoir, si G est un
groupe d’ordre n et si d est un diviseur de n, alors G n’admet pas nécessairement
un sous-groupe d’ordre d.

Proposition 7.5. — Considérons un groupe G, un sous-groupe H de G et
les relations d’équivalences R et R' introduites dans les propositions 7.1 et
7.2. Les conditions suivantes sont équivalentes

1. R est compatible avec la loi de G.
2. R’ est compatible avec la loi de G.
3. R=R.

4. xH = Hzx pour tout x € G.

5. H est distingué dans G.

Si l'une de ces conditions est vérifiée, le quotient G/H muni de la loi quotient
(xH)(yH) = (zy)H, est un groupe.

Démonstration. — 1. = 3. Supposons R compatible avec la loi de G. Alors
TRy <= y v e H < y oRe=y(y '2)y 'Ryey ! <= 2y 'Re <—
zy~! € H <= zR'y. De maniere analogue, on montre que 2R’y = xRy et
donc R =R’

2. = 3. Se montre de la méme fagon.

3. <= 4. Car pour chaque = € G, la classe xH modulo R est égale a la
classe Hx modulo R’.

4. <= 5. Evident.

5.= 1. Si zRx’ et yRy/, alors il existe h,h’ € H tels que z = 2’h et y = y'I’.
Donc zy = 2’hy’h’ = x'y/ (v~ hy/)h/ et par suite xy € 2’y H, d’ou 2yRa'y'.
Enfin nous vérifions facilement que muni de la loi quotient, G/H est un
groupe. [
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En conséquence, tous les sous-groupes d’un groupe abélien sont distingués.

8. Homomorphismes de groupes

Définition 8.1. — Soient G et G' deuz groupes. On appelle homomor-
phisme (ou morphisme) de groupes de G dans G', une application f de G
dans G’ telle que,

Vr,y € G, f(xy) = f(z)f(y).

On note Hom(G, G’) T'ensemble des homomorphismes de G dans G'. 11
existe au moins un homomorphisme de G' dans G’, ’'homomorphisme trivial
fo:x— € ou ¢ est 'élément neutre de G'.

Un homomorphisme de G dans G est un endomorphisme de G. On note
End(G) I’ensemble des endomorphismes de G.

On dit que f € Hom(G,G’) est un isomorphisme si f est bijectif; dans ce
cas la bijection réciproque f~! est un isomomorphisme de G’ sur G. S’il existe
un isomorphisme de G sur G’ on dit que les groupes G et G’ sont isomorphes.
Nous écrivons G ~ G'.

On appelle automorphisme de G, un isomorphisme de G sur G. On note
Aut(G) Densemble des automorphismes de G. On montre que Aut(G) muni
de la composition des applications est un groupe d’élément neutre Idg.

Pour tout & € G, l'application 7, : y — zyz~! est bijective de G sur G,
d’application réciproque 7,-1 : y — x lyz. C’est aussi un homomorphisme,
donc un automorphisme de G. On I'appelle automorphisme intérieur. On
note Int(G) ou Ad(G) 'ensemble {7, : = € G} des automorphismes intérieurs

de G.

Exemple 8.2. — 1. La fonction exponentielle est un isomorphisme des
groupes de (R, +) sur (R%, x).
2. La fonction logarithme népérien est un isomorphisme de groupes de
(R%, x) sur (R, +).
3. La fonction trace est un morphisme de groupes de (M, (R),+) dans

(R, +).
4. La fonction déterminant est un morphisme de groupes de (GL,(R), x)
dans (R*, x).
Remarque 8.3. — Une bijection f d’un groupe G sur un ensemble X permet

de transporter la structure de G sur X : on définit une loi de composition
interne x sur X en posant pour tout z,y € X

zxy = fIf (@) (y)
Muni de cette opération, X est un groupe et f est un isomorphisme de G sur
X. Nous donnons ici quelques applications de cette propriété :
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T+y
1+zy
effet, la fonction f(x) = tanh(z) = 22;2:2 réalise une bijection du groupe

additif R sur ’ensemble X =| — 1, 1], de bijection réciproque argtanh et
on a

1. La loi xxy = définit une structure de groupe sur X =] — 1,1[. En

vy = f(f7H @)+ ()
= tanh(argtanh(z) + argtanh(y))
__ _tanh(argtanh(z))+tanh(argtanh(y))
1+tanh(argtanh(z)) tanh(argtanh(y))
1+zy*

2. La loi %y = arctan(tan(x) + tan(y)) définie une structure de groupe sur
| = 5, 5[ En effet la fonction f(z) = arctan(x) réalise une bijection du
groupe additif R sur 'ensemble X =] — 7, 7|, de bijection réciproque tan
et on a

zry = f(f7H @)+ (W)
= arctan(tan(x) + tan(y)).

3. Pour tout entier n > 1 impair, la loi zxy = /2™ + y™ définie une struc-
ture de groupe abélien sur R. En effet, la fonction f : x — /2 est une
bijection du groupe additif R sur ’ensemble R pour n impair, son inverse
étant la fonction z — 2™ et on a

axy = V2" +yt = f(f @) + ()

Proposition 8.4. — Soient G, G' deuz groupes, d’éléments neutres e, €' et
soit f € Hom(G,G"). On a
1. f(e)=¢€.

2. Pour toutz € G on a f(x= ') = f(z)~ L.
3. Pour tout x € G et pour tout k € Z, f(z*) = f(z)F.

Démonstration. — 1. On a f(e)? = f(e?) = f(e) = f(e)e/, donc f(e) = ¢
puisque dans un groupe tout élément est régulier.

2. Pour tout z € G, zz~! = 27tz = ¢, donc f(z)f(z~ ') = f(a= V) f(z) =
fle)=¢, dou f(z71) = f(z)~".

3. On montre par récurrence, que f(z*) = f(x)* pour tout k& € N, puis
pour tout k € Z.

g

O]

Proposition 8.5. — Soient G, G' deuz groupes, d’éléments neutres e, €' et
soit f € Hom(G,G’).

1. Si H est un sous-groupe de G, alors f(H) est un sous-groupe de G'.
En particulier, ’ensemble Im(f) = f(G) appelé image de f est un
sous-groupe de G'.
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2. Si H' est un sous-groupe de G, alors f~Y(H') ={x € G : f(x) € H'}
est un sous-groupe de G. Si H' est distingué dans G', alors f~(H') est
distingué dans G.

En particulier, l'ensemble Ker(f) = {z € G : f(x) = €'} appelé noyau
de f est un sous-groupe distingué de G.
3. Pour que f soit injectif, il faut et il suffit que Ker(f) = {e}.

Démonstration. — 1. On a e’ = f(e) € f(H). D’autre part, soit y,y’ € f(H),
alors il existe 2,2’ € H tels que f(z) = y et f(2') = /. Dou yy ! =
f@)f(2)~t = f(za'"') € f(H) puisque xz'~! € H car H est un sous-groupe
de G. On en déduit que f(H) est un sous-groupe de G'.

Les autres points de la proposition sont a faire par les étudiants comme exer-

cice. O

Exemple 8.6. — 1. L’application det : A — det(A) est morphisme de
groupes de (GL,(R), x) dans (R*, x). Son noyau Ker(det) = SL,(R)
est un sous-groupe distingué de (GL,(R), x).

cosf) —sinf

sind  cosf

de (R,+) dans (SL2(R), x). Son image Im(p) = SO2(R) est un sous-

groupe abélien de (SL2(R), x).

2. L’application ¢ : 6 — ( ) est un morphisme de groupes

Proposition 8.7. — Soient G, G' deuz groupes et f € Hom(G,G"). Pour
toute partie non vide A de G, on a

FH(f(4)) = AKer(f) = Ker(f)A. (6

~

Démonstration. — On a x € f~1(f(A)) += f(z) € f(A) <= Ja €
A, fla) = f(z) <= 3a € 4; flalz) = e <= 3Ja € A alz €
Ker(f) <= 3Ja€ A, v € aKer(f) <= = € AKer(f). Donc f~1(f(A)) =
AKer(f).

O

En notation additive (6) s’écrtit
U (f(A) = A+ Ker(f) = Ker(f) + A.

Théoréme 8.8 (Factorisation canonique). — Soient G et G' deuz groupes

et soit f € Hom(G,G"). Alors il existe une unique application

f:G/Ker(f) — Im(f)

vérifiant Vo € G, f(xKer(f)) = f(z). L’application f est un isomorphisme
de groupes. On a alors G/ Ker(f) ~ f(G). En particulier, si G et G' sont
finis, Uordre de f(G) divise |G| et |G'].
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Démonstration. — Comme [ est constante sur le sous-groupe Ker(f), de
valeur I’élément neutre ¢’ de G’, on voit que f est constante sur toute classe
z = z Ker(f) modulo Ker(f). La proposition 1.4 nous assure qu’il existe une
application f : G/ Ker(f) — G’ unique, telle que fop = f et Im(f) = Im(f).
Comme Ker(f)<G, alors d’apres la proposition 7.5 l’ensemble quotient est un

groupe. L’application f est un homomorphisme de groupes, car f(a_cg_) =

f@y) = f(zy) = f(z)f(y) = f(z)f(y). Finalement la surjectivité de f est

évidente par construction et Ker(f) = p(Ker(f)) = {e} d’ou 'injectivité. [

Exemples 8.9. — (a) Soit n > 2 un entier. SO,(R) est un sous-groupe
distingué de O, (R) comme noyau du morphisme de groupes det : O, (R) —
{=1,1}. Comme cette application est surjective, on a

On(R)/SO(R) ~ {—1,1}

On en déduit que SO, (R) est un sous-groupe distingué de O, (R) d’indice 2.

(b) L’application f = x + %7 est un morphisme de groupes de (R, +)
dans (C*, x). Son image est Im(f) = U et son noyeau est Ker(f) = Z. On
en déduite que le groupe R/Z est isomorphe a U,

R/Z ~ U.

Proposition 8.10. — Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes dis-
tingués de G tels que K C H. Alors

(a) H/K est un sous-groupe distingué de G/K.

(b) Les deux groupes quotient (G/K)/(H/K) et G/H sont isomorphes.

Démonstration. — Soient x € G. Notons £ = zH la classe de z modulo H,
et © = xK la classe de x modulo K. Considérons la surjection canonique
f:G—G/H,x— z. Ona K C H=Ker(f), donc il existe un morphisme
f:G/K — G/H tel que f(i) = Z pour tout z € G. f est surjectif, puisque
Im(f) = Im(f) = G/H. De plus Ker(f) = {&, x € H} = H/K, (c’est donc
un sous-groupe distingué de G/H). Par conséquent, d’aprés le théoréme 8.8
(G/H)/Ker(f) est isomorphe Im(f), d’olt I'isomorphisme demandsé.

O

9. Ordre d’un élément

Proposition 9.1. — Soit G un groupe d’élément neutre e et soit a € G.
Lapplication f : k — a¥ est un homomorphisme de groupes de 7 sur le sous-
groupe (a) engendré par a. Si f est injectif, alors (a) est isomorphe a Z. Si f
n’est pas injectif, (a) est isomorphe au groupe quotient Z/nZ, ou n € N* est
le plus petit entier non nul tel que a™ = e. Dans ce cas, les entiers k tels que

a® = e sont les multiples de n et (a) = {e,a,a?,...,a""'}.
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Démonstration. — L’application f :Z — G, k — a* est un homomorphisme
de groupes, car f(k + k') = a**t¥ = aFa¥ = f(k)f(K'). De plus Im(f) =
{a* : k€ Z} = (a). On en déduit que f est un homomorphisme de groupe
surjectif de Z sur (a).
Le noyau Ker(f) est un sous-groupe de Z, donc d’apres la proposition 5.2, il
existe n € N tel que Ker(f) = nZ. Sin =0, alors f est injective, et par suite
un isomorphisme de Z sur (a). Si n # 0, par factorisation canonique de f a
travers son noyau nZ, on obtient un isomorphisme f de Z/nZ sur (a). Le noyau
de f est 'ensemble des k € Z vérifiant a* = e coincide avec nZ, c’est a dire
avec 'ensemble des multiples de n. Finalement, comme Im(f) = Im(f) = (a),
on a (a) = {e,a,a? ... ,a" 1}

O

Définition 9.2. — Dans le cas ou il existe des entiers k € Z tels que a* = e,

on dit que a est d’ordre fini. Le plus petit entier n > 0 tel que a™ = e est
appelé l'ordre de a. Nous le noterons o(a). C’est aussi l’ordre du sous-groupe
(a) de G.

Corollaire 9.3. — Dire que a € G est d’ordre fini n > 1 équivaut d dire que
a=¢e etak;«éepour tout entier k, 1 <k <n—1.

Corollaire 9.4. — Soit G un groupe fini. Alors tout élément de G est d’ordre
fini divisant Uordre de G. En particulier, Va € G, alC! = e.

Démonstration. — Soit a € G, l'ordre de a est 'ordre du sous-groupe (a)
engendré par a. Donc d’apres le théoreme de Lagrange 1’ordre de ce sous-

groupe divise 'ordre de G. D’ou le corollaire.
O

Exemple 9.5. — 1. Dans tout groupe G, I’élément neutre est le seul élément
d’ordre 1.
2. Dans (Z,+), tout élément = # 0 est d’ordre infini.
3. Dans le groupe symétrique S3, 7 3 est d’ordre 2.

Corollaire 9.6. — Soient H et K des groupes finis. Alors l’élément (h, k)
du groupe H x K est d’ordre o(h, k) = ppcm(o(h),o(k)).

Démonstration. — ¥Ym € N* on a (h, k)™ = (emg,ex) <= (K", Ek™) =
(e, ex) <= K™ = eg et k" = ex <= o(h)jm et o(k)lm <—
ppcm(o(h),o(k))|m. Donc le plus petit m € N* tel que (h, k)™ = (em,ex)
est le ppem(o(h), o(k)). O
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