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Vke{1,2,---,n}, o(k)=n+1—k.
Décomposer o en produit de cycles deux a deux disjoints.

Algebre 2 — Feuille 5 Corrigé l'ezercice 2. La permutation o est

Groupes de permutations
(le nzl nEQ n;l ?)

Si n = 2p pair, alors

{a(k)z?p—i—l—k

2

. L . L c“(ky=c2p+1—-k)=k

Exercice 1. On considere la permutation o € S1g définie par (k) (2p )
1934567 8910 pour k=1,--- pet2p+1—k=2p,--- ,p+ 1. Donc
U—(46872510319>-

o=(12p)(22p—1)---(pp+1)

(a) Décomposer ¢ en produit de cycles disjoints.

(b) Calculer l'ordre de o dans o € Sqp. Sin=2p+1 impair, alors
(d) Calculer o781

(d) Calculer la signature de o.

ok)=2p+2—-k
ocl(k)y=oc(2p+2—k)=k
Corrigé exercice 1. (a) On trouve
pour k=1,--- pet2p+2—k=2p+1,--- ,p+ 2. Donc

o=(12p+1)(22p)---(pp+2)

Exercice 3. On considere les deux permutations suivantes de Sg

o=(147109)(265)(38)

et on note o017 = (147109), 02 = (265) et 03 = (3 8). Les trois cycles
sont deux a deux disjoints d’ordre respectivement 5, 3 et 2.

(b) Puisque les cycles 1,02 et o3 sont disjoints, o= (33345678) ot 7=(12342678).
o(o) = ppem(o(o1), 0(02),0(03)) = 30 (a) Montrer que o et 7 sont conjugués.
(b) Trouver une permutation « telle que 7 = yoooy~!; combien y-a-t-il
(b) Comme 4781 =1 mod 5, 4781 =2 mod 3 et 4781 =1 mod 2, on de telles permutations dans vy E 88-
a
Corrigé Uezercice 3. (a) On a
4781 4781 _4781 _4781
7 B R o = (1234)(5678)
R — (1357)(2864)
= 0109 03
= (147109)(562)(38) Pour construire la permutation v, verifiant 7 = 0 0 0 0o o7}, il suffit de
prendre par exemple
0
(c) On o = (1234)(5678)
e(0) = e(o1)e(o2)e(o3) = (—1)° 1 x (1)1 x (=1)*7 1 = —1 v U
T o= (1357)(2864)

K. Koufany 1



Groupes de permutations

Feuille 5

autrement dit
34567

v=(132738¢%)
Il faut remarquer que vy n’est pas unique, En effet, si v(1 2 3 4)y~! =
(1357 alors v = (132%) (c-ad-. v(1) = 1, 7(2) = 3, ¥(3) = 5 et
v(4) = 7). Or il y a 4 fagon différentes d’écrires le cycle (1 3 5 7), soit

(1357)=(3571)=(5713)=(7135)

1l en résulte qu’il y a 4 permutations qui conjuguent les cycles (1 2 3 4) et
(1357); ce sont

(1327). (3331). (5393), (4133).
De méme, il y a 4 fagons de conjuguer les cycles (56 7 8) et (286 4).
A toutes ce possibilités il faut ajouter 2 autres possibilités liées a 1'ordre

d’écriture des cycles dans la décomposition de o. Donc au total il y a 4 x
4 x 2 = 32 permutations y possibles.

Exercice 4. Soit p un nombre premier et soit o € S,, d’ordre p.
(a) Montrer que les o-orbites sont de cardinal 1 ou p.
(b) En déduire que si n < 2p, alors o est un cycle.

Corrigé lexercice 4. Soit o € S, avec o(c) = p premier.

(a) Le sous-groupe H = (o) engendré par o est un groupe cyclique
d’ordre p. On fait agir H sur 'ensemble E = {1,--- ,n} par o% - j = o*(j).
Pour j =1, --- ,n lorbite de j est

Donc card(Orb,(j)) divise |[H| = p ce qui conduit & card(Orb,(j)) = 1 ou
card(Orb,(5)) = p.
(b) Supposons n < 2p. L’équation des classes donne

n = Z card(Orb, (5))

= ax1l+bxp

Orb,(5)

ou a est le nombre des orbites de cardinal 1 et b celui des orbites de cardinal
p. On doit avoir donc
n=a+bp<2p

doub=0o0ub=1.

Si b = 0 alors toutes les orbites sont réduite & un point et ¢ = Id. Cas a
exclure car 'ordre de o est p. Donc b = 1 et il y a une seule orbite non
réduite a un point ce qui conduit a dire que gest un cycle.

K. Koufany

Exercice 5. Soit n > 3. Montrer que pour toute permutation o € S, \{Id},
il existe une transposition qui ne commute pas a o.
En déduire que le centre de S, est Z(S,,) = {Id}.

Corrigé Uezercice 5. (a) Soit 0 € Sy \ {Id} ~ S(E) \ {Id} ou E est un
ensemble de cardinal n. Comme n > 3, il existe x € E tel que y := o(z) # x
et il existe z € E tel que z ¢ {z,y}. Considérons la transposition 7 = (y z)
On a o7(z) = o(x) = y et 7o(x) = 7(y) = 2. Donc o7(x) # To(x) €

par suite o7 # 70. Cette égalité montre que o ¢ Z(S,). Par consequent

Z(Sn) = {1d}.

Exercice 6. On se proposer de montrer que Ss est, a isomorphisme pres,
le seul groupe d’ordre 6 non abélien.

(a) Verifier que S3 n’est pas abélien.

(b) Montrer que S5 = {rio7; i=0,1etj=0,1,2}, ot 73 = (1,2) et
o1 = (1,2,3).

Soit G un groupe non abélien d’ordre 6.

(c) Montrer qu'il existe a,b € G tels que G = {a'b’;
0,1,2}.

(d) Montrer que ba = ab® et b%a = ab.

(e) En déduire que I'application ¢ de G dans S3 définie par

i=01etj=

v(i.j) € {0,1} x {0,1,2}, ¢(a'¥) = r{o]

est un isomorphisme.

Corrigé Uexercice 6. (a) S3 = {Id, 71 := (12),72 :=(13),73 :=(23),07 :=
(123),02 :=1,3,2}. On remarque que 7172 = 09 tandisque 7273 = o1 Donc
S3 n’est pas abélien.

(b) En dressant la table de S3, on peut remarquer que

Ss={riod, i=0,1etj=0,1,2}

(¢) Soit G un groupe non-abélien d’ordre 6. D’aprés le théoréme de
Cauchy, il existe a,b € G tels que o(a) = 2 et o(b) = 3. On vérifie que

G={a't’, i=0,1etj=0,1,2}
En effet, les a’d’ sont deux & deux distincts : si a’b/ = o'/ alors a*~% =
b =7 € {(a) N (b) = {e} car ces deux sous-groupes ont des ordres premiers
entre eux. On en déduit que a’~% =eet b 7 = e, don 2 divise i — i’ €
{=1,0,1} et 3 divise j' — j € {—2,-1,0,1,2} ce qui conduit & ¢ — ¢ =0 et
. -/
Jj—J3 =0



Groupes de permutations

Feuille 5

(d) On a ba € G = {e,a,b,b? ab,ab*} mais ba ¢ {e,a,b,b?, ab}, donc
ba = ab®. En effet :
si ba = e, alors b=a"" = a, ce qui n’est pas possible pour raison d’ordre;
si ba = a, alors b = e ce qui n’est pas possible;
si ba = b, alors a = e ce qui n’est pas possible non plus;
si ba = b2, alors a = b, ce qui n’est pas possible pour raison d’ordre;
si ba = ab alors G est abélien ce qui contredit ’hypothése G non-abélien.

1

On montre de méme en distinguant tous les cas que b%a = ab.
(e) Soit lapplication

@ : G — S3
alV —  Tio]
 est surjective par définition. Comme les deux groupes G et S —n sont de
méme ordre, ¢ est bijective. Montrons maintenant que c’est un morphisme

de groupes.
Soit a't?,a* b’ € G. Alors d’apres la question précédente,

albi+i’ siif =0

'ty siif=1,=0
A2 i =1,=1
AT s i =1, =2

(@) (@) = ' (¥ a”

donc
. Y
{”ﬂ si i =0
i+1 o .
L ol sii=1,7=0
7 i1 _ 1 1 i
e((at’)(a" b)) = . :
( ) it {+2 siif=1,7=1
. -/
ﬁ“ﬂ+1sif:Lj:2

p(a')p(v) st i =0

pla)p(ab’)  si i =1,j=0
w(a"d)p (abj) siif=1,7=1
o(ab)p(abl’) si i’ =1,j=2
= cp(azbj)go(a’ v )

v

Les méme propriétés sont aussi valables pour le produit (rio?)(ri o7 ).
Ce qui permet, en distinguant les 4 cas que

o((@'b)(a"t)) =

v

(rio])(r{ o] ) = ((a't))p((a’ b))

K. Koufany

En conclusion, ¢ est un isomorphisme, et G ~ S3 : tout groupe non-abélien
d’ordre 6 est isomorphe a Ss.
Notons qu’un groupe abélien d’ordre 6 est isomorphe a Zs X Z3 ~ Zg.

Exercice 7. Soit (i1 i - - ?

n’est pas un cycle.

i,) un cycle de longueur paire. Montrer que o

Corrigé lexercice 7. Soit o = (i1 ig -+~
avec k > 1.

Si k=1, alors r = 2 et ¢ est une transposition dont le carrée est 1’identité,
donc pas un cycle.

Si k> 2, alors

i) un cycle de longueur par r = 2k

Orb,2(i1) = {i1,43, - ,i2k—1}
Orba’2 (22) {Z.Q? i47 tee 7112]6}

La permutation o2 admet donc deux orbites non-réduite & un point, et par
conséquent ce n’est pas un cycle.

Exercice 8. Soit 0 = (21,2, , &) un r-cycle de longeur r > 2.
(a) Montrer que, pour x € Supp(c) et j € Z, on a

ol(z) =z <= r divise j
(b) Montrer que pour tout entier m € Z, on a

si r divise m

Supp(e™) = {Supp() sinon

(¢) Montrer que, pour z € Supp(c) et m € Z, on a

r

card(Orbym () = o

(d) Montrer que pour m € Z non multiple de r, ¢™ est un cycle si, et
seulement si, m est premier avec r.

Corrigé lezercice 8. (a) Sir divise j, alors 07 = Id et 07 (z) = x pour tout
zekE.
Réciproquement, supposons ¢ (z) = z pour & = x, € Supp(o). On a

T = O’j(.’IJk) = G'j+k+1($1)
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et en effectuant la division euclidienne de j+k-+1 par r,on a j+k+1 = gr+p
avec 0 < p < r, donc

zp =0 P(21) = oP(21) = Tp41
d’ott £k = p+ 1. Il en résulte que
j+k=qr+p+1l=qr+k

soit j = qr et r divise j.

(b) Si r divise m, on a 6™ = Id et Supp(c™) = 0.
S’il existe © € Supp(o) tel que x ¢ Supp(c™) alors 6™ () = x et d’apres (a)
r divise m. Il en résulte que si r ne divise par m, alors Supp(c) C Supp(c™),
d’olt Supp(c) = Supp(c™) car 'autre inclusion est toujours vérifiée.

(c) Si r divise m, alors 0™ = Id et Orb,m(z) = {2} pour tout x € E.
Comme r A m = r, 'égalité

card (Orbym (z)) =1 =

est triviale.

Sinon, pour tout « € Supp(o), 0™ (x) # z et card (Orbym (2)) > 2.

Soit d = r A 'm, alors il existe des entiers my,r; tels que m = dmy, r = qry
et 71 Am; = 1. Donc

(0™)" (x) = o™ () = 0™ (2) = (0") " (2) =

Soit maintenant un entier k compris entre 1 et r; — 1. Si (6™)*(x) = x alors
ok = x, donc r = dry divise mk = dm1k ce qui entraine r; divise m1k et
71 divise k puisque 71 Amq = 1, ce qui est incompatible avec 1 < k < r; —1.

Ainsi (6™)*(z) # 2. 11 en résulte que

Orbgn (2) = {z,0™ (x), -+, (™) ()}

I

et cette orbite est de cardinal r; = A

(d) SimAr =1, alors

Supp(c™) = Supp(o)
card (Orbym (21)) = r = Card (Supp(c¢™))
Orbgm (z1) C Supp(c™)

donc Orbgym (z1) C Supp(c™) et ¢™ est un cycle.
Sinon,

2 < card (Orbgm (1)) = ﬁ < r = card (Supp(c™))

et il y a aumoins deux o™-orbites non réduites a un point, donc ¢™ n’est
pas un cycle.

K. Koufany

Exercice 9. Déterminer I'ordre maximal d’un élément de Ss.

Corrigé l'exercice 9. La décomposition en cycles disjoints d’un élément de
Ss\{Id} (Id est d’ordre 1) est formée soit d'un r-cycle avec 2 < r < 5, soit
d’un 2-cycle et d’un cycle d’ordre 2 ou 3 et cet ordre est au maximum 6,
qui est atteint pour (1,2)(3,4,5).

Exercice 10. (a) Soit G un groupe d’ordre 2n et H un sous-groupe de G
d’ordre n (donc d’indice 2). Montrer que pour tout g € G, g> € H.

(b) Montrer que A4 (qui est d’ordre 12) n’a pas de sous-groupe d’ordre
6.

Corrigé lezercice 10. On note 7;; la transposition (4, j) dans S, pour 1 <
i # 7 <4 On a dans le groupe Ay les 12 éléments distincts suivants :

- identité;

- les 3 éléments d’ordre 2 : 7130 T34, T13 0 Tag, Tog 0 T14 (le produit de deux
transpositions de supports disjoints est d’ordre 2 puisque ces transpositions
commutent) ;

- les 8 éléments d’ordre 3 : (2,3,4),(2,4,3),(1,3,4), (1,4, 3),
(1,2,4),(1,4,2),(1,2,3) (1,3,2) (un 3-cycle fixe un élément de {1,2,3,4} et
il y en a deux qui fixent k, pour k = 1,2, 3,4) et on a ainsi tous les éléments
puisque A4 est de cardinal 45! =12.

(a) Soit g € G. Si g € H, on a alors g?> € H puisque H est un groupe.
Sig¢ H,on aalors gH # H et G/H = {H,gH}, ce qui nous donne la
partition G = H U gH. Si g?> ¢ H, il est alors dans gH et s’écrit g*> = gk
avec k € H, ce qui entraine g = k € H qui est en contradiction avec g ¢ H.

(b) Si H est un sous-groupe de A d’ordre 6 , on a alors 02 € H pour
tout o € Ay. Si 0 € A, est un 3-cycle, il est alors d’ordre 3 et 0% = o,
c’est-a-dire que o = 72 avec 7 = 02 = 0~ ! € A,,. Donc H va contenir tous
les 3 -cycles, soit 8 éléments, ce qui n’est pas possible.

Exercice 11. Montrer que A, est un sous-groupe caractéristique de S,
(c-a-d. stable par tout automorphisme de S,,).

Corrigé l'exercice 11. Si ¢ est un automorphisme de S,,, alors pour tout
3-cycle 0 € A,,p(0) est d'ordre 3 dans S,,. Comme (o) est produit de
cycles et 'ordre de ¢(o) est le ppem des longueurs de ces cycles, ils sont
nécessairement tous d’ordre 3 et (o) € A,,. Comme A, est engendré par
les 3-cycles, on déduit que, p(o) € A,, pour tout o € A,,.

Exercice 12. Soit E un ensemble de cardinal n > 4. Montrer que les pro-
duits de deux transpositions disjointes sont conjugués dans A(E).
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Corrigé lezercice 12. Solent o = (x1,x2) (x3,24) et o = (a}, %) (25, x})
deux produits de deux transpositions disjointes. En désignant par 7 une
permutation dans S(E) telle que 7 (zx) = ), pour 1 <k <4, on a:

ror =7 (21, 20) T (23, 24) T = (7 (1), 7 (22)) (7 (23), 7 (24))

= (xllvxé) (Ié,fﬂil) =a
(ce qui prouve que o et ¢’ sont conjuguées dans S(E) ). Si 7 € A(E) c’est
terminé, sinon v = (25, x}) 7 est dans A(FE) et :

yoy Tt = (v (x1) v (22) (v (w3) . (24))

= (2, 25)(xy, 75) = 0’
Exercice 13. Décomposer en produit de 3-cycle dans A7 la permutation
o=(331328%7)
Corrigé l'exercice 13. On a la décomposition en produit de transpositions :
o=(1,2)(2,3)(3,4)(4,5)(5,6)(6,7)
donce(o) =1 et 0 € A7. Puis :
oc=1(2,3,1)(4,5,3)(6,7,5) = (1,2,3)(3,4,5)(5,6,7)
Exercice 14. Le groupe S, est-il isomorphe au produit direct A, x{—1,1}.

Corrigé Uezercice 14. Pour n =2, on a S(E) = {-1,1} et A(F) = {Idg},
donc S(F) est isomorphe au produit direct A(F) x {—1,1}.

Pour n = 3, A(E) est d’ordre 3, donc cyclique et A(E) x {—1,1} qui est
commutatif ne peut étre isomorphe & S(E) qui ne est pas.

Pour n > 4,v = (Id,—1) est dans le centre de A(F) x {—1,1}, il est
d’ordre 2, donc si ¢ est un isomorphisme de A(E) x {—1,1} sur S(E),
I'élément ¢(7) serait d’ordre 2 dans le centre de S(E), ce qui contredit le
fait que Z(S(FE)) = {Id}. Donc S(E) n’est pas isomorphe au produit direct
A(E) x {-1,1}.

Exercice 15. Soit n > 5.

(a) Montrer que deux 3-cycles sont conjugués dans A,,.

(b) Vérifier que ce résultat n’est pas vrai pour Ay et As.

(¢) En déduire que le groupe dérivé D(A,) de A, (c-a-d. le groupe
engendré par les commutateurs [0, 7] = oo 77 ot 0,7 € A,) est A,.
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Corrigé Uezercice 15. (a) On sait déja que deux 3-cycles sont conjugués
dans S(E) (exercice 3.2). Soient v = (x1,z2,x3) et v/ = (2, ), x%) deux
3 -cycles. On se donne une permutation o € S(E) telle que o (x) = },
pour k = 1,2,3 et on a alors v/ = ovyo~!. Si 0 € A(FE), c’est terminé,
sinon en prenant x4, x5 dans E\ {x1, 22,23} (E a au moins 5 éléments), la
permutation 0’ = (x4, x5) o est dans A(E) avec o’ (z}) = ), pour k =1,2,3
et on est ramené au cas précédent.

(b) Ce résultat n’est pas valable pour n = 4. Si v = (1,2,3) et o' =
(2,3,4) sont conjugués dans Ay, il existe 0 € Ay telle que (2,3,4) =
oyo~t = (0(1),0(2),0(3)) et on a nécessairement o(4) = 1. On parcou-
rant la liste des éléments de A4 (exercice 3.18), on voit que o = 7a3 0 T14,
ouo = (1,3,4), ou o0 = (1,2,4) et oyo~ ! = (4,3,2) # 7/, ou oyo ! =
(3,2,4) # +/, ou oyo~t = (2,4,3) # 7. Les cycles v et 4" ne sont pas
conjugués dans Ay

(¢) Comme A(F) est engendré par les 3 -cycles, il suffit de montrer que
tout 3 -cycle est dans D(A(E)). Si v est un 3 -cycle, il en est de méme de
v~1 = 42, donc 72 est conjugué a v dans A(FE),c est-a-dire qu'il existe
o€ A(E) tel que v? =0 1yo et y =y lo71yo € D(A(E))

Exercice 16. Déterminer, pour n > 4, le centre Z(A,,) de A,,.

Corrigé l'exercice 16. Soit E un ensemble de cardinal n > 4.

Sioc e A(E)\{ Id }, il existe z € E tel que y = o(x) # x. On se
donne z € E\{z,y,0(y)} (E a au moins 4 éléments) et v est le 3-cycle
v =(x,y,2) € A(E). On a alors :

oy(z) = o(y) et yo(z) =v(y) =z # o(y)

donc oy # o et 0 ¢ Z(A(E)). Le centre de A(F) est donc réduit a {Id}.
Pour n = 3, A(FE) est cyclique (d’ordre 3), donc commutatif et Z(A(E)) =
A(E).

Exercice 17. Soit n > 5. Montrer que les sous-groupes distingués de S,
sont {Id}, A, et S,.

Corrigé 'exercice 17. Voir Théoreme 6.6 du chapitre 5.

Exercice 18. On se propose de montrer que le groupe alterné A5 est simple
(c-a-d. n’a pas de sous-groupes distingués autres que lui méme et {Id}).
(a) Donner une description de Aj en classant ses éléments en fonction
de leur ordre.
(b) Montrer que As est un groupe simple.

Corrigé ’exercice 18. Voir Théoreme 6.8 du chapitre 5.



