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Exercice 1. Pour les groupes suivants, déterminer la décomposition pri-
maire, calculer le type, puis la décomposition cyclique.

(a) G = (Z/12Z) x (Z/90Z).

(b) G = (Z/84Z) x (Z/90Z).

(¢c) G =(ZJ/A0Z) x (Z]/42Z) x (Z]/120Z).

Solution de l'exercice 1. Suivre l'exemple 5.6(1) du chapitre 3 (pages 10-
11)

(a) Le groupe G = Zja X Zgg est abélien et d’ordre 12 x 90 = 23 - 33 . 5.
D’ou sa décomposition primaire G = G5 X G3 X Gs.

La composante primaire G2 associé au facteur premier 2 est un sous-
groupe d’ordre 23 = 8, donné par

Gy = {(E,B) € Z12 X Zyo | 23(Eail) = (676)}

Or,
2k =0[12=2%.3] — 2k =0[3] k= 0[3]
23h  =0[90 = 3% -2 5] 22h = 0[45) h = 0[45]
Donc

G = 37127 x A57)90Z ~ Ty X Z.

On montre de méme que la composante primaire GGz associée au facteur
premier 3 est
G3 =47/127 x 10Z/90Z ~ Z3 X Zg.

Enfin, la composante primaire G5 est
G5 = 12Z/18Z x 18Z/90Z ~ {0} x Z/5Z ~ Z./5Z

On peut prévoir ce résultat, car G5 est un groupe cyclique d’ordre premier
5, donc isomorphe & Zs. Ainsi

Lo X Zgo ~ (Z4 X Zz) X (Z3 X Zg) X Z5
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Or un produit de deux groupes cycliques d’ordres premiers entre eux est un
groupe cyclique. On va donc regrouper les différents groupes cycliques de
la décomposition précédente pour former une décomposition cyclique :

G ’:(ZQX23)X(Z4XZQXZ5)
~ ZG X Zlgo avec 6|180

Ainsi Zg X Z1go est la décomposition cyclique de Zio X Zgg et (6,180) est
sa suite des invariants.
On fait de méme pour les question (b) et (c).

Exercice 2. Donner la décomposition primaire du groupe abélien Z/8517Z.
En déduire la structure du groupe Aut(Z/851Z).

Solution de ’exercice 2. La décomposition primaire de 851 et 851 = 23 x
37. Donc d’apres le théoreme chinois, Zgs1 >~ Zos X Z37.

On en déduit que Aut(Zgs1) =~ Aut(Zas) X Aut(Zsr). Or si p est pre-
mier, Aut(Z/pZ) est un groupe cyclique isomorphe & Z/(p — 1)Z. Donc
Aut(Zgs1) ~ Zoo X Zsgs. La décomposition cyclique de ce groupe est (voir
exercice 6)

Aut(Zg51) ~ ZQQXZSG

12

Zpgcd(22,36) X prcm(22,36)
Lo x L396

1

Ainsi Aut(Zsgs1) est un groupe abélien fini d’invariant (2, 396).

Exercice 3. Déterminer, a isomorphisme pres, tous les groupes abéliens
d’ordre :

(a) 600.

(b) 720.

(c) 3240.

Solution de Iexercice 3. (c) Déterminons tous les groupes abéliens d’ordre
3240.

Si G est un groupe abélien d’ordre 3240 = 23.3%.5, alors sa décomposition
primaire est G = G5 X G3 X G5, ou Go,G3 et G5 sont les composantes
primaires associé aux facteurs premiers 2, 3 et 5.

|G| = 22 et 3 admet trois partitions qui sont (3), (1,2) et (1,1,1). Donc
G5 est isomorphe a 1'un des groupes

s

ZQXZQ2
ZQ X ZQ X ZQ
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|G3] = 3* et 4 admet cinqg partitions qui sont (4), (1,3), (2,2), (1,1,2)
et (1,1,1,1). Donc G5 est isomorphe & l'un des groupes

234

Z3 X ng

Zis2 X Lis2

Zg X Zg X Z32

Zg X Zg X Zg X Zg

Enfin G5 est un groupe d’ordre 5 (donc cyclique), il est isomorphe &
Zs.

Il y a donc au total & isomorphisme pres 3 x 5 x 1 = 15 groupes abéliens
d’ordre 3240 :

ZQS X Z34 X Z5 ~ Z3240

Zigs X (Zz X Zigs) X Ly =~ 7z X (Zgs X Zzs X Ls)
=~ 73 X Z1o80

ZQS X (Z32 X Zgz) X Z5 ~ Zgz X (ZQS X Z32 X Z5)
~ Zg X Z360

Zga X(Z3XZ3XZg2)XZ5 ’:Z3XZ3XZ23 ><Z32 X Zs
~ Z3 X Z3 X Z360
Z23X(Z3XZ3XZ3XZ3)XZ5 223X23XZ3X(223XZ3XZ5)
223XZgXZgXZlgo
etc... (& compléter par I’étudiant).

D’ou les listes des invariants possible pour G :

(2340), (3,1080), (9, 360), (3, 3, 360), (3, 3, 3, 120), etc... (& compléter par I’étudiant).

On faitd e méme pour les question (a) et (b).

Exercice 4. Parmi les groupes suivants, tous abéliens d’ordre 180, déterminer
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lesquels sont isomorphes entre eux :

(1) 7Z/1807Z

(2) (2/12Z) x (Z/15Z)

(3) (Z/2Z) x (Z/907Z)

(4)  (Z/37)? x (Z)20Z)

(5)  (Z/AZ) x (Z./45Z)

(6) (Z/15Z) x (Z/6Z) x (Z./27.)
(1) (Z)27)? x (Z)9Z) x (Z/57)
(8) (2)27Z) x (Z/9Z) x (Z/10Z)
(9) (Z/AZ) x (Z./37)* x (Z/57Z)
(10) (z/181Z)*

(11) (2/192)* x (Z/11Z)*

(12) (Z/209Z)*

Solution de ’exercice 4. Deux groupes de cette liste sont isomorphes s’ils
ont la méme suite d’invariants.
Un groupe d’ordre 180 = 22 x 32 x 5 admet trois composantes primaires
Go d’ordre 22, isomorphe & Z, ou & Zo x Zo.
Gs d’ordre 32, isomorphe Zg ou & Zs x Zs.
G5 d’ordre 5, isomorphe & Zs.

Donc un groupe abélien d’ordre 180 est isomorphe a I’'un des groupes

(A) Zo x 7o x Ly x L3 X L5 ~ Zg X Z3o d’invariants (6,30)
(B) Zo X Lo X Lg X Ly ~ Lo X Loy ’invariants (2,90)
(C) Zy X X7z X L3 X Zs ~ 73 X Lgy d’invariants (6,30)
(D) Zy X XZg X XZs ~ L1390 d’invariant (180)

— Le groupe (1) de la liste est d’invariant (180);

— Le groupe (2) : (on utilise V'exercice 6) Zia X Z15 ~ Z3 X Zgo est
d’invariants (3,60) ;

— Le groupe (3) : Zg x Zgg est d’invariants (2,90) ;

—Le groupe (4) : Z3 xZ3 X Loy ~ Zg X Lgxa0X ~= L3 X ZLeo est d’invariants
(3,60) ;

— Le groupe (5) : (on utilise le lemme chinois ou exercice 6) Zs X Zg5 X ~
Zsxas == Zqso est d’invariant (180);

— Le groupe (6) : (on utilise le lemme chinois ou exercice 6) Z15 X Zg X
Zo ~ Zasxa X Le ~ Zg X Z3p est d’invariants (6,30) ;
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— Le groupe (7) : Zo X Zo X Zg X Zs ~ ZLaxgxs X Lo ~ Lo X Lgy est
d’invariants (2,90) ;

—Le groupe (8) : Zo X Zg X Z1o =~ Za X Lgx10X = Lo X Lgg est d’invariants
(2,90) ;

— Le groupe (9) : Z4 X Zg X Zg X Z5 ~ Zg X Z4><3><5>< ~ Zg X Zﬁo est
d’invariants (3,60) ;

— Le groupe (10) : puisque 181 est premier, (Z1g1)* =~ Z1g0 est d’inva-
riant (180);

— Le groupe (11) : puisque 19 et 11 sont premiers, (Z19)* X (Z11)* =~
Z1g X Zyo ~= 7o X Zgo (par 'exercice 6) est d’invariants (2,90) ;

— Le groupe (12) : (Z209)™ = (Z19x11)™ = (Z19)* X (Z11)* =~ Z1gxZ1o ~
Zs X Zgo est d’invariants (2,90).

En conclusion, on a

(1) ~ (5) ~ (10)

(2) = (4) = (6) = (9)
(3) =~ (7) =~ (8) ~ (11) ~ (12)

Exercice 5. Montrer que dans tout groupe abélien d’ordre 40, il y a au
moins un élément d’ordre 10.

Existe-t-il un groupe abélien d’ordre 40 dans lequel I'ordre de tout élément
divise 107

Solution de 'exercice 5. Pour la premiere question, utilisez le théoreme
de Cauchy. Pour le deuxiéme question, déterminer a iso pres les groupes
abéliens d’ordre 40 (il y en a trois), puis regardez dans le(s)quel(s) 'ordre
de tout élément divise 10.

Exercice 6. (a) Soient k > 2 et n > 2 des entiers. Posons d = pged(k,n)
et m = ppem(k,n).
Montrer que G = (Z/kZ) x (Z/nZ) est isomorphe & (Z/dZ) x (Z/mZ) et
c’est, & isomorphisme pres, la seule expression de G sous la forme (Z/pZ) x
(Z/qZ) avec p divisant ¢ (décomposition cyclique, avec (p, ¢) I'invariant de
Q).

(b) Application : G = (Z/18Z) x (Z/45Z).

Solution de I’exercice 6. (a) Considérons les décompositions en facteurs pre-
miers de k et de n :

s _ s 7a0 Su
k:p?l'..p?qiﬁl...qtﬁt y n_p’i/l.o.pzrll.../r'u
ol p1,...,ps sont communs & k et n et ol qy,...,q (resp. ri,...,r, ) sont
facteurs premiers de k et pas de n (resp. de n et pas de k ). Pour 1 < <'s,
posons

Ai =min (ag,7) g = max (q,7;)
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On a alors d = pi\l cepds et m o= pi? ~~p‘s‘5qf1 "'qftrfl -o-rSu. Les com-
posantes primaires de Z/kZ,Z/nZ,7/dZ,Z/mZ sont cycliques (3-3, prop.)
donc

Z/KL = (Z/p"Z) x - x (Z/p2T) x (Z/qflz) X e X (Z/qffz)
Z/nZ ~ (Z/p]' L) x --- X (L/p*ZL) x (Z/r‘flz) X - % (Z/r87)
Z/dZL ~ Z/pi‘IZ) x - x (Z/p)7)

ZimL = (L T) x - x (20 T) x (2)a] ) x -+ x (2/13:2)

Pour 1 < i < s, le produit (Z/p"Z) x (Z/p]" Z) est isomorphe & (Z/pf‘iZ) X
(Z)p"Z) car {a;,vi} = {\i, i} donc (Z/kZ) x (Z/nZ) et (Z/dZ) x (Z/mZ)
sont isomorphes. En outre, (Z/dZ) x (Z/mZ) est I'expression canonique du
groupe G et d,m sont ses invariants car d | m, d’ou l'unicité de cette
expression de G.

(b) Comme pged(18,45) = 9 et ppem(18,45) = 90, les invariants de
(Z/18Z) x (Z/45Z) sont (9,90).



