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Exercice 1. Soit G 'ensemble des transformations affines de R dans R
Gab : &+ ax +b, aveca,b e R, a#0.

Montrer que G muni de la composition des applications, est un groupe non
abélien.
Corrigé. Soient ga, b, Jas,bs € G. D’abord Vz € R,
Gay by (a2 + b2) = a1(azx + b2) + by
= (a1a2)x + (a1b2 + by)

=  Yajaz,a1ba+b; (LI?)

Gay,b1 © Gaz,ba (:17)

donc ga,,b, © Jas,be € G et la loi o est bien une LCI sur G. On voit tout de
suite que cette loi n(est pas commutative, par exemple g_1,1 © gi,2 = g—1,—1 €t
g1,2°9g-1,1 = g—-1,3.

- Associativité : soient ga, b1, Jas,bos Jaz,bs € G. On a

(Ga1,b1 © Gas,bs) © Gag,bs Jajaz,a1by+by © Jaz,bz
Yaiazasz,(a1az)bz+arba+by

= Yajazaz,ajagbz+aiba+by

et

a1 by © (Gaz,by © ga:s’bs) Gay,b1 © Jazaz,azbz+bo

Yaiazasz,ai(azbz+ba)+b1

=  Yajazaz,ajagbztaiba+by

On en déduit que (ga,,b; © Gas,bs) © Jag,bs = Gai,b1 © (Gas,bs © Jas,bs), d’olt Iasso-
ciativité.
- Neutre : il est claire que Idr = g1,0 € G et que c’est I’élément neutre pour o.
- Symétriques : soit go, b, € G et cherchons ga, .5, € G tel que gay by © Gas,by =
Idg. Donc ga,as,a,b0+b, = Ldr = g1,0 et a1a2 =1, a1b2 +b1 = 0 ce qui nous donne
1 b1

az = —, by =
ai a

K. Koufany

Ainsi g1/a,,~b1/a;, € G €t gay by © 91/ar,~b1/a; = ldr. On montre de méme
que g1/ay,—by/a; © Jai,b; = ldr. On en déduit que tout élément ga,, € G est
symétrisable (a gauche et a droite) et que son symétrique est 9;11,171 = 91/a1,~b1 /a1 -
En conclusion (G, o) est un groupe non abélien.

Exercice 2. Montrer que R? muni de la loi
(a,b) * (a', V) = (a+a’,be® + Ve )

est un groupe non abélien.

Corrigé. Il est claire que la loi x est une LCI sur R? et que c’est une loi non
commutative, par exemple (1,1) % (1,0) = (2,e) et (1,0) x (1,1) = (2,1/e).
- Associativité : soient (a1,b1), (az,b2), (as,bs) trois éléments de R®*. On a

((a1,b1) * (az,b2)) * (as,bs) = (a1 + az,b1e"® + bae™ ") % (as, bs)
= (a1 + a2 + as, (b1e"® + bae” “1)e”® + by “172)
(

ai + az + as, b1e® T 4 pye 1T 4 by “17)

et

(a1,b1) * ((az,b2) * (a3, b3)) =

ai, bl) * (az + as, b26a3 + bgeilu)
ai + as + as, bye®T3 4 (b2e™ + bge” *2)e” ™)

ai + az + as, b1e® T 4 hye 41T 4 by “172)

~— —~ o~

On en déduit que ((a1,b1) * (az,b2)) * (as,b3) = (a1,b1) x ((az,b2) * (a3, bs3)), d’ot
lassociativité.

- Neutre : il est claire que (0,0) est I’élément neutre de la loi .

- Symétriques : soit (a1,b1) € R? et cherchons (az,b2) € R? tel que (a1,b1) *
(az,b2) = (0,0). Donc (a1 + az,b1€*® +bee”**) = (0,0), d’ot par suite az = —a1
et bo = —b1. ON en déduit que (a1,b1)*(—a1, —b1) = (0,0) et on montre aussi que
(—a1,—b1) o (a1,b1). Par conséquent tout élément (a1,b1) € R? est symétrisable
et son symétrique est (a1,b1)” ' = (—a1, —b1) € R2.

En conclusion (R?,%) est un groupe non abélien.

Exercice 3. Sur G =] — 1, 1] on définit la loi

a+b
b= , Vr,y € G.
ax T+ar Y
(a) Montrer que (G,*) est un groupe abélien.
(b) En utilisant f : 2 — In (if—i), montrer que (G, *) est isomorphe &

(R, +).
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Corrigé. (a) Soit a,b € G =] —1,1[. On a |ab| <1 et 14+ ab > 1. Donc axb est
bien défini. De plus
(a+b)°—Q+ab)?® = a®>+b°—1-adb

= (@ -1D0*-1)<0

donc laxb| <1 etaxbe G. On en déduit que x est une LCI sur G (en fait c’est
la question la moins évidente de l’exercice!).

De la commutativité de la somme et du produit sur R on déduit la commutativité de
*. 1l est claire que 0 est I’élément neutre et que tout élément a € G est syméltrisable
de symétrique a ' = —a € G.

Vérifions maintenant ’associativité. Soient a,b,c € G. On a

*(bkxc) = atbxe a+1bibcc
~ 1+4a(bxo) 1+a1bjbcc
a+ b+ c+ abc

ab+ ac+ bc+ 1
On montre de méme que

a+ b+ c+ abe

b =
(axb)xe ab+ ac+ be+ 1

d’ou l’associativité.
En conclusion (G, *) est un groupe abélien.

(b) Soient a,b € G, on a
In 14+axb
1—axb

a+b
1 + 1+ab>

flaxb)

_ a+b
1 1+ab

. l+ab+a+b
o 1+ab—a—b

' 1+a(1+b)

(I1-a)(1-0b)
()
= fla)+1(b)

Donc f est un morphisme du groupe (G,*) vers le groupe (R,+). De plus l'ap-
1+
—T

= In

plication © +— In ( est continue et strictement croissante sur | — 1,1[, c’est

donc une bijection de | — 1, 1] sur R.
En conclusion [ est un isomorphisme de (G,*) sur (R,+).

Exercice 4. Montrer que Z muni de la loi x définie par

axb=a+(—1), Ya,beZ

K. Koufany

est un groupe. Est-il commutatif ?

Corrigé. Il est claire que cette loi n’est pas commutative. Par exemple 1x(—1) = 2
et (—1) %1 =—2.

- Associativité : soient a,b,c € Z. Donc a* (bxc) = a+(—1)*b+ (—1)*(—1)°c
et (axb)xc=a+(=1)*+ (=1)*(=1)"Y"c. Or (=1)D" = (—1)** = (-1)°,
d’ot ax(bxc) = (axb)*c.

- Neutre : Il est claire que 0 est l’élément neutre pour x, Va € Z, ax0 = 0xa =
a.

- Symétriques : Soit a € 7Z et cherchons b € Z tel que axb = 0. Donc a donc
b= (-1)"Ta € Z. Ainsi ax(—1)""'a = 0 et on vérifie aussi que (—1)* T axa = 0.
Ainsi tout élément a € 7 est symétrisable de symétrique a=* = (—1)"T'a.

En conclusion (Z,*) est un groupe non abélien.

Exercice 5. (a) Montrer qu'un groupe G ou tout élément a € G est
involutif c-a-d. a® = e, est abélien.

(b) Montrer que si G est d’ordre fini, alors cet ordre est une puissance
de 2.

Corrigé. (a) La propriété a*> = e est equivalence & a~
groupe tout élément est son propre inverse.
Soient a,b € G, on a ab € G et (ab)™' = ab, ce qui donne b 'a
ba = ab. Le groupe G est donc abélien.

(b) Supposons que G est d’ordre fini, |G| = n < oco.
Sin =1, alors G = {e} et |G| =1 =2°.
Supposons que |G| = n > 1. Il existe donc a1 € G tel que a1 # e. L’ensemble
H, ={e,a1} est un sous-groupe de G d’ordre 2.
Si Hi = G, alors |G| =2 =2";
Sinon, il existe az € G tel que az ¢ Hy (i.e. a2 # a1, az # e). Vérifions que
l’ensemble Hy := Hy U azH; est un sous-groupe de G. Soient x,y € Hs.

Six € Hy ety € Hi, alors xy_l c HC H,

Sixz € Hi et y = asv € agHy, alors 2y~ = z(azv)

Y = 4. Donc dans ce

1 = ab, d”on

1 = zasv = az(xv) €

asH, C Ho
Six € asHy ety € Hi, on montre de méme que lzy_l € axHy C Ha;
Six = axu € agHy et y = agv € asHy, alors zy™! = (agu)(azv)f1 =

A2UA2V = a%uv —uv € Hy C Hs.

On en déduit que Ha est un sous-groupe de G. L’ordre de ce sous-groupe est
|Ha| = 2|H: | = 22

Si Hy = G, alors |G| = 2 = 2% Sinon, il existe az € G tels que as ¢ Ho.
L’ensemble Hs = HaUasHs est un sous-groupe de G d’ordre 23. Sl coincide avec
G, alors G est d’ordre 2° sinon, il existe as € G\ Hs etc...
Comme G est d’ordre fini, ce processus s arréte au bout d’un nombre fini d’opérations
et G = Hy, avec |G| = 2".

Exercice 6. Soit G un groupe. Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes :
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G abélien;;
(ab)? = a®b? pour tout a,b € G;
(ab)~! = a=1b~! pour tout a,b € G;
(ab)™ = a™b™ pour tout a,b € G et pour tout n € Z;
(5) (ab)™ = a™b"™ pour trois entiers n consécutifs et pour tout a,b € G.
Montrer que (5) = (1) est fausse si on remplace ”trois” par ”deux” dans

(3)-

Corrigé. (1) = (2) (ab)?® = abab = a(ba)b = a(ab)b = a®b*.

(2) = (1) abab = (ab)* = a*b* = aabb et par simplification par b & droite et a
a gauche on trouve ba = ab.

D)= @3) (ab) t=btat=a"1b""

(3) = (1) ba = (b"1) (@)~ = (a~1b1)"! = ((ab) 1) = ab

(1) = (4) On montre (4) par récurrence sur n > 0. La propriété est vraie
pour n = 0. Soit n € N et supposons que (ab)™ = a"b*. On a alors (ab)" =
(ab)™(ab) = a™b"ab = a"ab™b = a" 0" . AinsiVn € N, (ab)™ = a™b® et d’aprés
(8), Vn € Z, (ab)™ = a"b".

(4) = (1) évident, prendre n = 1.

(4) = (5) évident.

(5) = (1) supposons qu’il existe m € Z tels que pour
E=0,1,2. On a a™"o™ ™ = (ab)™ " = (ab)™(ab) = a™b™ab. En multipliant
cette égalité par linverse de a™ a gauche et linverse de b a droite on trouve
ab™ = b™a. De méme bab™ ™ = (ba)(ba)™ " = (ba)™ % = b T2a™ T2, dou
ab™tt = v, En utilisant les deux identités trouvées on a bab™ = b(ab™) =
b(b™a) = b a = ab™ ™! et en multipliant par Uinverse de b™ a droite on trouve
ba = ab. On en déduit que G est abélien.

Si au liew de (5) on a (57) (ab)™ = a™b™ pour deuzx entiers n consécutifs,
alors (5") = (1) est fausse. Exemple : G = S3 est un groupe non abélien car
(12)(123) = (23) mais (123)(12) = (13). Cependant Yo, 7 € Sz, (67)° = e =
7% et (o7)! = o7 = ot1t.

(ab)m+k — am+k berk

Exercice 7. Donner un exemple d’un groupe non abélien G tel que a,b € G
on ait (ab)® = a3b3, pour tout a,b € G. Indication : considérer les éléments
a de M(3,Z/3Z) tels que a;; = 1 pour 1 <i<3eta;; =0pourl<j<
i <3.

Corrigé. Le groupe

G={A= . a,b,¢c € Z/3ZL

I Dl =
Ol =l
=ar S

K. Koufany

I a b
est un groupe non abélien (a vérifier). Si A= |0 1 ¢| e€eGona
0 0 1
1 3ac 3b 100
A*=(0 1 3e|=(0 1 0|=1Is
0 0 1 0 0 1

On en déduit que YA, B € G, (AB)® = A*B3.

Exercice 8. Soit H et K deux sous-groupes d’un groupe G. Montrer que
H U K est un sous-groupe de G si, et seulement si, H C K ou K C H.

Corrigé. Il est claire que si H C K ou K C H alors HUK est un sous-groupe
de G.
Réciproquement, supposons que H U K est un sous-groupe de G. Supposons par
Uabsurde que H ¢ K et K ¢ H. Alors il existe v € K tel que v ¢ H ety € H tel
quey ¢ K. Comme z,y € HUK et que HU K est un sous-groupe, xy € HU K.
Si xy € H, alors, puisque y € H, on aurait v = (xy)y * € H ce qui est contraire
a Uhypothese ;
Si xy € K, alors, puisque x € K, on auarit y = Jc_l(a:y) € K ce qui est contraire
a Uhypothése.
Ceci prouve que H C K ou K C H.

Exercice 9. Montrer que H = {a+bv/2, a,b€ Z} est un sous-groupe de
(R, +).

Corrigé. On a :
H CR.
H # 0 car le neutre de R, 0 =0+ 02 € H.
Soient x = a + bV2 et 2’ = a' + b'/2 deuz éléments de H. On a

r—2' =(a—d)+(b-b)W2€H
On en déduit que H est un sous-groupe de (R, +).
Exercice 10. Montrer que H = {a 4+ bV/3, a € N,b € Z,a® — 3b*> = 1} est
un sous-groupe de (R, x).

Corrigé. On a :
1=1+0v3¢€ H, donc H # 0 (remarquez que 1 est le neutre de R, ).
Soit x = a+ b3 € H, alors a®> —3b* =1 et a = /1 + 3b% > v/3|b| > 0. D’ous

x=a+bV3>V3(|b|+b)>0

Ainsi H C R
Soitz=a++V3be H. On a

1 1

1 _a—b\/g_
x_a+\f3b_a273b3

—a—b/3eH
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Donc tout élément de x = a + v/3b € H est inversible d’inverse x~' = a — by/3.
Soient T = a + b3 et x' = a' + b'\/3 deux éléments de H. On a

zz’ = (a+bV3)(a' +b'V3) = (ad’ + 3bb') + (ab’ + ba')V3

avec aa’ + 3bb’' € Z et ab’ +ba') € Z. Or

a2a/2 + 9b2b/2 _ 3a2b/2 _ 3b2a/2
= a*(a”® —3b'2) — 3b*(a”* — 30"%)
a®>x1-3bx1

1

(ad’ + 3bb')° — 3(ab’ + ba’)?

Pour pouvoir dire que xx' est dans H il reste a vérifier que aa’ + 3bb' € N. Or
d’aprés ce qui précéde, a > \/3|b| et a' > V/3|V|, donc aa’ > 3|bV| et aa’ 4 3bb" >
3(bb + |bb'|) > 0. Finalement zz’ € H.

Exercice 11. Montrer que
2k
H{(O 2k>|kﬂn7m€Z}

est un sous-groupe de GL(2,R).

Corrigé. Il est claire que H C GL(2,R), puisque toute matrice de H est
tnversible. De plus I’élément neutre Iy de GL(2,R) est dans H.

’

k n k n

n 2 '

Soient x = (2 2:%) et ' = 2m | deux éléments de H. On a
0 2 0 27

_ 2k n 2—1@’ o
/—1 _ om om/

2(k—k/) nom’ —k _rgm—k’
— om+m/—k—k’/ cH
0 27(k7k’)

Ainsi H est un sous-groupe de GL(2,R).

Exercice 12. Montrer que

(=

1
H={|0 ; a,b,c € R}
0

S = Q
—= 0

est un sous-groupe de GL(3,R).

Corrigé. Méme raisonnement que dans l’exercice précédent. Laissé au lecteur.

K. Koufany

Exercice 13. Soit H un sous-groupe strict d’un groupe G. Déterminer le
groupe engendré par le complémentaire de H dans G.

Corrigé. Soit H C G un sous-groupe strict de G et soit H® = G\ H son
complémentaire dans G. Il faut noter que H® n’est pas un sous-groupe de G (par
exemple, ne contient pas le neutre de G ). Notons aussi que G = HUH®. Montrons
que le sous-groupe (H€) engendré par H° coincide avec G.

D’abord (H®) C G.
Inversement, on a H® C (H€). Il suffit alors de montrer que H C (H°).
Comme H C G, on a H° # 0 et H® contient au moins un élément a € HC.
Soit © € H, alors ax ¢ H, car sinon on aurait a = (ax)z™' € H ce qui est
contraire a l’hypothése.
Donc ax € HC et
z=(a"") (az) € (H®)

e(H¢e) e(H¢®)

Ainsi H C (H®) et G =HUH® C (H®). En conclusion (H°) =G
Exercice 14. Soit G un groupe multiplicatif.
(a) Montrer que pour tout élément a € G, le centralisateur de a,

Zo=1{b€e G, ab=ba}

est un sous-groupe de G.
(b) Montrer que le centre de G,

Z(G)={a €@, Ybeq, ab=ba}

est un sous-groupe de G.
(c) Déterminer les centres des groupes GL(n,R) et SL(n,R).
Corrigé.
(a) On a Z, # 0 puisque e € Z,. Soient a,y € Z,, on a

(zy)a = z(ya) = z(ay)
= (wa)y = (az)y = a(zy)

donc xy € Zg.
Pour z € Z,, on a ax = xa donc

1 —1 —1 —1 —1 —1
r a=x axrxr =T TOax = axr

Ainsi x~t € Z,.
On en déduit que Z, est un sous-groupe de G, c’est en fait un sous-groupe distingué
de G.

(b) On peut montrer de la méme fagon que le centre de G, Z(G) est un sous-
groupe (distingué) de G. On peut aussi remarquer que

Z2(G)= () Za

acG
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et comme l'intersection de sous-groupes (distingués) de G est un sous-groupe (dis-
tingué) de G, le centre Z(G) est un sous-groupe (distingué) de G.

(c) Soit A = (as,;) € Z(GL(n,R)). Donc pour tout M € Z(GL(n,R), MA =
AM. Soit E; j avec i # j une matrice élémentaire (élément de la base canonique
de My (R), alors I, + E; j € GL(n,R). La relation de commutation donne (I, +
Ei,]')A = A(In —+ E@j), d”O’ﬁ, AEZ"J' = EiyjA. En désignat par (ei)1§i§n la base
canonique de R™, on a

(AEi,j)ej = Ae; = 22’21 Qg i€k
(EijA)e; = Ei j(Aej) = Eij (35, ajer) = aj jé;

Donc

n
E Qk,i€k = Aj,5€;
k=1

ak,; =0 pour k € {1,--- ,n} — {i}
ai; = aj; pourk =1

On en déduit que les coefficients diagonauz de A sont tous égaux, et on note
Vi, a;; = A la valeur commune. Ainsi, A est une homothétie,

A =diag(\, - ,A\) = A,,, AER"

Réciproquement, ces matrices d’homothéties sont bien dans le centre de GL(n,R).

En conclusion
Z(GL(n,R)) ={A\l, | N e R"}.

Comme les matrices I, + E; ; (pour i # j) sont aussi dans SL(n,R), le rai-
sonnement précédent montre que le centre de SL(n,R)

{I.} st mimpair

Z(SL(n,R)) = {{_1 .

st n pair

Exercice 15. Quels sont les éléments du sous-groupe engendré par (_11 é)
dans GL(2,R).

1 1
-1 0
GL(2,R). Le sous-groupe de GL(2,R) engendré par a est

Corrigé. Soit a = , qui est une matrice inversible, donc élément de

H={(a)={a" |neZ}

Déterminons donc les différentes puissances de a. On a

> (0 1 s (=1 0
@ =\1 1) o -1)

K. Koufany

On peut en déduire directement que a® = I et que a est d’ordre 6.
Ainsi )
H= <a> = {127 a, (12, a57 a47 a5}

Exercice 16. Soit G un groupe fini. Montrer que pour tout a,b € G on a :
(a) a et a~! ont le méme ordre;
(b) @ et bab~! ont le méme ordre;
(c) ab et ba ont le méme ordre.

Corrigé. (a) Sio(a) =n alors a” =e et (™)™ = (a")"* =e. Dot o(a™!)
divise o(a). En échangeant les réles de a et a™ ', on déduit que divise o(a) divise
o(a™h). Ainsio(a™") = o(a).

(b) Si o(a) = n alors (bab™" )™ = ba"b~' = beb™' = e. Donc o(bab™ ') di-
vise o(a). D’aprés ce qui précéde, o(a) = o(b™*(bab™1)b) divise o(bab™"). D’ot
o(bab™) = o(a).

(c) On aba = b(ab)b™", donc d’aprés la question précédente o(ba) = o(b(ab)b™") =
o(ab).

Exercice 17. Montrer que dans un groupe abélien G, l'’ensemble des
éléments d’ordre fini forme un sous-groupe de G

Corrigé. Soit H = {z € G | o(x) < oo} U'ensemble des éléments d’ordre fini
de G. H est évidemment non vide car il contient e. Soient x,y € H, alors il existe
k,h €N tel que z* = e et y* =e. Comme G est abélien, an a

(my)kh _ .’Ekhykh _ (xk)h(yh)k _ ehek —e

Donc xy est d’ordre fini et xy € H. D’ot la stabilité de H par le produit.
D’apreés Uezercice précédent, si x est d’ordre fini, alors © =1 est aussi d’ordre fini.
D’ou la stabilité de H par le passage a linverse.

En conclusion H est un sous-groupe de G.

Exercice 18. Soit G un groupe abélien et a et b deux éléments d’ordre
fini.

(a) Montrer que ab est d’ordre fini et que l'ordre de ab divise le ppem
des ordres de a et b.

(b) Montrer que si les ordres de a et b sont premiers entre eux, l'ordre
de ab est égal au ppcm des ordres de a et b.

Corrigé. (a) D’apreés lexercice précédent, si a et b sont d’ordre fini, alors ab
est d’ordre fini (on rappelle que G est abélien).
Soit o(a) = n et o(b) = m et soit d = ppecm(n,m). Comme G est abélien, an a
(ab)? = a®b? = ee = e Donc o(ab) divise d = ppcm(o(a), o(b))

(b) Supposons que o(a) = n et o(b) = m sont premiers entre euz et soit k € Z
tel que (ab)® = e. Alors a® = b7 F et e = (a — n)* = a™* = b, d’ot m divise
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nk. Comme m et n sont premiers entre eux, m divise k. On montre de méme ou encore o o
que n divise k. Par conséquent mn divise k et o(ab) = mn = ppem(n,m). En f(Rleﬁ) =t/
conclusion si o(a) et o(b) sont premiers entre eux alors o(ab) = o(a)o(b). £ est un morphisme de groupes car
Exercice 19. (a) Montrer que SL(2,Z) est un groupe multiplicatif. o o - o
N 14 0 —1 0 1 f(R'R?) = f(R)=a"" =a'd’
(b) On considere les deux éléments a = etb = ; .
1 0 -1 -1 = J(R)f(R)
du groupe SL(2,7Z). ’ ) ) , o f(R'T3)(RT3) = [f(R™Ti3) =a"7b=(a'b)(a’b)
Montrer que a et b sont d’ordres finis mais que ab est d’ordre infini. i y
= f(R'T13)f(R'T3)

Corrigé. Montrons que SL(2,7Z) est un sous-groupe de GL(2,R).
Ona :

SL(2,Z) c GL(2,R) ;

I, € SL(2,Z) ;

Si A et B sont deuzx matrices de SL(2,7Z) alors elles sont a coefficients entiers
et de déterminant égal a 1. Le produit AB est clairement a coefficients entiers et
de déterminant égal a 1. Donc AB € SL(2,Z).

d
Elle est donc inversible dans GL(2,R) et d’inverse,

11 d —=by _[(d -b
e (D)= (8 D) esen
D’ot la stabilité par passage a linverse.
Notez que le groupe SL(2,Z) (comme GL(2,R)) n’est pas abélien.

Si A= (Z b) € SL(2,Z) alors A est inversible car de determinant égal a 1.

Exercice 20. Soit H le groupe engendré par les deux matrices

(0 -1 ,_(01
““\1 o) "7 \1o0)

Montrer qu’il est d’ordre 8 isomorphe au groupe diédral Le groupe Dy.

Corrigé. On Montre que a* = I et que o(a) = 4 On montre aussi que
b? =5 et que o(b) = 2, donc
H = {Iy,a,a*a® b,ab,a’b,a’b}

= D) () (DL (D (5 ) (0

est d’ordre 8.

En fait « = R(90°) matrice de rotation qui tourne le plan de 90° et

b = Ti 3 la reflexion par rapport a la diagonale y = —x. On considere
I’application fDg — H définie par

f:<I R R* R} Tz TTs RT3 R3T1,3>

I a o & b ab a®b a’b

K. Koufany

De plus f est bijectif.
En conclusion H ~ Dy,.

Exercice 21. Montrer que SL(n, R) est un sous-groupe distingué de GL(n, R)
et que GL(n,R)/SL(n,R) est isomorphe R*.

Corrigé. L’application f : GL(n,R) — R* définie par f(A) = det(A)
est un morphisme de groupes. Si A € R*, alors en posant A = diag(A, 1,---,1),
on a det(A) = A. On en déduit que f est surjectif. De plus Ker(f) = {A €
GL(n;R) | f(A) =1} = {A € GL(m;R) | det(A) = 1} = 1 = SL(n,R).
Donc d’apres le théoreme d’isomorphisme,

GL(n,R)/SL(n,R) ~ R*.

Exercice 22. Soit H un sous-groupe d’indice 2 dans un groupe G. Montrer
que H est distingué dans G.

Corrigé. Comme [G : H] = 2, le cardinal de ensemble quotient G/H
est 2. Cet ensemble quotient contient ne contient que deux classes. La classe
de e (& gauche ou a droite) est H. L’autre classe est nécessairement H¢, le
complémentaire de H. Cette derniére coincide avec la classe (& gauche ou a
droite) de tout élément g € H€,

G/H = {H,H}

On en déduit que Vg € G,

—sige H, il est claire que gH = Hg qui n’est autre que H,
-sig¢ H,gH = H°=Hy.

En conclusion H est distingué dans G.

Exercice 23. Soient GG un groupe et H, K deux sous-groupes de G. Montrer
qu’on a équivalence entre :

(a) HK est un sous-groupe de G, (¢ HK C KH,
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Corrigé

(b) K H est un sous groupe de G, (d) KH C HK.

Corrigé. (b)=(c) Soit hk € HK, alors k~'h™! € KH et comme ce
dernier est un sous-groupe hk = (k~'h=*)"! € KH. Donc HK C KH.

(C):>(b) Soient k1hy € KH et koho € KH. Donc (k’lhl)(k’ghQ) =
k1(h1ka)he. Or hike € HK C KH, il existe alors ks € K, hg € H tels que

hike = kshs. Dot (k1hy)(kaha) = ki(h1ka)ho = ki(kshs)ho = (kiks)(hsha) €

KH. D'ou la stabilité de K H par le produit.

Si kihy € KH, alors (kihy)~! = hflk‘fl et comme hflkfl € HK C KH,
il existe ky € K, hy € H tels que hy 'k ' = kaho. Donc (k1hy) ™" = kahg €
K H. D’ou la stabilité de K H par passage a l'inverse. On en déduit que K H
est un sous-groupe de G.

(a)<=(d) Découle des deux implications précédentes en échangeant H et
K : H et K jouent le méme role.

(c)e(d) Soit kihy € KH. On a kihy = (hy'k;')~'. Or hi'k;! €
HK C KH, donc il existe kg € K,ho € H tels que hl_lkl_l = kohs et
kihy = (hy k)™ = (kohe) ™' = hy 'ky ' € HK. Ainsi KH C HK.

(d)<(c) Découle de I'implication précédente en échangeant H et K : H
et K jouent le méme role.

Exercice 24. Soient G un groupe et H, K deux sous-groupes distingués
de G. On suppose que HK = G et HN K = {e}. Montrer que G ~ H x K.

Exercice 25. Soient G un groupe et H, K deux sous-groupes de G. On
suppose que K est distingué dans G. Montrer

(a) KH = HK est un sous-groupe de G, K est un sous-groupe distingué
de KH et K N H est un sous-groupe distingué de H.

(b) Les deux groupes quotient K H/K et H/K N H sont isomorphes.

Exercice 26. Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes distingués
de G tels que K C H. Montrer

(a) H/K est un sous-groupe distingué de G/K.

(b) Les deux groupes quotient (G/K)/(H/K) et G/H sont isomorphes.
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