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Dans ce chapitre K désigne R ou C et E un espace vectoriel sur K. On
notera aussi L(E) l’espace des endomorphismes de E.

1. Sous-espaces stables et polynômes d’endomorphisme

Dans ce paragraphe on suppose E un K-espace vectoriel et F un sous-
espace vectoriel de E.

Définition 1.1. Soit f ∈ L(E) un endomorphisme de E. Le sous-espace
vectoriel F de E est dit stable par f lorsque f(F ) ⊂ F .
Quand un sous-espace F est stable par f , la restriction f|F de f à F

définie par

f|F :

{
F −→ F
x 7−→ f(x)

est alors un endomorphisme de F . On l’appelle l’endomorphisme induit
par f sur F .

Proposition 1.2. Soit f et g deux endomorphismes de E qui commutent.
Alors les sous-espaces Ker f et Im f sont stables par g.

Démonstration. Si y ∈ Im f alors il existe x ∈ E tel que y = f(x). On
obtient

g(y) = g ◦ f(x) = f ◦ g(x) = f [g(x)] ∈ Im f

donc Im f est stable par g.
Si x ∈ Ker f alors f(x) = 0 et

0 = g[f(x)] = g ◦ f(x) = f ◦ g(x) = f [g(x)]

donc g(x) ∈ Ker f et Ker f est stable par g. □
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2 POLYNÔMES D’ENDOMORPHISMES

Exemple 1.3. Soient les endomorphismes f et g de R3 définis par

f(x, y, z) = (x, 0, 0) et g(x, y, z) = (0,−y, z)

Alors f et g commutent, car ∀(x, y, z) ∈ R3,

f ◦ g(x, y, z) = f(g(x, y, z)) = f(0,−y, z) = (0, 0, 0),

g ◦ f(x, y, z) = g(f(x, y, z)) = g(x, 0, 0) = (0, 0, 0)

On a

Ker f = Vect((0, 1, 0), (0, 0, 1)),

Im f = Vect((1, 0, 0))

Vérifions que Ker f est stage par g. On a

f(g(0, 1, 0)) = f(0, 0, 0) = (0, 0, 0),

f(g(0, 0, 1)) = f(0, 0, 0) = (0, 0, 0)

donc g(0, 1, 0) et g(0, 0, 1) sont dans Ker f et par suite g (Ker f)) ⊂ Ker f .
Vérifions que Im f est stage par g. On a

g(1, 0, 0) = (0, 0, 0) ∈ Im f

donc g (Im f) ⊂ Im f .

Corollaire 1.4. Soit f un endomorphisme de E. Alors les sous-espaces
Ker f et Im f sont stables par f .

Supposons E de dimension finie n et soit F un sous-espace vectoriel de
E de dimension p. Soit BF = (e1, . . . , ep) une base de F . Le théorème de
la base incomplète nous permet de compléter cette base en une base B =
(e1, . . . , ep, ep+1, . . . , en) de E. On dit que B est une base adaptée à F .

Proposition 1.5 (Matrice dans une base adaptée à un sev). Si E est de
dimension finie n alors F est stable par f ∈ L(E) si, et seulement si, la
matrice de f dans une base de E adaptée à F , s’écrit

A =

(
M N
O P

)
avec M ∈Mp(K), N ∈Mp,n−p(K), P ∈Mn−p(K) et O la matrice nulle de
Mn−p,p(K).

Dans ce cas, M est la matrice de f|F dans la base (e1, . . . , ep).

Démonstration. Si F est stable par f et si B = (e1, . . . , en) est une base
adaptée à F ((e1, . . . , ep) étant une base de F ) alors, pour tout j ∈ J1, pK,
f (ej) ∈ F par hypothèse, soit f (ej) =

∑p
i=1 ai,jej (les ai,j sont nuls pour
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i ⩾ p+ 1 ). Donc,

A = MatB(f) =



a1,1 . . . a1,p a1,p+1 . . . a1,n
...

...
...

...
ap,1 . . . ap,p ap,p+1 . . . ap,n
0 . . . 0 ap+1,p+1 . . . ap+1,n
...

...
...

...
0 . . . 0 an,p+1 . . . an,n


ce qui est bien la forme annoncée.

Réciproquement, on reprend l’écriture de la matrice de f ci-dessus, il est
immédiat que f (ej) ∈ Vect (e1, . . . , ep) = F donc, par linéarité, f(x) ∈ F
pour tout vecteur x ∈ F .

□

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Supposons que E s’écrit
E = E1⊕· · ·⊕Ep comme somme directe de sous-espaces Ei. Soit, pour tout
i ∈ J1, kK, Bi une base de Ei. Alors (concaténation de toutes ces bases)
B = (B1, · · · ,Bp) est une base de E appelée base adaptée à la somme
directe E = ⊕p

i=1Ei.

Proposition 1.6. Soient E1, . . . , Ep une famille de sous-espaces vectoriels
de E telle que E = ⊕p

i=1Ei et soit f ∈ L(E). Alors f stabilise chaque sous-
espace Ei si, et seulement si, dans toute base adaptée à la décomposition de
E en somme directe, la matrice de f s’écrit A1 0

. . .
0 Ap

 .

où les Ai sont les matrices de f|Ei
.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur p en commençant
par p = 2.

Supposons E = E1⊕E2 et soit (ei,j)1⩽j⩽kj une base de Ei pour i ∈ J1, 2K.
- Si f stabilise les espaces E1 et E2 alors d’après la proposition 1.5 la

matrice de f s’écrit

(
A1 C
0 A2

)
. Mais comme f stabilise E2 alors C = 0.

- La réciproque est immédiate.
On suppose que la propriété est vraie au rang p alors, au rang p + 1, en

écrivant que E = E1 ⊕ · · · ⊕ Ep−1 ⊕ (Ep ⊕ Ep+1) (somme de p sous-espace
vectoriels), en appliquant l’hypothèse de récurrence à la somme de ces p
sous-espaces vectoriels puis la propriété à l’ordre 2 à Ep ⊕ Ep+1 on obtient
bien le résultat.

□
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Remarque 1.7. Dans le cas de la proposition ci-dessus, on dit que f admet
une matrice diagonale par blocs. Le déterminant de f vaut alors detA =
detA1 · · · detAp.

Corollaire 1.8. Soit B = (e1, . . . , en) une base de E, et f un endomor-
phisme de E. La matrice de f dans la base B est diagonale si, et seulement
si, chaque sous-espace Ei = Vect (ei) est de dimension 1 et stable par f .

Dans ce cas l’endomorphisme induit par f sur Ei est une homothétie
vectorielle, c-à-d ; il existe un scalaire λi tel que f|Ei

= λiId.

Théorème 1.9. Soit B = (e1, . . . , en) une base de E. Pour tout k de J1, nK,
on note Fk = Vect (e1, . . . , ek). Un endomorphisme f de E admet dans la
base B une matrice triangulaire supérieure si, et seulement si, les sous-
espaces Fk sont stables par f .

Démonstration. Remarquons d’abord que

{0} ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fn−1 ⊂ Fn = E.

(⇒) Par hypothèse on a

∀j ∈ J1, nK, f (ej) =

j∑
k=1

ak,jei

par conséquent

f (ej) ∈ Vect (e1, . . . , ej) = Fj

. On obtient donc

∀i ∈ J1, n− 1K,∀j ∈ J1, iK, f (ej) ∈ Fj ⊂ Fi

soit f (ei) ∈ Fi.
(⇐) On sait ici que ∀i ∈ J1, n − 1K, f (ei) ∈ Fi ce qui se traduit par

f (ei) =
∑i

k=1 ak,iek donc la matrice de f est bien triangulaire supérieure.
□

2. Polynôme d’endomorphisme

Soit E est un K-espace vectoriel et soit f ∈ L(E).
Rappelons que pour tout k ∈ N, on définit fk par la relation de récurrence

fk = fk−1 ◦ k. Par convention on a f 0 = IdE.

Définition 2.1. Pour tout polynôme P =
∑p

k=0 akX
k de K[X], on appelle

valeur de P en f , et on note P (f), l’endomorphisme

P (f) =

p∑
k=0

akf
k = a0IdE + a1f + a2f

2 + . . .+ apf
p,



POLYNÔMES D’ENDOMORPHISMES 5

Remarquons que φf : P 7→ P (f) est une application linéaire de K[X]
vers L(E). Son image Imφf sera notée K[f ]. Remarquons aussi que K[f ]
contient f .
P (f) est donc un endomorphisme de E et il est défini par

∀x ∈ E, P (f)(x) = a0x+ a1f(x) + a2f
2(x) + · · ·+ apf

p(x).

Il faut aussi éviter d’écrire P (f(x)) à la place de P (f)(x).

Proposition 2.2. L’application φf : P 7→ P (f) vérifie les propriétés
(1) φf (1) = IdE ;
(2) ∀P,Q ∈ K[X], φf (PQ) = φf (P ) ◦ φf (Q).

Démonstration. L’égalité (1) est évidente.
Soit P =

∑p
i=0 aiX

i et Q =
∑q

j=0 bjX
j deux polynômes. On a

φf (PQ) = φf

 ∑
(i,j)∈J0,pK×J0,qK

aibjX
i+j


=

∑
(i,j)∈J0,pK×J0,qK

ajbjf
i+j.

D’autre part,

φf (P ) ◦ φf (Q) =

(
p∑

i=0

aif
i

)
◦

(
q∑

j=0

bjf
j

)
=

∑
(i,j)∈J0,pK×J0,qK

(
aif

i
)
◦
(
bjf

j
)

=
∑

(i,j)∈J0,pK×J0,qK

aibjf
i ◦ f j

=
∑

(i,j)∈J0,pK×J0,qK

aibjf
i+j.

□

Remarque 2.3. (a) Il faut noter que l’ensemble

K[f ] = {P (f) | P ∈ K[X]}
admet non seulement une structure de K-espace vectoriel : (K[f),+, ·), mais
aussi une structure d’anneau commutatif : (K(f),+, ◦).
(b) La propriété (2) de la proposition précédente signifie que, pour tout

(P,Q) ∈ K[X]2

(PQ)(f) = P (f) ◦Q(f),

et puisque les puissances de f commutent, on a

(PQ)(f) = P (f) ◦Q(f) = Q(f) ◦ P (f).
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(c) Si f et g sont dans L(E) et si g est bijectif, alors pour tout P ∈ K[X],

P (g ◦ f ◦ g−1) = g ◦ P (f) ◦ g−1.
Supposons que E est de dimension finie n. Soit f ∈ L(E) et A ∈Mn(K)

est la matrice de f dans une base donnée B. Pour tout P =
∑p

k=1 akX
k ∈

K[X] on défini (de la même façon que P (f))

P (A) = a0In + a1A+ · · ·+ apA
p.

Proposition 2.4. Supposons E de dimension finie. Si A est la matrice de
f dans une base B de E, alors P (A) est la matrice de P (f) dans B.
Démonstration. Ceci provient du fait que, pour une base B fixée

MatB : L(E) → Mn(K)
f 7→ MatB(f)

est une application linéaire

∀λ ∈ K, ∀f, g ∈ L(E), MatB(f + λg) = MatB(f) + λMatB(g),

qui vérifie

∀f, g ∈ L(E), MatB(f ◦ g) = MatB(f)MatB(g).

□

Remarque 2.5. (a) D’après la remarque 2.3 on a pour tout (P,Q) ∈ K[X]2,

(PQ)(A) = P (A)×Q(A) = Q(A)× P (A).

(b) De plus si, A et B sont dansMn(K) et si B est inversible, alors tout
P ∈ K[X],

P (BAB−1) = B × P (A)×B−1.

(c) Si A ∈Mn(K), alors pour tout P ∈ K[X],

P (A⊤) = (P (A))⊤.

(d) Si A ∈Mn(C), alors pour tout P ∈ C[X],

P (A) = P (A).

Exemple 2.6. (1) SoitD l’endomorphisme de dérivation f 7→ f ′ de C∞(R,C).
Pour tout polynôme P =

∑p
k=0 akX

k, l’endomorphisme P (D) est l’opérateur
différentiel

f 7→ apf
(p) + · · ·+ a1f

′ + a0f

où f (k) désigne la dérivée d’ordre k de f .
(2) Soit la matrice

A =

 0 2 4
1/2 0 2
1/4 1/2 0


et considérons le polynôme P (X) = X2−X − 1. Donc P (A) = A2−A− I3.
Un calcul simple peut montrer que P (A) = I3.
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Proposition 2.7. Soit F un sous-espace de E stable par f ∈ L(E). Pour
tout P ∈ K[X], le sous-espace F est stable par P (f) et, en notant fF l’en-
domorphisme induit, on a

P (f)F = P (fF ) .

Démonstration. Soit F un sous-espace de E. Si f(F ) ⊂ F , alors pour tout
entier k, fk(F ) ⊂ F et par combinaison linéaire P (f)(F ) ⊂ F . □

Proposition 2.8. Les sous-espaces ImP (f) et KerP (f) sont stables par
f pour tout P de K[X].

Démonstration. Puisque P (f) est un endomorphisme qui commute à f , on
déduit d’après la proposition 1.2 que les sous-espaces ImP (f) et KerP (f)
sont stables par f . □

3. Polynômes annulateurs et polynôme minimal

Soit E un K-espace vectoriel et f ∈ L(E). Rappelons l’image et le noyau
de l’application φf .

L’image de φf

Imφf = {P (f) | P ∈ K[X]} = K[f ]

est un sous-espace vectoriel de L(E). Il est en plus stable par la composition
des applications.

Le noyau de φf

Kerφf = {P ∈ K[X] | P (f) = 0}

est un sous-espace vectoriel de K[X], en particulier (Kerφf ,+) est un sous-
groupe de (K[X],+). Il est stable par le produit par un élément de K[X] :
si P ∈ Kerφf et Q ∈ K[X] alors (QP )(f) = Q(f) ◦ P (f) = 0 donc Kerφu

est absorbant, c’est finalement un idéal de l’anneau (K[X],+,×).
Un polynôme de Kerφf est appelé polynôme annulateur de f et l’en-

semble Kerφf est appelé l’idéal annulateur de f .
L’anneau (K[X],+,×) est un anneau principal, donc l’idéal annulateur

Kerφf de f est engendré par un unique polynôme unitaire. Ce polynôme
est nul lorsque cet idéal est nul, unitaire (non nul par conséquent) sinon.
d’où la définition suivante.

Définition 3.1. On dit qu’un endomorphisme f possède un polynôme mi-
nimal si son idéal annulateur n’est pas réduit à {0}. On appelle alors po-
lynôme minimal de f , et on note πf , le générateur unitaire de cet idéal.

Théorème 3.2. Si E est de dimension finie alors tout endomorphisme
f ∈ L(E) admet un polynôme minimal. Autrement dit, Kerφf ̸= {0} et
Kerφf = πfK[X] où πf est le polynôme minimal de f .
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Démonstration. Posons dimE = n. Donc L(E) est un espace vectoriel de
dimension dimL(E) = n2. Par conséquent la famille à n2 + 1 éléments

(Id, f, . . . , fn2
) est liée. Il existe donc une combinaison linéaire de ces éléments

avec des λi non tous nuls, soit

λ0 Id+λ1f + · · ·+ λn2fn2

= 0.

On en déduit que Kerφf ̸= {0} car il contient le polynôme λ0+λ1X+ · · ·+
λn2Xn2

. Kerφf est un idéal non réduit à {0}, on sait alors qu’il est de la
forme πfK[X] avec πf ̸= 0 car (K[X],+,×) est un anneau principal.

□

Remarque 3.3. Le polynôme minimal πf est, par définition, caractérisé
parmi les polynômes unitaires par l’équivalence

∀P ∈ K[X], P (f) = 0⇔ πf | P
Autrement dit, πf est le polynôme unitaire de degré minimal qui est annulé
par f .

Supposons E dimension finie n. Soit f ∈ L(E) et A ∈ Mn(K) est la
matrice de f dans une base donnée B. Un polynôme P ∈ K[X] est un
polynôme annulateur de A, si P (A) = 0. L’idéal annulateur de A est

KerφA = {P ∈ K[X] | P (A) = 0}.

Corollaire 3.4. Le polynôme minimal de A est égal au polynôme minimal
de f .

Démonstration. En effet, la relation

MatBP (f) = P (A)

montre que les idéaux annulateurs de f et A sont égaux. □

Remarque 3.5. (a) Si g ∈ L(E) est inversible alors les endomorphismes
g ◦ f ◦ g−1 et f ont les mêmes polynômes annulateurs et donc le même
polynôme minimal,

πg◦f◦g−1 = πf .

Parapllélement, si B ∈Mn(K) est inversible, alors

πBAB−1 = πA.

(b) Soit A ∈ Mn(K). Les matrices A et A⊤ ont même ensemble de po-
lynômes annulateurs. Elles ont donc le même polynôme minimal,

πA⊤ = πA.

(c) Soit A ∈Mn(C). Les matrices A et Ā ont des ensembles de polynômes
annulateurs conjugués. Elles ont donc des polynômes minimaux conjugués,

πA = πA.
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Exemple 3.6. (1) L’homothétie f = λId a pour polynôme minimal X − λ.
(2) Si p est un projecteur de E, c-à-d. p ∈ L(E) et p2 = p, alors son

polynôme minimal est X2 −X.
(3) Si s est une symétrie vectorielle de E, c-à-d. s ∈ L(E) et s2 = Id, alors

son polynôme minimal est X2 − 1.
(4) Soit la matrice

A =

 0 2 4
1/2 0 2
1/4 1/2 0

 .

On a

A2 =

 2 2 4
1/2 2 2
1/4 1/2 2


et

A2 − A =

 2 0 0
0 2 0
0 0 2


donc A2 −A− 2I3 = 0 et P (X) = X2 −X − 2 est un polynôme annulateur
de A. Ce polynôme est le polynôme minimal de A, puisque P (X) = (X −
2)(X + 1) et que ses diviseurs X − 2 et X + 1 ne sont pas des polynômes
annulateurs de A (car A− 2I3 ̸= 0 et A+ I3 ̸= 0).

Proposition 3.7. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f ∈
L(E). Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par f et f|F la restriction
de f à F , alors πf|F divise πf .

Démonstration. La relation P
(
f|F
)
= P (f)|F montre que l’idéal annulateur

de f est contenu dans l’idéal annulateur de f|F . Ainsi πf

(
f|F
)
= 0 et donc

πf|F divise πf □

Théorème 3.8 (Lemme des noyaux). Soient P1, . . . , Pr ∈ K[X] une famille
de polynômes deux à deux premiers entre eux et P = P1 · · ·Pr leur produit.
Alors

KerP (f) =
r⊕

k=1

KerPk(f).

Pour tout k, la projection pk de KerP (f) sur KerPk(f) associée est l’en-
domorphisme induit sur KerP (f).

Démonstration. Montrons d’abord le résultat pour r = 2. Le théorème de
Bézout nous fournit un couple (A1, A2) ∈ K[X]2 tel que

A1P1 + A2P2 = 1. (1)

La valeur en f de cette relation donne

(A1P1) (f) + (A2P2) (f) = IdE .
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Soit x ∈ KerP1(f). La relation P (f)(x) = (P2(f) ◦ P1(f)) (x) = 0 montre
que x appartient aussi à KerP (f). On obtient la même chose si x appartient
à KerP2(f). II vient donc

KerP1(f) +KerP2(f) ⊂ KerP (f).

D’un autre côté, soit x ∈ KerP (f). La relation (1) nous permet d’écrire

x = (A2P2) (f)(x)︸ ︷︷ ︸
=x1

+(A1P1) (f)(x)︸ ︷︷ ︸
=x2

. (2)

L’égalité

P1(f) (x1) = P1((A2P2) (f)(x)) = (P1A2P2) (f)(x)

= (A2P1P2) (f)(x)

= (A2P ) (f)(x)

= (A2(f) ◦ P (f)) (x) = 0

montre alors que x1 appartient à KerP1(f). On a de la même façon x2 ∈
KerP2(f). Par conséquent KerP (f) ⊂ KerP1(f) +KerP2(f). D’où

KerP1(f) +KerP2(f) = KerP (f)

Soit maintenant x ∈ KerP1(f) ∩KerP2(f). La relation (1) appliquée à x,

x = (A2(f) ◦ P2(f)) (x) + (A1(f) ◦ P1(f)) (x),

montre que x est nul. On obtient finalement

KerP1(f)⊕KerP2(f) = KerP (f).

De plus, la relation (2) montrent que les projections p1 et p2 associées à
cette somme directe sont les restrictions à KerP (f) des endomorphismes
(A1P1) (f) et (A2P2) (f).

On montre le cas général par récurrence sur r > 2 en supposant le
théorème acquis pour r−1. Sous les hypothèses du théorème, les polynômes
P1 et R2 = P2 · · ·Pr sont premiers entre eux ; en effet, si leur pgcd ne vaut
pas 1, il existe un polynôme irréductible Q divisant P1 et R2. Par le lemme
de Gauss, Q divisera P1 et Pk pour un k ∈ J2, rK. Cela est impossible. On a
donc

KerP (f) = KerP1(f)⊕KerR2(f) (3)

par le premier point. Il en résulte de l’hypothèse de récurrence la décomposition

KerR2(f) =
r⊕

k=2

KerPk(f)

Cela montre la somme directe désirée. De plus, la projection de KerP (f)
sur KerP1(f) associée à cette somme directe est celle associée à la somme
directe (3). C’est donc la restriction à cet espace d’un polynôme en f . Par
permutation, c’est le cas de toutes les projections.

□
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Corollaire 3.9. Si un polynôme P annulateur de f est égal au produit
P1 · · ·Pr d’une famille de polynômes deux à deux premiers entre eux, alors
l’espace E se décompose en la somme directe

E =
r⊕

k=1

KerPk(f)

et les projections associées sont des polynômes en f .

4. Valeurs propres, vecteurs propres d’un endomorphisme

Définition 4.1. (1) Soit f ∈ L(E) un endomorphisme de E
On dit qu’un scalaire λ ∈ K est une valeur propre de f s’il existe un

vecteur non nul v de E tel que f(v) = λv.
Dans ce cas, tout vecteur non nul v de E tel que f(v) = λv s’appelle un

vecteur propre associé à λ.
On appelle sous-espace propre de f associé à une valeur propre λ, le

sous-espace

Eλ(f) = Ker (f − λ IdE) .

On appelle spectre de f , et on note SpK(f) ou Sp(f), l’ensemble des
valeurs propres de f .

(2) Soit A ∈Mn(K) une matrice carée.
On dit qu’un scalaire λ ∈ K est une valeur propre de A s’il existe un

vecteur non nul X deMn,1(K) tel que AX = λX.
Dans ce cas, tout vecteur non nul X de Mn,1(K) tel que AX = λX

s’appelle un vecteur propre associé à λ.
On appelle sous-espace propre de A associé à une valeur propre λ, le

sous-espace

Eλ(A) = Ker (A− λIn) .

On appelle spectre de A, et on note SpK(A) ou Sp(A), l’ensemble des
valeurs propres de A.

Exemple 4.2. (1) Soit la matrice

A =

 1 4 −1
0 2 1
0 0 3


et les vecteurs

X1 =

 4
1
0

 , X2 =

 3
2
2

 , X3 =

 3
0
0
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Calculons AX1, AX2, et AX3. On obtient

AX1 =

 8
2
0

 = 2X1, AX2 =

 9
6
6

 = 3X3, AX3 =

 3
0
0

 = 1X3,

donc,
AX1 = 2X1 : 2 est une valeur propre de A et X1 est un vecteur propre de

A associé à 2 ;
AX2 = 3X2 : 3 est une valeur propre de A et X2 est un vecteur propre de

A associé à 3 ;
AX3 = 1X3 : 1 est une valeur propre de A et X3 est un vecteur propre de

A associé à 1.
(2) Soit

A =

 5 3 −3
1 3 −1
0 0 2


et cherchons ses éléments propres (c-à-d. ses valeurs propres et ses sous-
espaces propres).

λ est valeur propre de A si et seulement si la matrice A − λI3 est non
inversible.

Procédons selon la méthode du pivot de Gauss.

A− λI3 =

 5− λ 3 −3
1 3− λ −1
0 0 2− λ

 −→
L1⇌L2

 1 3− λ −1
5− λ 3 −3
0 0 2− λ


−→

L2←L2−(5−λ)L1

 1 3− λ −1
0 −(λ− 2)(λ− 6) −λ+ 2
0 0 2− λ


−→

L2←L2+L1

 1 3− λ −1
0 −(λ− 2)(λ− 6) 0
0 0 2− λ


On en déduit sans peine que λ est valeurs propre de A si, et seulement si,
A− λI3 est non inversible ce qui entrâıne λ ∈ {2; 6}, d’où SpA = {2, 6}.
Etude du sous-espace propre E2

Un vecteurX =

 x
y
z

 appartient à E2 si et seulement si (A−2I3)X = 0.

Ce qui équivaut à  1 1 −1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⇐⇒ x+ y − z = 0.
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E2 est un plan vectoriel de R3. La dimension de E2 est égale à 2 et une base
de E2 est formée des deux vecteurs

v1 =

 1
−1
0

 , v2 =

 1
0
1


Etude du sous-espace vectoriel E6

Un vecteurX =

 x
y
z

 appartient à E6 si et seulement si (A−6I3)X = 0.

Ce qui équivaut à 1 −3 −1 0
0 0 0 0
0 0 −4 0

⇐⇒ {
x− 3y − z = 0

z = 0
⇐⇒

{
x = 3y
z = 0

La matrice (A− 6I) est de rang 2, donc

dimE6 = 3− 2 = 1.

La dimension de E6 est égale à 1 et une base de E6 est

v3 =

 3
1
0


(3) Considérons l’application linéaire dérivation D définie sur C∞(R) par

D(f) = f ′

et cherchons ses valeurs propres.
λ ∈ Sp(D) si, et seulement si, il existe f ∈ C∞(R), f ̸= 0, tel que f ′ =

λf . Il s’agit donc de résoudre l’équation différentielle f ′ = λf . Sa solution
générale est f(t) = Keλt. Ainsi, Sp(D) = R et pour tout λ ∈ R, Eλ(D) =
Vect(eλt) = Reλt.

(4) Étudions la dérivation D sur K[X], définie par

DP = P ′.

Un scalaire λ appartient à Sp(D) si, et seulement s’il existe un polynôme
non nul P tel que P ′ = λP . Or degP ′ < degP et deg λP = degP , donc
nécessairement λ = 0 et le polynôme P est constant. Ainsi Sp(D) = {0} et
E0(D) est l’ensemble des polynômes constants.

Remarque 4.3. (1) Les vecteurs propres de f associés à λ sont les vecteurs
non nuls de Eλ(f).

(2) Un vecteur est appelé vecteur propre de f si c’est un vecteur propre
associé à une valeur propre. Celle-ci est unique puisque λv = µv et v ̸= 0
entrâıne λ = µ.
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(3) Les mêmes remarques sont aussi valables pour les éléments propres
d’une matrice carrée A ∈Mn(K).
(4) Supposons E de dimension finie n. Si B est une base de E, l’endo-

morphisme f et sa matrice A dans B ont mêmes valeurs propres et des
sous-espaces propres isomorphes par l’isomorphisme MatB : E → Kn qui
associe à tout vecteur la famille de ses coordonnées dans B.

Proposition 4.4. (a) Soient E un K-espace vectoriel et λ ∈ K. On a,

λ ∈ Sp(f)⇔ Eλ(f) = Ker(f − λId) ̸= {0E}
⇔ f − λId n’est pas injectif

(b) Soient n ∈ N∗, A ∈Mn(K) et λ ∈ K. On a,

λ ∈ Sp(A)⇔ Eλ(A) = Ker(A− λIn) ̸= {0Kn}
⇔ A− λIn /∈ GLn(K)

⇔ rang(A− λIn) < n

En particulier, pour toute A deMn(K) on a

A ∈ GLn(K)⇔ 0 /∈ SpK(A).

Démonstration. Immédiat. □

Remarque 4.5. Si A est une matrice à coefficients réels, on peut considérer
que A appartient àMn(R) ou àMn(C). On obtient dans le premier cas, les
éléments propres réels, dans le second, les éléments propres complexes de A.
On distinguera donc le spectre réel SpR(A) de A, formé des λ ∈ R tels

que (A− λIn) ne soit pas inversible, du spectre complexe, SpC(A), de cette
matrice. Plus précisément, on a

SpR(A) = SpC(A) ∩ R.

Cn peut prendre comme exemple la matrice A =

(
0 1
−1 0

)
. On a χA(λ) =

λ2 + 1. Comme ce polynôme n’a pas de racines réelles, SpR(A) = ∅. Par
contre χA admet ±i comme racines complexes, donc SpC(A) = {−i,+i}.

Proposition 4.6. Si x ∈ Eλ(f) et P ∈ K[X], alors P (f)(x) = P (λ)x.
En particulier, si λ est une valeur propre de f alors P (λ) est une valeur
propre de P (f).

Démonstration. Posons P =
∑p

k=0 akX
k. Soit x ∈ Eλ(f). Comme fk(x) =

λkx pour tout k, on a

P (f)x =

(
p∑

k=0

akf
k

)
(x) =

(
p∑

k=0

akλ
k

)
x = P (λ)x.

ce qui prouve que si λ est un valeur propre de f , alors P (λ) est valeur propre
de P (f). □
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Corollaire 4.7. Si λ est une valeur propre de f , alors λ est racine de tout
polynôme annulateur de f .

Démonstration. Soit P un polynôme annulateur de f . Si λ est une valeur
propre de f , la proposition précédente montre si x est un vecteur propre
pour la valeur propre λ alors P (λ)x = 0. On en déduit P (λ) = 0 puisque x
est non nul. □

Théorème 4.8. Lorsque f possède un polynôme minimal, les valeurs propres
de f sont exactement les racines dans K de ce polynôme.

Démonstration. Soit πf le polynôme minimal de f . Le corollaire précédent
montre que toute valeur propre de f est racine de πf (car πf est un polynôme
annulateur de f). Réciproquement, supposons que λ est une racine de πf . Il
existe donc un polynôme Q ∈ K[X] tel que πf = (X − λ)Q. L’évaluation en
f , donne

0 = πf (f) = (f − λ IdE) ◦Q(f).

Si λ n’est pas une valeur propre de f , alors l’application f − λ IdE est injec-
tive, et il s’ensuit que Q(f) = 0, ce qui contredit la minimalité de πf . □

Proposition 4.9. Si f et g sont deux endomorphismes de E qui commutent
alors les sous-espaces propres Eλ(f) de f sont stables par g.

Démonstration. Ceci est une conséquence immédiate de la proposition 1.2
appliquée à f − λ IdE et g qui commutent puisque f et g le sont. □

Corollaire 4.10. Les sous-espaces propres de f sont stables par f .

Théorème 4.11. Si (λ1, . . . , λp) ∈ Kp est une famille de valeurs propres de
f deux à deux distinctes, alors la famille des sous-espaces vectoriels

Eλ1(f), . . . , Eλp(f)

est en somme directe, i.e.

Eλ1(f) + . . .+ Eλp(f) = Eλ1(f)⊕ . . .⊕ Eλp(f)

Démonstration. Les polynômes (X − λi)1⩽i⩽p sont deux à deux premiers
entre eux. Par le lemme des noyaux, les sous-espaces

(Ker (f − λiIdE))1⩽i⩽p

sont en somme directe. □

Corollaire 4.12. Toute famille de vecteurs propres associés à des valeurs
propres deux à deux distinctes est libre.

Démonstration. Soit x1, . . . , xp une famille finie de vecteurs propres associés
à des valeurs propres λ1, . . . , λp deux à deux distinctes. Soient α1, . . . , αp ∈ K
tels que

α1x1 + . . .+ αpxp = 0
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Comme pour tout i, on a αixi ∈ Eλi
(f) et comme les sous-espaces Eλi

(f)
sont en somme directe, on déduit que αixi = 0 ce qui conduit à αi = 0
puisque xi ̸= 0. □

5. Polynôme caractéristique

On suppose dans ce paragraphe que E est de dimension finie n.
Étant donnée une matrice carrée A d’ordre n, on cherche un polynôme

dont les racines sont précisément les valeurs propres de A.
Si A est une matrice diagonale ou plus généralement une matrice trian-

gulaire, alors les valeurs propres de A sont les coefficients diagonaux λ1, . . .,
λn de A et nous pouvons définir le polynôme caractéristique comme étant

(λ1 −X) (λ2 −X) . . . (λn −X)

Ce polynôme est le déterminant det (A−XIn).
Pour une matrice quelconque A, si λ est une valeur propre de A, alors il

existe un vecteur colonne propre v non nul tel que Av = λv, soit ( (A −
λIn)v = 0). Puisque v est non nul, la matrice A − λIn n’est pas inversible,
et donc a un déterminant nul. Cela montre que les valeurs propres de A
sont des zéros de la fonction λ 7→ det (A− λIn) ou des racines du polynôme
det (A−XIn).

Définition 5.1. Soit A ∈ Mn(K) une matrice carrée d’ordre n. Le po-
lynôme caractéristique de A, noté χA(X), est le polynôme défini par

χA(X) := det (A−XIn) . (4)

Remarque 5.2. Au lieu de l’expression (5), certains auteurs définissent le
polynôme caractéristique comme étant det (XIn − A). Avec cette définition,
le polynôme caractéristique est unitaire. Ceci n’est pas le cas pour la définition
(5), puisque l’on a : det (A−XIn) = (−1)n det (XIn − A). La définition (5)
présente l’“avantage” que χA(0) = detA.

Exemple 5.3. (1) Le polynôme caractéristique d’une matriceA =

(
a b
c d

)
∈

M2(K) est

χA(X) =

∣∣∣∣ a−X b
c d−X

∣∣∣∣ = X2 − (a+ d)X + ad− bc

= X2 − tr(A)X + det(A).
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(2) Le polynôme caractéristique de A =

 a1 a2 a3
a4 a5 a6
a7 a8 a9

 ∈M3(K) est :

χA(X) =

∣∣∣∣∣∣
a1 −X a2 a3

a4 a5 −X a6
a7 a8 a9 −X

∣∣∣∣∣∣
= −X3 + aX2 − bX + c

où

a = tr(A), c = det(A)

et

b =

∣∣∣∣ a5 a6
a8 a9

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a1 a3
a7 a9

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a1 a2
a4 a5

∣∣∣∣
(ce sont tous les déterminants extraits d’ordre 2 qui contiennent deux termes
diagonaux de A).

Plus généralement, on a

Proposition 5.4. Pour A ∈Mn(K),

χA(X) = (−1)nXn + (−1)n−1αn−1X
n−1 + (−1)n−2αn−2X

n−2 + · · ·+ α0

avec

αn−1 = tr(A), α0 = det(A)

et

αn−2 =
∑

1≤i<j≤n

det (Ai,j)

où les det (Ai,j), pour 1 ≤ i < j ≤ n, sont tous les déterminants extraits
d’ordre 2 qui contiennent deux termes diagonaux de A, soit

det (Ai,j) =

∣∣∣∣ aii aij
aji ajj

∣∣∣∣ (1 ≤ i < j ≤ n)

Démonstration. Soit A = (ai,j).
La matrice (A−XIn) est une matrice à coefficient (ai,j − Xδi,j)1⩽i,j⩽n.

Son déterminant, donné par

det(A−XIn) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)
(
aσ(1),1 −Xδσ(1),1

)
· · ·
(
aσ(n),n −Xδσ(n),n

)
.

C’est un polynôme de degré inférieur ou égal à n.
Lorsque σ n’est pas l’identité, il existe au moins deux éléments distincts i

et j de J1, nK tels que δσ(i),i et δσ(j),j soient nuls et le terme

ε(σ)
(
aσ(1),1 −Xδσ(1),1

)
. . .
(
aσ(n),n −Xδσ(n),n

)
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est de degré intérieur ou égal à n − 2. Le terme de degré n − 2 est donc
précisément

(−1)n−2
( ∑

1≤i<j≤n

det (Ai,j)

)
Xn−2.

Les termes de degré n et n− 1 de χA(X) sont ceux du produit

(a1,1 −X) · · · (an,n −X) ,

soit (−1)nXn et (−1)n−1 (α1,1 + · · ·+ αn,n)X
n−1 = (−1)n−1 tr(A)Xn−1 res-

pectivement. On obtient finalement le terme constant a0 = detA de χA(X)
en évaluant en 0 . □

Exemple 5.5. Si Rθ =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
est une matrice de rotation

dansM2(R), son polynôme caractéristique est

χθ(X) = X2 − 2 cos(θ)X + 1.

Proposition 5.6. Deux matrices semblables ont même polynôme caractéristique,
Autrement dit, pour tout A ∈Mn(K) et tout P ∈ GL(K),

χPAP−1 = χA.

Par conséquent A et PAP−1 ont même valeurs propres.

Démonstration. On a en effet :

det
(
PAP−1 −XIn

)
= det

(
P (A−XIn)P

−1) = det (A−XIn) .

□

Définition 5.7. Soit f ∈ L(E). Le polynôme caractéristique de f , noté
χf (X), est le polynôme défini par

χf (X) := det (f −XId) . (5)

Si f a pour matrice A dans une base de E, alors A et f ont même polynôme
caractéristique.

Corollaire 5.8. Soient f est un endomorphisme de E et g un automor-
phisme de E. Alors

(a) f et g ◦ f ◦ g−1 ont le même polynôme caractéristique (et donc même
valeurs propres) ;

(b) pour toute valeurs propre λ, on a Eλ(g ◦ f ◦ g−1) = g (Eλ(f)).

Démonstration. Le point (a) découle de la proposition 5.6. On peut même
voir que f et g ◦ f ◦ g−1 ont les mêmes polynômes annulateurs d’après la
remarque 2.3.

(b) Soit λ une valeur propre de f et soit x ∈ Eλ(f). On a f(x) = λx et

g ◦ f ◦ g−1(g(x)) = g(f(x)) = λg(x)
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Donc g(x) ∈ Eλ (g ◦ f ◦ g−1). D’où
g (Eλ(f)) ⊂ Eλ(g ◦ f ◦ g−1). (6)

On applique maintenant l’inclusion (6) que nous venons de démontrer à
l’endomorphisme f ′ = g ◦ f ◦ g−1 et à l’automorphisme g−1. On trouve

g−1
(
Eλ(g ◦ f ◦ g−1)

)
⊂ Eλ(g

−1 ◦ (g ◦ f ◦ g−1) ◦ g) = Eλ(f)

ce qui donne en composant par g,

Eλ(g ◦ f ◦ g−1) ⊂ g (Eλ(f))

□

Proposition 5.9. Si F est un sous espace vectoriel de E stable par f ∈
L(E), alors le polynôme caractéristique de la restriction de f à F divise
celui de f .

Démonstration. On désigne par B1 = (e1, . . . , ep) une base de F complétée
en une base B = (e1, . . . , ep, ep+1, . . . , en) de E . Dans cette base la matrice
de f est

A =

(
A1 A2

0 A3

)
A1 est la matrice, dans la base B1, de la restriction f|F de f à F (F est
stable par f). On déduit que le polynôme caractéristique de f s’écrit

χf (X) = det

(
A1 −XIp A2

0 A3 −XIn−p

)
= det (A1 −XIp) det (A3 −XIn−p)

= χf|F (X) det (A3 −XIn−p)

On en déduit alors que χf est un multiple du polynôme caractéristique de
la restriction de f à F . □

Proposition 5.10. Soit (E1, . . . , Er) une famille de sous-espaces de E telle
que E = E1 ⊕ · · · ⊕ Er. Si f ∈ L(E)stabilise chaque Ei, 1 ≤ i ≤ r, alors le
polynôme caractéristique de f est donnée par

χf (X) = χf1(X) · · ·χfr(X)

où fi est l’endomorphisme induit par f sur Ei quel que soit i.

Démonstration. Dans une base adaptée à la somme directe considérée, la
matrice de f est une matrice diagonale par blocs dont le iième bloc diagonal
est la matrice Ai de fi. Le déterminant de la matrice diagonale par blocs
A−XIn est donc le produit des polynômes caractéristiques des fi.

□

Théorème 5.11. Un scalaire λ ∈ K est une valeur propre de f si, et seule-
ment si, c’est une racine du polynôme caractéristique de f .
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Démonstration. Un scalaire λ ∈ K est une valeur propre si, et seulement si,
f − λIdE n’est pas inversible c’est-à-dire

χf (λ) = det (f − λ IdE) = 0

□

Corollaire 5.12. (a) Un endomorphisme f d’un K-espace vectoriel de di-
mension n a au plus n valeurs propres distinctes.

(b) Si K = C, alors f a au moins une valeur propre.
(c) Si K = R et si n est impair, alors f a au moins une valeur propre.

Exemple 5.13. (1) Si Rθ =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
est une matrice de rota-

tion dansM2(R), son polynôme caractéristique est

χθ(X) = X2 − 2 cos(θ)X + 1 = (X − cos(θ))2 + sin2(θ)

Si θ ∈ R\πZ ce polynôme n’a pas de racine réelle et on a donc SpR (Rθ) = ∅
Si θ ∈ πZ, alors dans ce cas Rθ = ±I2.

Si on considère Rθ comme une matrice de M2(C), alors son polynôme ca-
ractéristique a deux racines complexes,

χθ(X) = X2 − 2 cos(θ)X + 1 = (X − eiθ)(X − e−iθ)

soit SpC(Rθ) = {eiθ, e−iθ}.

(2) Si Sθ =

(
cos(θ) sin(θ)
sin(θ) − cos(θ)

)
est une matrice de réflexion dansM2(R),

son polynôme caractéristique est

Pθ(X) = X2 − 1

et Sp (Sθ) = {−1, 1}.

(3) Exemple Soit A =

 2 5 −6
4 6 −9
3 6 −8

. Le polynôme caractéristique de A

est donné par le déterminant :∣∣∣∣∣∣
X − 2 −5 6
−4 X − 6 9
−3 −6 X + 8

∣∣∣∣∣∣
La somme des coefficients des lignes du déterminant ci-dessus étant X − 1,
l’opération C1 ← C1 + C2 + C3 montre que l’on a

χA(X) = (X − 1)

∣∣∣∣∣∣
1 −5 6
1 X − 6 9
1 −6 X + 8

∣∣∣∣∣∣
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Les opérations L2 ← L2 − L1 et L3 ← L3 − L1 conduisent à :

χA(X) = (X − 1)

∣∣∣∣∣∣
1 −5 6
0 X − 1 3
0 −1 X + 2

∣∣∣∣∣∣ = (X − 1)
(
X2 +X + 1

)
.

Le spectre de A est donc SpC(A) = {1, j, j2} dans C et seulement SpR(A) =
{1} dans R.

Exemple 5.14. Calculer les valeurs propres de la matrice

A =


1 1 · · · 1 1
1 0 · · · 0 1
...

...
. . .

...
...

1 0 · · · 0 1
1 1 · · · 1 1

 ∈Mn(R)

pour n ≥ 3.
Le polynôme caractéristique de A est

χA(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1−X 1 1 1 · · · 1 1
1 −X 0 0 · · · 0 1
1 0 −X 0 · · · 0 1
...

...
. . . . . . . . .

...
...

1 0 0 0
. . . 0 1

1 0 0 0 · · · −X 1
1 1 1 1 · · · 1 1−X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
En retranchant la colonne n à la colonne 1 et la colonne n− 1 aux colonnes
k = 2, · · · , n− 2, on obtient

PA(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−X 0 0 0 · · · 1 1
0 −X 0 0 · · · 0 1
0 0 −X 0 · · · 0 1
...

...
. . . . . . . . .

...
...

0 0 0 0
. . . 0 1

0 X X X · · · −X 1
X 0 0 0 · · · 1 1−X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= Xn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 0 0 · · · 1 1
0 −1 0 0 · · · 0 1
0 0 −1 0 · · · 0 1
...

...
. . . . . . . . .

...
...

0 0 0 0
. . . 0 1

0 1 1 1 · · · −X 1
1 0 0 0 · · · 1 1−X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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et en ajoutant la ligne 1 à la ligne n, cela donne

PA(X) = Xn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 0 0 · · · 1 1
0 −1 0 0 · · · 0 1
0 0 −1 0 · · · 0 1
...

...
. . . . . . . . .

...
...

0 0 0 0
. . . 0 1

0 1 1 1 · · · −X 1
0 0 0 0 · · · 2 2−X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −Xn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 0 · · · 0 1
0 −1 0 · · · 0 1
...

. . . . . . . . .
...

...

0 0 0
. . . 0 1

0 1 1 · · · −X 1
0 0 0 · · · 2 2−X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
En ajoutant la ligne k à la ligne n− 2, pour k = 2, · · · , n− 3, on obtient

PA(X) = −Xn−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 0 · · · 0 1
0 −1 0 · · · 0 1
...

. . . . . . . . .
...

...

0 0 0
. . . 0 1

0 0 0 · · · −X n− 2
0 0 0 · · · 2 2−X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −Xn−2(−1)n−3

∣∣∣∣ −X n− 2
2 2−X

∣∣∣∣ = (−1)nXn−2(X(X − 2)− 2(n− 2))

= (−1)nXn−2 ((X − 1)2 − (2n− 3)
)

Les valeurs propres de A sont donc λ1 = 0 d’ordre n− 2, λ2 = 1−
√
2n− 3

et λ3 = 1 +
√
2n− 3 qui sont simples.

En conclusion, Sp(A) = {0, 1−
√
2n− 3, 1 +

√
2n− 3}.

Définition 5.15. On appelle ordre de multiplicité d’une valeur propre λ
de f , et l’on note m(λ), sa multiplicité dans le polynôme caractéristique de
f .

Proposition 5.16. Pour tout λ ∈ Sp(f). On a

1 ⩽ dimEλ(f) ⩽ m(λ).

Démonstration. Le sous-espace propre F := Eλ = Ker(f − λId) n’étant pas
réduit au vecteur nul, sa dimension, notée d(λ), est supérieure ou égale à 1.

Le sous-espace F est stable par f et la restriction g = f|F est une ho-

mothétie de rapport λ. Donc χg(X) = (λ−X)d(λ) et χg(X) divise χf (X).
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L’ordre de multiplicité de λ est m(λ), donc le polynôme (λ−X)m(λ) divise
χf (X) et le polynôme (λ − X)m(λ)+1 ne divise pas χf (X). Il s’ensuite que
d(λ) ⩽ m(λ).

□

Corollaire 5.17. Si λ est une racine simple de χf , alors dimEλ(f) = 1.

Exemple 5.18. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n ≥ 2 et f un
endomorphisme de f de rang 1. Il est claire que f n’est pas bijectif, et donc
0 ∈ Sp(f). Le sous-espace propre de la valeur propre 0 est Ker f et il est de
dimension n − 1 (d’après le théorème du rang). En utilisant la proposition
5.16, on a 1 ≤ n−1 ≤ m(0) et par conséquent le polynôme caractéristique de
f est de la forme χf (X) = Xn−1Q(X). Le polynôme Q étant nécessairement
de degré 1, il est de la forme Q(X) = aX + b et d’après la proposition 5.4,
on a a = (−1)n et b = (−1)n−1 tr(f) d’où

χf (X) = (−1)nXn−1(X − tr(f))

et Sp(f) = {0, tr(f)}. La valeur propre 0 est de multiplicité n si tr(f) = 0,
et de multiplicité n− 1 sinon.

Définition 5.19. Un polynôme P ∈ K[X] est scindé sur K s’il peut s’écrire
comme produit de facteurs du premier degré de K[X] et qu’il est scindé
simple sur K si de plus ses racines sont simples.

Définition 5.20. Soit f ∈ L(E). On dit que f est scindé si son polynôme
caractéristique est scindé sur K et qu’il est scindé simple si son polynôme
caractéristique est scindé simple.

Rappelons le théorème de d’Alembert-Gauss : “Tout polynôme non constant,
à coefficients complexes, admet au moins une racine complexe”.

Proposition 5.21. Soit E un C-espace vectoriel et soit f ∈ L(E). Alors f
est scindé.

Démonstration. En effet, le polynôme χf ∈ C[X] admet au moins une racine
complexe λ1. Donc χf (X) = (X −λ1)Q1(X). On applique aussi le théorème
de d’Alembert-Gauss à Q1 pour obtenir χf (X) = (X − λ1)(X − λ2)Q2(X)
et ainsi de suite. □

Proposition 5.22. Si f est scindé, alors l’endomorphisme induit par f sur
tout sous-espace stable est scindé.

Démonstration. Soit F un sous-espace de E stable par f . D’après la propo-
sition 5.9 χf|F divise χf . Donc si χf est scindé, χf|F l’est aussi. □

Proposition 5.23. Si le polynôme caractéristique de f est scindé sur K,
alors

tr f =
∑

λ∈Sp(f)

λ et det f =
∏

λ∈Sp(f)

λ,

où les valeurs propres sont comptées avec leur multiplicité.
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Démonstration. Si λ1, . . . , λn sont les racines de χf comptées avec leurs
multiplicité, alors χf (X) =

∏n
i=1(λi − X). En considérant le terme de

degré n − 1 et le terme constant et les comparant à l’expression du po-
lynôme caractéristique de la proposition 5.4 on obtient tr f =

∑n
i=1 λi et

det f =
∏n

i=1 λi. □

Théorème 5.24 (Théorème de Hamilton-Cayley). Soit f ∈ L(E), alors χf

est un polynôme annulateur de f , c-à-d.

χf (f) = 0L(E).

Démonstration. Montrons d’abord que, pour tout vecteur x de E, χf (x) =
0E.

Si x = 0E, c’est immédiat. Supposons maintenant que x est différent de
0E. Soit

I = {p ∈ N |
(
fk(x)

)
k⩽p

est une famille libre }
La partie I étant une partie non vide de N et majorée par n = dimE, elle
possède un plus grand élément s.

Soit E(x) l’espace vectoriel

E(x) = Vect{fk(x) | k ⩽ s}.
Il est claire que B =

(
fk(x)

)
k⩽s

est une base de E(x). D’autre part, la

famille
(
fk(x)

)
k⩽s+1

est liée car s est le plus grand élément de I. Il existe

donc (a0, . . . , as) de Ks+1 tel que :

f s+1(x) =
s∑

k=0

akf
k(x). (7)

L’image de E(x) par f est le sous-espace vectoriel

f(E(x)) = Vect
{
fk+1(x)/k ⩽ s

}
,

et la relation (7) prouve que f s+1(x) appartient à E(x). Par conséquent, le
sous-espace E(x) est stable par f .
La stabilité de E(x) par f permet de considérer l’endomorphisme g =

f|E(x) de E(x). Comme le polynôme caractéristique χg de g divise celui de
f , il existe un polynôme Q tel que χf = Qχg, d’où

χf (f) = Q(f) ◦ χg(f).

Il suffit donc de montrer χg(f)(x) = 0E.
La matrice de g dans la base B =

(
fk(x)

)
k⩽s

de E(x) est

A =


0 0 · · · 0 a0
1 0 · · · 0 a1
0 1 · · · 0 a2
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 as
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Donc

χg(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−X 0 · · · 0 a0
1 −X · · · 0 a1
0 1 · · · 0 a2
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 as −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On remplace la ligne L1 par L1 +XL2 +X2L3 + · · ·+Xs−1Ls et on trouve

χg(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 R(X)
1 −X · · · 0 a1
0 1 · · · 0 a2
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 as −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
oùR(X) = −Xs+1+

∑s
k=0 akX

k. Puis en développant par rapport la première
ligne on trouve

χg(X) = (−1)sR(X)

d’où

χg(f)(x) = (−1)s
(

s∑
k=0

akf
k(x)− f s+1(x)

)
= 0E.

□

Corollaire 5.25. (a) Le polynôme minimal de f divise le polynôme ca-
ractéristique de f .
(b) Le degré du polynôme minimal est inférieur ou égal à la dimension de

E.
(c) Le polynôme minimal et le polynôme caractéristique ont les mêmes

racines à des ordres de multiplicité éventuellement différents.

Remarque 5.26. (1) Si K = C, le polynôme caractéristique de f s’écrit
alors

χf (X) = (−1)n
p∏

k=1

(X − λk)
αk

avec αk ∈ N−{0} et les λk deux à deux distincts. Le polynôme minimal πf

étant un diviseur de χf avec les mêmes racines, il s’écrit

πf (X) =

p∏
k=1

(X − λk)
βk

avec 1 ≤ βk ≤ αk.
On en déduit qu’un endomorphisme f ∈ L(E) est nilpotent si, et seule-

ment si, χf (X) = (−1)nXn.
(2) Dans le cas où l’endomorphisme f est inversible, le théorème de

Cayley-Hamilton nous donne un moyen de calculer l’inverse de f , si on
connâıt son polynôme caractéristique χf .
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En effet l’égalité χf (f) = 0 avec χf (X) =
∑n

k=0 akX
k donne

f−1 = − 1

a0

n∑
k=1

akf
k−1 = − 1

det(f)

n∑
k=1

akf
k−1.

On retrouve aussi le fait que f−1 est un polynôme en f .
(3) Le théorème de Cayley-Hamilton permet également de calculer fp pour

tout entier p supérieur ou égal à n en fonction de Id, f, · · · , fn−1.
En effet pour p = n, de χf (f) =

∑n
k=0 akf

k = 0 avec an = (−1)n, on
déduit que fn = (−1)n+1

∑n−1
k=0 akf

k et pour p > n la division euclidienne
de Xp par χf , donne Xp = Q(X)χf (X) + R(X) avec deg(R) < n, d’où
fp = R(f).

Corollaire 5.27. Pour toute matrice A ∈Mn(K), on a χA(A) = 0Mn(K).

Exemple 5.28. Déterminons le polynôme caractéristique et le polynôme
minimal de la matrice

A =

 1 0 1
0 2 0
2 0 0


On a

χA(X) =

∣∣∣∣∣∣
1−X 0 1

0 2−X 0
2 0 −X

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

1−X 0 1
0 2−X 0

−X2 +X + 2 0 0

∣∣∣∣∣∣
= (X − 2)(−X2 +X + 2) = −(X − 2)2(X + 1)

Donc 2 est une valeur propre double et −1 est une valeur propre simple.
D’après le théorème de Cayley-Hamilton, le polynôme

−(X − 2)2(X + 1) = −X3 + 3X − 4

est annulateur de A. Le polynôme minimal πA divise

−X3 + 3X2 − 4

Les polynômes qui divisent χA sont X − 2, X +1, (X − 2)(X +1), (X − 2)2

et χA.
πA ne peut pas être X − 2 ou X + 1, car A− 2I ̸= 0 et A+ I ̸= 0.
Les deux polynômes de degré 2 qui divisent χA sont (X − 2)2 et (X −

2)(X + 1). Nous vérifions que

(A− 2I)2 ̸= 0 et (A− 2I)(A+ I) = 0.

Donc, πA(X) = (X − 2)(X + 1) = X2 −X − 2 est le polynôme minimal de
A.

Exemple 5.29 (Matrice compagnon). Soit

P = Xn +
n−1∑
k=0

akX
k
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un polynôme unitaire de K[X].
On appelle matrice compagnon de P , la matrice :

CP =



0 0 . . . . . . 0 −a0
1

. . .
... −a1

0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . . . .

...
...

. . . 1 0 −an−2
0 . . . . . . 0 1 −an−1


.

Le polynôme caractéristique de CP est χCP
(X) = (−1)nP (X) et son po-

lynôme minimal est πCP
(X) = P (X). En effet,

χCP
(X) = det (CP −XIn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−X . . . . . . 0 −a0
1 −X ... −a1
0 1

. . .
...

...
...

. . . . . . −X −an−2
0 . . . 0 1 −an−1 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ajoutons à la première ligne la combinaison linéaire

∑n−1
k=1 X

kLk, où Lk

représente la kème ligne. On obtient alors

χCP
(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 . . . · · · 0 −P (X)

1 −X ... −a1
0 1

. . .
...

...
...

. . . . . . −X −an−2
0 . . . 0 1 −an−1 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)nP (X)

URL: http://khalid-koufany.perso.math.cnrs.fr/Alg-Lin2/
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