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Dans ce chapitre K désigne R ou C et E un espace vectoriel sur K. On
notera aussi L(E) 'espace des endomorphismes de E.

1. SOUS-ESPACES STABLES ET POLYNOMES D’ENDOMORPHISME

Dans ce paragraphe on suppose E un K-espace vectoriel et F' un sous-
espace vectoriel de F.

Définition 1.1. Soit f € L(FE) un endomorphisme de E. Le sous-espace
vectoriel F' de E est dit stable par f lorsque f(F) C F.
Quand un sous-espace F est stable par f, la restriction fip de f a F

définie par
fip: F—F
o 2= fl@)
est alors un endomorphisme de F. On l'appelle 'endomorphisme induit

par f sur F.

Proposition 1.2. Soit f et g deux endomorphismes de E qui commutent.
Alors les sous-espaces Ker f et Im f sont stables par g.

Démonstration. Si y € Im f alors il existe € E tel que y = f(x). On
obtient

g(y) =go f(x) = fog(x) = flg(x)] € Im f

donc Im f est stable par g.
Si x € Ker f alors f(z) =0 et

0=g[f(z)] =go f(x) = fog(x) = flg(z)]
donc g(x) € Ker f et Ker f est stable par g. O
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2 POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES

Exemple 1.3. Soient les endomorphismes f et g de R? définis par
f(x,y,2) = (2,0,0) et g(z,y,2) =(0,—y,z)

Alors f et g commutent, car V(z,y, z) € R3,

(
ng(I,y,Z):f(g(ZE,y,Z)) f(07 —y,Z>:<O,O,0)7
go f(x,y,z) = g(f(xa%z)) = g(xvov(]) = (07070>

On a
Ker f = Vect((0,1,0), (0,0, 1)),
Im f = Vect((1,0,0))
Vérifions que Ker f est stage par g. On a
f(9(0,1,0)) = £(0,0,0) = (0,0,0),
f(9(0,0,1)) = f(0,0,0) = (0,0,0)

donc ¢(0,1,0) et g(0,0,1) sont dans Ker f et par suite g (Ker f)) C Ker f.
Vérifions que Im f est stage par g. On a

g(1,0,0) = (0,0,0) € Im f
donc g (Im f) C Im f.

Corollaire 1.4. Soit f un endomorphisme de E. Alors les sous-espaces
Ker f et Im f sont stables par f.

Supposons E de dimension finie n et soit F' un sous-espace vectoriel de
E de dimension p. Soit Br = (ey,...,€e,) une base de F. Le théoreme de
la base incompléte nous permet de compléter cette base en une base B =
(€1,-.-1€p,€pt1,-..,€n) de E. On dit que B est une base adaptée a F'.

Proposition 1.5 (Matrice dans une base adaptée a un sev). Si E est de
dimension finie n alors F est stable par f € L(E) si, et seulement si, la
matrice de f dans une base de E adaptée a F, s’écrit

M| N
(o)
avec M € M,(K), N € M,,_,(K), P € M,_,(K) et O la matrice nulle de
Moy p(K).
Dans ce cas, M est la matrice de fip dans la base (eq, ..., ep).
Démonstration. Si F' est stable par f et si B = (ey,...,e,) est une base

adaptée a F' ((eq,...,e,) étant une base de F') alors, pour tout j € [1,p],
f (ej) € F par hypothese, soit f(e;) = > .5, a;;e; (les a;; sont nuls pour
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i>p+1). Donc,

11 ... Qip a1 p+1 Ce Q1n
ap1 ... Q@ a . a
— — D, D, p,p+1 Dy
A= Matg(f) = 0 0
.. Qp+1pt+l -+ Qptin
0O ... 0 Qppy1  ---  Qpp

ce qui est bien la forme annoncée.

Réciproquement, on reprend I’écriture de la matrice de f ci-dessus, il est
immédiat que f(e;) € Vect (eq,...,e,) = F donc, par linéarité, f(z) € F
pour tout vecteur xz € F.

O

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Supposons que E s’écrit
E =FE,@---® E, comme somme directe de sous-espaces E;. Soit, pour tout
i € [1,k], B; une base de E;. Alors (concaténation de toutes ces bases)
B = (Bi,---,B,) est une base de E appelée base adaptée a la somme
directe £ = &!_, F;.

Proposition 1.6. Soient E,..., E, une famille de sous-espaces vectoriels
de E telle que E = ®Y_|E; et soit f € L(E). Alors [ stabilise chaque sous-
espace E; si, et seulement si, dans toute base adaptée a la décomposition de
E en somme directe, la matrice de f s’écrit

Ay 0
0 A,
ou les A; sont les matrices de fg,.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur p en commencant
par p = 2.
Supposons £ = Ey @© Es et soit (e;,j)1<j<x, une base de E; pour 7 € [1,2].
- Si f stabilise les espaces E; et Fy alors d’apres la proposition 1.5 la

1?)1 i ) Mais comme f stabilise E5 alors C' = 0.

- La réciproque est immeédiate.

On suppose que la propriété est vraie au rang p alors, au rang p + 1, en
écrivant que £ = By @ --- @ E,_1 & (E, ® E,11) (somme de p sous-espace
vectoriels), en appliquant 'hypothese de récurrence a la somme de ces p
sous-espaces vectoriels puis la propriété a 'ordre 2 a E, @ E,4; on obtient
bien le résultat.

matrice de f s’écrit

OJ
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Remarque 1.7. Dans le cas de la proposition ci-dessus, on dit que f admet
une matrice diagonale par blocs. Le déterminant de f vaut alors det A =
det Ay ---det A,.

Corollaire 1.8. Soit B = (ey,...,e,) une base de E, et f un endomor-
phisme de E. La matrice de f dans la base B est diagonale si, et seulement
st, chaque sous-espace E; = Vect (e;) est de dimension 1 et stable par f.

Dans ce cas I’endomorphisme induit par f sur F; est une homothétie
vectorielle, c-a-d ; il existe un scalaire A; tel que fig, = A;Id.

Théoréme 1.9. Soit B = (ey,...,e,) une base de E. Pour tout k de [1,n],
on note Fy = Vect (e1,...,er). Un endomorphisme f de E admet dans la
base B une matrice triangulaire supérieure si, et seulement si, les sous-
espaces Fj, sont stables par f.

Démonstration. Remarquons d’abord que
{0}CF1CF2C"'CFn_1CFn:E.
(=) Par hypothese on a
J

Vie[l,n], f(e) = Zak,jei

k=1
par conséquent
f(ej) € Vect (eq,...,e;) = F
. On obtient donc
Vie[l,n—1],Vj € [1,d], f(e;) € F; C F;

soit f (e;) € F;.
(«<) On sait ici que Vi € [1,n — 1], f(e;) € F; ce qui se traduit par
[ (e;) = >"4_; aex donc la matrice de f est bien triangulaire supérieure.
OJ

2. POLYNOME D’ENDOMORPHISME

Soit E est un K-espace vectoriel et soit f € L(F).
Rappelons que pour tout k € N, on définit f* par la relation de récurrence
f* = f*1o k. Par convention on a f° = Idp.

Définition 2.1. Pour tout polynome P = _,ax X" de K[X], on appelle
valeur de P en f, et on note P(f), 'endomorphisme

p
P(f)ZZakfk:aoIdE+a1f+a2f2+...+apfp,
k=0
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Remarquons que ¢y : P — P(f) est une application linéaire de K[X]
vers L(F). Son image Im ¢ sera notée K[f]. Remarquons aussi que K[f]
contient f.

P(f) est donc un endomorphisme de E et il est défini par

Vo € E, P(f)(x) = aox + a1 f(z) + agf*(x) + - - + a, f*(2).
Il faut aussi éviter d’écrire P(f(z)) a la place de P(f)(x).
Proposition 2.2. L’application ¢y : P — P(f) vérifie les propriétés

(1) pp(1) = ldg ;
(2) VP, Q € K[X], p;(PQ) = ¢ (P) o ¢y (Q).

Démonstration. L’égalité (1) est évidente.
Soit P =377 ga; X' et @ = 1_;b; X’ deux polynémes. On a

pr(PQ) = @5 Y. ab X
(4,5)€[0,p] % [0,4]
= Z Cljbij_j.
(4,5)€[0,p] < [0,q]

D’autre part,
pr(P)o¢r(Q) = (Z a/z’fi> o (Z bjfj)
= > (wf)oms)

(4,5)€[0,p] X [0,4]
= Z a; bj f’L @) fj
(4,4)€[0,p] % [0,]

= Z a; bj fi+j .

(4,5)€[0,p] % [0,]

Remarque 2.3. (a) Il faut noter que ’ensemble
KifT={P() | P eKX]}

admet non seulement une structure de K-espace vectoriel : (K[f), +, -), mais
aussi une structure d’anneau commutatif : (K(f),+, o).
(b) La propriété (2) de la proposition précédente signifie que, pour tout
(P, Q) € K[X]?
(PQ)(f) = P(f) o Q(f),

et puisque les puissances de f commutent, on a

(PQ)(f) = P(f) o Q(f) = Q(f) o P().
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(c) Si f et g sont dans L(E) et si g est bijectif, alors pour tout P € K[X],
P(gofogt)=goP(f)og™
Supposons que E est de dimension finie n. Soit f € L(E) et A € M,,(K)

est la matrice de f dans une base donnée B. Pour tout P = Y 7_ a; X* €
K[X] on défini (de la méme fagon que P(f))

P(A) =apl, + a1 A+ -+ a,AP.

Proposition 2.4. Supposons E de dimension finie. Si A est la matrice de
f dans une base B de E, alors P(A) est la matrice de P(f) dans B.

Démonstration. Ceci provient du fait que, pour une base B fixée
Matg: L(E) — M,(K)
f —  Matg(f)
est une application linéaire
VA e K, Vf,g € L(E), Matg(f + Ag) = Matg(f) + AMatg(g),
qui vérifie
Vf.g € L(E), Mats(f o g) = Matg(f)Matps(g).
O

Remarque 2.5. (a) D’aprés la remarque 2.3 on a pour tout (P, Q) € K[X]?

(PQ)(A) = P(A) x Q(A) = Q(A) x P(A).

(b) De plus si, A et B sont dans M,,(K) et si B est inversible, alors tout

P e K[X],
P(BAB™') =B x P(A) x B~
(c) Si A € M,,(K), alors pour tout P € K[X],
P(AT) = (P(4))".
(d) Si A € M,,(C), alors pour tout P € C[X],
P(A) = P(A).
Exemple 2.6. (1) Soit D 'endomorphisme de dérivation f +— f"de C*(R, C).
Pour tout polynéme P = }_, ax X * Tendomorphisme P(D) est 'opérateur
différentiel
feapf? 4 taf +aof

ott f¥) désigne la dérivée d’ordre k de f.

(2) Soit la matrice

0 2 4
A=|1/2 0 2
1/4 1/2 0

et considérons le polynéme P(X) = X? — X — 1. Donc P(A) = A2 — A—I3.
Un calcul simple peut montrer que P(A) = .
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Proposition 2.7. Soit F' un sous-espace de E stable par f € L(E). Pour
tout P € K[X], le sous-espace F est stable par P(f) et, en notant fr ’en-
domorphisme induit, on a

P(f)r =P (fr)-

Démonstration. Soit F' un sous-espace de E. Si f(F) C F, alors pour tout
entier k, f*(F) C F et par combinaison linéaire P(f)(F) C F. O

Proposition 2.8. Les sous-espaces Im P(f) et Ker P(f) sont stables par
f pour tout P de K[X].

Démonstration. Puisque P(f) est un endomorphisme qui commute a f, on
déduit d’apres la proposition 1.2 que les sous-espaces Im P(f) et Ker P(f)
sont stables par f. O

3. POLYNOMES ANNULATEURS ET POLYNOME MINIMAL

Soit E' un K-espace vectoriel et f € L(E). Rappelons I'image et le noyau
de I'application .
L’image de ¢y

Imo; ={P(f) | P e KX]} = K[f]

est un sous-espace vectoriel de L(E). Il est en plus stable par la composition
des applications.
Le noyau de ¢

Ker ;= {P c K[X] | P(f) = 0}

est un sous-espace vectoriel de K[X], en particulier (Ker ¢, +) est un sous-
groupe de (K[X],+). Il est stable par le produit par un élément de K[X] :
si P € Ker gy et @ € K[X] alors (QP)(f) = Q(f) o P(f) = 0 donc Ker ¢,
est absorbant, c¢’est finalement un idéal de 'anneau (K[X], +, x).

Un polynome de Ker ¢ est appelé polynéme annulateur de f et I'en-
semble Ker ¢; est appelé I'idéal annulateur de f.

L’anneau (K[X],+, X) est un anneau principal, donc I'idéal annulateur
Ker ¢ de f est engendré par un unique polynome unitaire. Ce polynome
est nul lorsque cet idéal est nul, unitaire (non nul par conséquent) sinon.
d’ou la définition suivante.

Définition 3.1. On dit qu’un endomorphisme f possede un polynome mi-
nimal si son idéal annulateur n’est pas réduit a {0}. On appelle alors po-
lynéme minimal de f, et on note ¢, le générateur unitaire de cet idéal.

Théoreme 3.2. Si E est de dimension finie alors tout endomorphisme
f € L(E) admet un polynome minimal. Autrement dit, Ker oy # {0} et
Ker p; = n;K[X] ot 7 est le polynome minimal de f.
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Démonstration. Posons dim E = n. Donc L(E) est un espace vectoriel de
dimension dim £(F) = n?. Par conséquent la famille & n? + 1 éléments
(Id, f,..., f”2) est liée. Il existe donc une combinaison linéaire de ces éléments
avec des \; non tous nuls, soit

XNoId+A f+ -+ A2 f™ =0.

On en déduit que Ker ¢y # {0} car il contient le polynome Ao+ M\ X +-- -+
A2 X . Ker ¢ est un idéal non réduit a {0}, on sait alors qu’il est de la

forme 7 K[X] avec 7 # 0 car (K[X], +, x) est un anneau principal.
OJ

Remarque 3.3. Le polynome minimal 7 est, par définition, caractérisé
parmi les polynomes unitaires par 1’équivalence

VP e K[X], P(f)=0&ms|P
Autrement dit, 7 est le polynéme unitaire de degré minimal qui est annulé
par f.

Supposons F dimension finie n. Soit f € L(F) et A € M, (K) est la
matrice de f dans une base donnée B. Un polynéme P € K[X] est un
polynéme annulateur de A, si P(A) = 0. L’idéal annulateur de A est

Kerp, ={P € K[X] | P(A) = 0}.

Corollaire 3.4. Le polynome minimal de A est égal au polynéme minimal
de f.

Démonstration. En effet, la relation
MatsP(f) = P(A)

montre que les idéaux annulateurs de f et A sont égaux. O
Remarque 3.5. (a) Si g € L(F) est inversible alors les endomorphismes
go fog!et fontles mémes polynomes annulateurs et donc le méme
polynéme minimal,

Wgofog—l =Ty
Parapllélement, si B € M,,(K) est inversible, alors

TBAB-1 = TA.

(b) Soit A € M,,(K). Les matrices A et AT ont méme ensemble de po-
lynomes annulateurs. Elles ont donc le méme polynome minimal,
TTAT = TA.

(c) Soit A € M,,(C). Les matrices A et A ont des ensembles de polynomes
annulateurs conjugués. Elles ont donc des polynémes minimaux conjugués,

A =TA.
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Exemple 3.6. (1) L’homothétie f = Ald a pour polynéme minimal X — A.

(2) Si p est un projecteur de E, c-a-d. p € L(E) et p*> = p, alors son
polynéme minimal est X2 — X.

(3) Si s est une symétrie vectorielle de E, c-a-d. s € L(E) et s? = Id, alors
son polynéome minimal est X2 — 1.

(4) Soit la matrice

0 2 4
A= 12 0 2
1/4 1/2 0

On a
2 2 4
A= 1/2 2 2
1/4 1/2 2

et

2 00
A2—A=(1020
00 2

donc A2 — A—2I3 =0et P(X)= X?— X — 2 est un polynéme annulateur
de A. Ce polynéme est le polynéme minimal de A, puisque P(X) = (X —
2)(X + 1) et que ses diviseurs X — 2 et X + 1 ne sont pas des polynomes
annulateurs de A (car A —2I3 # 0 et A+ I3 #0).

Proposition 3.7. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f €
L(E). Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par f et fir la restriction
de [ a F, alors my, divise my.

Démonstration. La relation P (fir) = P(f);r montre que I'idéal annulateur

de f est contenu dans I'idéal annulateur de fjp. Ainsi 7y ( 1 F) = 0 et donc
T, divise ¢

Théoréme 3.8 (Lemme des noyaux). Soient Py,. .., P. € K[X]| une famille
de polynomes deux a deux premiers entre eur et P = Py --- P, leur produit.

Alors

Ker P(f) = @Ker Pu(f).
k=1
Pour tout k, la projection py de Ker P(f) sur Ker Py(f) associée est l'en-
domorphisme induit sur Ker P(f).

Démonstration. Montrons d’abord le résultat pour r = 2. Le théoreme de
Bézout nous fournit un couple (4;, Ay) € K[X]? tel que

A1P1+A2P2 - 1 (1)
La valeur en f de cette relation donne
(A1Py) (f) + (A2 R) (f) = 1dg .
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Soit € Ker P (f). La relation P(f)(z) = (Pa(f) o Pi(f)) (z) = 0 montre
que x appartient aussi a Ker P(f). On obtient la méme chose si x appartient
a Ker Py(f). II vient donc

Ker P (f) + Ker P»(f) C Ker P(f).

D’un autre coté, soit x € Ker P(f). La relation (1) nous permet d’écrire

v = (AaP) (f) (@) + (A P) () (@) (2)

L’égalité
Pi(f) (z1) = Pi((A2P2) (f)(2)) = (P )(2)
= (AP P) (f)(x)
= (A2P) (f)(2)
= (A2(f) o P(f)) (x) =0
montre alors que z; appartient a Ker P;(f). On a de la méme fagon z5 €
Ker Py(f). Par conséquent Ker P(f) C Ker P;(f) + Ker P(f). D’ou

Ker P (f) + Ker P»(f) = Ker P(f)
Soit maintenant = € Ker P;(f) N Ker Py(f). La relation (1) appliquée a x,

= (Az(f) o Po(f)) () + (Ai([f) o Pi(f)) (o),

montre que z est nul. On obtient finalement
Ker P (f) @ Ker P»(f) = Ker P(f).

De plus, la relation (2) montrent que les projections p; et py associées a
cette somme directe sont les restrictions a Ker P(f) des endomorphismes
(A1P1) (f) et (A2P2) (f).

On montre le cas général par récurrence sur r > 2 en supposant le
théoreme acquis pour » — 1. Sous les hypotheses du théoreme, les polynomes
P, et Ry = P5--- P, sont premiers entre eux; en effet, si leur pged ne vaut
pas 1, il existe un polynome irréductible () divisant P; et Ry. Par le lemme
de Gauss, ) divisera P; et P, pour un k € [2,r]. Cela est impossible. On a
donc

1 Ag ) (f
(f

8

Ker P(f) = Ker P (f) ® Ker Ry(f) (3)
par le premier point. Il en résulte de I'hypothese de récurrence la décomposition

Ker Ry(f) = @Ker Pi(f)

Cela montre la somme directe désirée. De plus, la projection de Ker P(f)
sur Ker P;(f) associée a cette somme directe est celle associée a la somme
directe (3). C’est donc la restriction a cet espace d'un polynome en f. Par

permutation, c’est le cas de toutes les projections.
O
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Corollaire 3.9. Si un polynome P annulateur de [ est égal au produit
Py --- P, d’une famille de polynomes deux a deux premiers entre eux, alors
l'espace E se décompose en la somme directe

E = P Ker Py(f)

k=1

et les projections associées sont des polynomes en f.

4. VALEURS PROPRES, VECTEURS PROPRES D’UN ENDOMORPHISME

Définition 4.1. (1) Soit f € L(E) un endomorphisme de E

On dit qu’un scalaire A € K est une valeur propre de f s’il existe un
vecteur non nul v de E tel que f(v) = \v.

Dans ce cas, tout vecteur non nul v de E tel que f(v) = \v s’appelle un
vecteur propre associ€é a \.

On appelle sous-espace propre de [ associé a une valeur propre A, le
sous-espace

Ex(f) = Ker (f — A1dg).

On appelle spectre de f, et on note Spg(f) ou Sp(f), l'ensemble des
valeurs propres de f.

(2) Soit A € M, (K) une matrice carée.

On dit qu’'un scalaire A € K est une valeur propre de A s’il existe un
vecteur non nul X de M,, ;(K) tel que AX = \X.

Dans ce cas, tout vecteur non nul X de M, ;(K) tel que AX = \X
s’appelle un vecteur propre associé a .

On appelle sous-espace propre de A associé a une valeur propre \, le
sous-espace

E\(A) = Ker (A—\,).

On appelle spectre de A, et on note Spg(A) ou Sp(A), l'ensemble des
valeurs propres de A.

Exemple 4.2. (1) Soit la matrice

et les vecteurs
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Calculons AX7, AX,, et AX3. On obtient

8 9 3
AX,=| 2 | =2Xx,, AX,=| 6 | =3Xx;, AXz=[ 0 | =1X3,
0 6 0

donc,

AX, =2X; : 2 est une valeur propre de A et X; est un vecteur propre de
A associé a 2;

AXy = 3X, : 3 est une valeur propre de A et X5 est un vecteur propre de
A associé a 3;

AX3 =1Xj3: 1 est une valeur propre de A et X3 est un vecteur propre de
A associé a 1.

(2) Soit
5 3 =3
A=11 3 -1
0 0 2

et cherchons ses éléments propres (c-a-d. ses valeurs propres et ses sous-
espaces propres).

A est valeur propre de A si et seulement si la matrice A — A3 est non
inversible.

Procédons selon la méthode du pivot de Gauss.

5—A 3 -3 1 33— -1
A= 1 3-x -1 | — [5-2 3 -3
0 0 2-x )BT 0 0 2-X\
1 3—A -1
— 0 —(A—2)A—6) —A+2
LQ%LQ*(S*/\)Ll 0 0 2 o )\
1 3—A —1
— o —0—200—6) 0
Lo+Lo+L1 0 O 2_)\

On en déduit sans peine que A est valeurs propre de A si, et seulement si,
A — A3 est non inversible ce qui entraine A € {2;6}, d’ou Sp A = {2,6}.
Etude du sous-espace propre F,
x

Unvecteur X = | y | appartient a Ej si et seulement si (A—213)X = 0.
z
Ce qui équivaut a
1 1 —-1]0
00 010 |<==zx+y—z=0.
00 010
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F, est un plan vectoriel de R3. La dimension de E, est égale a 2 et une base
de Es est formée des deux vecteurs

1 1
V1 = —1 , Uy = 0
0 1
Etude du sous-espace vectoriel Ejg
x
Un vecteur X = | y | appartient a Eg si et seulement si (A—613)X = 0.
z

Ce qui équivaut a

1 -3 —-11]0
0 0 010 <:>{ac—3zy—z :8 @{j =3y
0 0 —-410 - N
La matrice (A — 61) est de rang 2, donc
dimFE;=3—-2=1.
La dimension de Fjg est égale a 1 et une base de Ejg est
3
V3 = 1
0
(3) Considérons 'application linéaire dérivation D définie sur C*(R) par
D(f)=rf
et cherchons ses valeurs propres.

A € Sp(D) si, et seulement si, il existe f € C*(R), f # 0, tel que f' =
Af. 11 s’agit donc de résoudre I'équation différentielle f’ = A\f. Sa solution
générale est f(t) = KeM. Ainsi, Sp(D) = R et pour tout A € R, E\(D) =
Vect(eM) = Re,

(4) Etudions la dérivation D sur K[X], définie par

DP =P

Un scalaire A appartient a Sp(D) si, et seulement s’il existe un polynéme
non nul P tel que P' = AP. Or deg P’ < deg P et deg AP = deg P, donc
nécessairement A = 0 et le polynéme P est constant. Ainsi Sp(D) = {0} et
Ey(D) est I'ensemble des polynomes constants.

Remarque 4.3. (1) Les vecteurs propres de f associés a A sont les vecteurs
non nuls de E,(f).

(2) Un vecteur est appelé vecteur propre de f si c’est un vecteur propre
associé a une valeur propre. Celle-ci est unique puisque A\v = pv et v # 0
entraine A = p.
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(3) Les mémes remarques sont aussi valables pour les éléments propres
d’une matrice carrée A € M,,(K).

(4) Supposons E de dimension finie n. Si B est une base de E, I'endo-
morphisme f et sa matrice A dans B ont mémes valeurs propres et des
sous-espaces propres isomorphes par 'isomorphisme Matg : £ — K" qui
associe a tout vecteur la famille de ses coordonnées dans B.

Proposition 4.4. (a) Soient E un K-espace vectoriel et A € K. On a,

A € Sp(f) & Ex(f) = Ker(f — Ald) # {0z}
< f — Ald n’est pas injectif
(b) Soientn € N*;, A € M,(K) et A € K. On a,
A€ Sp(A) & E\(A) =Ker(A — \,,) # {0k}
< A — M, ¢ GL,(K)
s rang(A—A,) <n
En particulier, pour toute A de M,,(K) on a
A€ GL,(K) < 0 ¢ Spx(A).
Démonstration. Immédiat. OJ

Remarque 4.5. Si A est une matrice a coefficients réels, on peut considérer
que A appartient a M,,(R) ou & M,,(C). On obtient dans le premier cas, les
éléments propres réels, dans le second, les éléments propres complexes de A.

On distinguera donc le spectre réel Spgp(A) de A, formé des A € R tels
que (A — A\I,) ne soit pas inversible, du spectre complexe, Spe(A), de cette
matrice. Plus précisément, on a

Spgr(A) = Spc(A4) NR.

Cn peut prendre comme exemple la matrice A = _01 é) On a ya(\) =

A2 + 1. Comme ce polynéme n’a pas de racines réelles, Spy(A) = (). Par
contre x4 admet +i comme racines complexes, donc Spg(A4) = {—i, +i}.

Proposition 4.6. Si x € E)\(f) et P € K[X], alors P(f)(z) = P(\)zx.
En particulier, si A est une valeur propre de f alors P(X\) est une valeur
propre de P(f).

Démonstration. Posons P = Y 7_ axX". Soit x € E\(f). Comme f*(z) =
Mz pour tout k, on a

P(f)z = (Z akfk> (r) = <Z ak)\k) x=P(\)x.

k=0 k=0

ce qui prouve que si A est un valeur propre de f, alors P()\) est valeur propre
de P(f). O
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Corollaire 4.7. Si A est une valeur propre de f, alors A est racine de tout
polynome annulateur de f.

Démonstration. Soit P un polynome annulateur de f. Si A est une valeur
propre de f, la proposition précédente montre si x est un vecteur propre
pour la valeur propre A alors P(A)z = 0. On en déduit P(\) = 0 puisque z
est non nul. O

Théoreme 4.8. Lorsque f posséde un polynome minimal, les valeurs propres
de f sont exactement les racines dans K de ce polynome.

Démonstration. Soit 7y le polynome minimal de f. Le corollaire précédent
montre que toute valeur propre de f est racine de 7y (car 7y est un polynéme
annulateur de f). Réciproquement, supposons que A est une racine de 7. Il
existe donc un polynome @ € K[X] tel que 7f = (X — \)Q. L’évaluation en
f, donne
0= m(f) = (f — \1dg) 0 Q).

Si A n’est pas une valeur propre de f, alors 'application f — A Idg est injec-
tive, et il s’ensuit que Q(f) = 0, ce qui contredit la minimalité de 7. 0

Proposition 4.9. Si f et g sont deur endomorphismes de E qui commutent
alors les sous-espaces propres Ex(f) de f sont stables par g.

Démonstration. Ceci est une conséquence immédiate de la proposition 1.2
appliquée a f — Aldg et ¢ qui commutent puisque f et g le sont. O

Corollaire 4.10. Les sous-espaces propres de f sont stables par f.

Théoréme 4.11. Si(\y,...,\,) € K? est une famille de valeurs propres de
f deuzx a deux distinctes, alors la famille des sous-espaces vectoriels

Ex(f), - Ex(f)

est en somme directe, i.e.
Ex(f)+.. .+ E\(f)=Ex(f)©...®E)(f)

Démonstration. Les polynomes (X — ;) ;, sont deux a deux premiers
entre eux. Par le lemme des noyaux, les sous-espaces

(Ker (f — )‘iIdE))lgigp

sont en somme directe. O

Corollaire 4.12. Toute famille de vecteurs propres associés a des valeurs
propres deux a deux distinctes est libre.

Démonstration. Soit x1, ..., x, une famille finie de vecteurs propres associés
a des valeurs propres Ay, . .., A, deux a deux distinctes. Soient oy, ..., 0, € K
tels que

ory + ...+ apr, =0
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Comme pour tout i, on a «;x; € E),(f) et comme les sous-espaces Ej, (f)
sont en somme directe, on déduit que o;z; = 0 ce qui conduit a a; = 0
puisque z; # 0. O

5. POLYNOME CARACTERISTIQUE

On suppose dans ce paragraphe que E est de dimension finie n.

Etant donnée une matrice carrée A d’ordre n, on cherche un polynome
dont les racines sont précisément les valeurs propres de A.

Si A est une matrice diagonale ou plus généralement une matrice trian-
gulaire, alors les valeurs propres de A sont les coefficients diagonaux Aq, .. .,
A, de A et nous pouvons définir le polynéme caractéristique comme étant

M= X) (o — X) ... (A — X)

Ce polynome est le déterminant det (A — X1,,).

Pour une matrice quelconque A, si A est une valeur propre de A, alors il
existe un vecteur colonne propre v non nul tel que Av = v, soit ( (A —
A,)v = 0). Puisque v est non nul, la matrice A — \[,, n’est pas inversible,
et donc a un déterminant nul. Cela montre que les valeurs propres de A
sont des zéros de la fonction A — det (A — AI,,) ou des racines du polynéme
det (A — X1,).

Définition 5.1. Soit A € M, (K) une matrice carrée d’ordre n. Le po-
lynéme caractéristique de A, noté x1(X), est le polynome défini par

xa(X) :=det(A—X1,). (4)

Remarque 5.2. Au lieu de 'expression (5), certains auteurs définissent le

polynome caractéristique comme étant det (X I, — A). Avec cette définition,

le polynome caractéristique est unitaire. Ceci n’est pas le cas pour la définition
(5), puisque l'on a : det (A — X1I,,) = (—1)"det (X1, — A). La définition (5)

présente I’ “avantage” que x4(0) = det A.

Exemple 5.3. (1) Le polynome caractéristique d’une matrice A = ( Z [c)l ) €
M, (K) est

‘:XQ—(a+d)X+ad—bc

= X2 — tr(A)X + det(A).
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ay az as
(2) Le polynome caractéristique de A = | ay a5 ag | € M3(K) est :
a7y ag Qg
a; — X (05} as
xa(X) = Qg as — X ag
ay as a9 — X

= X3+ aX?—bX +c

ol
a=1tr(A), c=det(A)
et
bh— as Qg a; as a; as
ag ag az Qg a4 as

(ce sont tous les déterminants extraits d’ordre 2 qui contiennent deux termes
diagonaux de A).

Plus généralement, on a
Proposition 5.4. Pour A € M, (K),
Xa(X) = (=1)"X" + (=) o, 1 X"+ (1) P, o X2 4 g
avec
ap_q = tr(A), ay=det(A)
et

Ap_9 = Z det (A@j)
1<i<j<n
ou les det (A;;), pour 1 < i < j < n, sont tous les déterminants extraits
d’ordre 2 qui contiennent deux termes diagonaux de A, soit

Qi Qg
@ji  jj

Démonstration. Soit A = (a; ;).
La matrice (A — X1,) est une matrice a coefficient (a;; — X6;;)1<i j<n-
Son déterminant, donné par

det(A = X1,) = Y £(0) (arw)1 = Xdo(1)1) - (domn = XOo(m)n)
S

C’est un polynome de degré inférieur ou égal a n.
Lorsque o n’est pas l'identité, il existe au moins deux éléments distincts ¢
et j de [1,n] tels que 0,(;),; et 0o(;),; soient nuls et le terme

£(0) (o)1 — Xo(1)1) - - - (Ao(n)n — Xo(n)n)
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est de degré intérieur ou égal a n — 2. Le terme de degré n — 2 est donc

précisément
(—1)n—2< > det(Am-)> X2

1<i<j<n
Les termes de degré n et n — 1 de y4(X) sont ceux du produit
(10 = X) - (ann — X)),

soit (—1)"X™ et (—=1)" M (ags+ - 4 anyn) X" = (=1)" " tr(A) X" res-
pectivement. On obtient finalement le terme constant ay = det A de xa(X)
en évaluant en 0 . 0J
cos(f) —sin(6)
sin(f)  cos(h)

dans M5(R), son polynéme caractéristique est

xo(X) = X% — 2cos(0)X + 1.

Exemple 5.5. Si Ry = ( > est une matrice de rotation

Proposition 5.6. Deux matrices semblables ont méme polynome caractéristique,
Autrement dit, pour tout A € M, (K) et tout P € GL(K),
XPAP-1 = XA-

Par conséquent A et PAP~' ont méme valeurs propres.

Démonstration. On a en effet :
det (PAP™" — X1,) =det (P(A— XI,) P") =det (A— X1I,).
O

Définition 5.7. Soit f € L(FE). Le polynéme caractéristique de f, noté
Xr(X), est le polynome défini par

Xf(X) :==det (f — XId). (5)

Si f a pour matrice A dans une base de E, alors A et f ont méme polynome
caractéristique.

Corollaire 5.8. Soient f est un endomorphisme de E et g un automor-
phisme de E. Alors

(a) f et go fog ' ont le méme polynéme caractéristique (et donc méme
valeurs propres) ;

(b) pour toute valeurs propre X, on a Ex(go fog™) = g(Exf)).

Démonstration. Le point (a) découle de la proposition 5.6. On peut méme
voir que f et go f o g ! ont les mémes polynomes annulateurs d’apres la
remarque 2.3.

(b) Soit A une valeur propre de f et soit € E)\(f). On a f(x) = Az et

go fog g(x) = g(f(x)) = Ag(x)
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Donc g(z) € Ex(go fog™). Dou
g(Ex(f)) C Ex(go fog™). (6)

On applique maintenant 'inclusion (6) que nous venons de démontrer a
I'endomorphisme f' = go f o g~! et & Pautomorphisme ¢g—!. On trouve
g7 (Ex(go fog™)) CE\g ' o(gofog™)og)=ENf)
ce qui donne en composant par g,
Ex(go fog™) C g(Ex(f))
OJ
Proposition 5.9. Si F' est un sous espace vectoriel de E stable par f €

L(E), alors le polynome caractéristique de la restriction de f a F divise
celui de f.

Démonstration. On désigne par By = (eq,...,e,) une base de F' complétée
en une base B = (eq,...,€p,€pi1,-..,6,) de E . Dans cette base la matrice
de f est

(A A
A= (7 )

A; est la matrice, dans la base By, de la restriction fijp de f a F (F est
stable par f). On déduit que le polynome caractéristique de f s’écrit
A — X1 As
X) =det P
Xf( ) € ( 0 A3_X-[n—p>
=det (4; — X1,)det (A3 — X1,,_,)
= Xy (X) det (A3 — X1, ;)

On en déduit alors que xs est un multiple du polynome caractéristique de
la restriction de f a F. O

Proposition 5.10. Soit (Ey, ..., E,.) une famille de sous-espaces de E telle
que E=FE1®---® E,.. Si [ € L(E)stabilise chaque E;, 1 <i <, alors le
polynome caractéristique de f est donnée par

X (X) = x5 (X)) xp (X)

ou f; est l'endomorphisme induit par f sur E; quel que soit 1.

Démonstration. Dans une base adaptée a la somme directe considérée, la
matrice de f est une matrice diagonale par blocs dont le ™ bloc diagonal
est la matrice A; de f;. Le déterminant de la matrice diagonale par blocs
A — X1, est donc le produit des polynomes caractéristiques des f;.

O

Théoreme 5.11. Un scalaire \ € K est une valeur propre de f si, et seule-
ment si, ¢’est une racine du polynome caractéristique de f.
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Démonstration. Un scalaire A € K est une valeur propre si, et seulement si,
f — Aldg n’est pas inversible c’est-a-dire

Xr(A) = det (f — Aldg) =0
O
Corollaire 5.12. (a) Un endomorphisme f d’un K-espace vectoriel de di-
mension n a au plus n valeurs propres distinctes.

(b) Si K = C, alors f a au moins une valeur propre.
(c) SiK =R et sin est impair, alors f a au moins une valeur propre.

cos(f) —sin(0)
sin(f)  cos(0)
tion dans M5 (R), son polynéme caractéristique est

Exemple 5.13. (1) Si Ry = ( ) est une matrice de rota-

xo(X) = X?—2cos(0)X + 1 = (X — cos(f))? + sin*(0)

Sif# € R\7Z ce polynome n’a pas de racine réelle et on a donc Spg (Ry) = ()
Si 0 € wZ, alors dans ce cas Ry = £15.
Si on considere Ry comme une matrice de My(C), alors son polynéme ca-
ractéristique a deux racines complexes,

xo(X) = X% —2cos(0)X + 1= (X — ) (X —e™™)

soit Spe(Rg) = {e, e~}

. cos(f sin (6
(2) 8155 = ( sin((9)> - co(s()Q

son polynome caractéristique est

Py(X)=X?—1

) ) est une matrice de réflexion dans My (R),

et Sp (Sp) = {—1,1}.

2 5 —6
(3) Exemple Soit A= 4 6 —9 |. Le polynome caractéristique de A
3 6 —8

est donné par le déterminant :

X-2 =5 6
-4 X -6 9
-3 -6 X +38

La somme des coefficients des lignes du déterminant ci-dessus étant X — 1,
I'opération C < C + Cy + C3 montre que l'on a

1 -5 6

aX)=(X-1|1 X-6 9
1 -6 X+8



POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES 21

Les opérations Lo <— Lo — Ly et L3 < L3 — Ly conduisent a :

1 -5 6
xaX)=(X-1)]0 X-1 3 |=X-1)(X"+X+1).
0 -1 X+2

Le spectre de A est donc Spp(A) = {1, j, 7%} dans C et seulement Spg(A) =
{1} dans R.

Exemple 5.14. Calculer les valeurs propres de la matrice

11 -+ 11
10 --- 01
A= 1 0 e Mu(R)
10 0 1
11 11
pour n > 3.
Le polynome caractéristique de A est
1-X 1 1 1 1 1
1 -X 0 o --- 0 1
1 o -X 0 --- 0 1
a(X) = . . ) ) ) )
1 0 o o0 . 0 1
1 0 o o0 - =X 1
1 1 1 1 - 1 1-X

En retranchant la colonne n a la colonne 1 et la c