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1. PERMUTATIONS D’UN ENSEMBLE FINI

Nous allons donner ici une breve introduction au groupe de permutations. Tous les
résultats de ce paragraphe seront admis. Pour plus de détails, vous pouvez consulter le
chapitre 4 du cours Algebre 2 en suivant lien suivant :
http://khalid-koufany.perso.math.cnrs.fr/Algebre2/

Soit [1,n] lensemble {1,---,n} des n premiers entiers. Une permutation de [1,7n]
est une application bijective de [1,n] dans lui méme. L’ensemble des permutations de
[1,n] sera noté par S,, ou par &,. Une permutation o € S, sera désignée par le tableau
de ses valeurs

7= (o) o2) - o)

Par exemple dans S, la permutation

o=(3311)

est la permutation qui envoie 1 sur 3, 3 sur 1 et laisse fixes 2 et 4.
La permutation identique sera désignée par Id.

Proposition 1.1. Muni de la composition des applications, S, est un groupe. Son ordre
(cardinal) est égal n!. Le groupe S, est appelé groupe symétrique de degré n ou bien
groupe de permutations de [1,n].

Démonstration. En effect, on vérifie assez facilement que :
— 8l 01,00 €Sy, alors g1 009 €8, ;
— Id est I’élément neutre de S,,, c-a-d. pour tout 0 € S, [doo =cold =0}
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2 DETERMINANTS

—la loi de composition est associative, c-a-d. pour tout o1, 02,03 € S, on a (g1 003)0
03 20'10(0’2003);

— tout élément de S,, est inversible, c-a-d. pour tout ¢ € S,,, la bijection réciproque
o1 est un élément de S, et onacooc ! =cloo =1d.

Calculons maintenant le cardinal de S,,. Une permutation o : [1,n] — [1,n] est donc
la donnée, pout tout i € {1,2,--- ,n} d’une unique image dans {1,2,--- ,n}. Aussi, nous
effectuons un raisonnement par arbre : il y a n choix pour 1, (n — 1) choix pour 2, etc...
jusqu’a 1 seul choix pour n d’ou il y a n! permutations différentes.

O

Dans la suite, la composition de deux permutations o o 7 sera désignée par o7.

Définition 1.2. Une transposition de S, est un élément 7 € S, qui permute deux
éléments de [1,n] et laisse les autre fizes. Une transposition sera désignée par 7 = (i j)
avec i % j, celle-ci vérifie

(i) = 7,

T(4) =1,

T(x) =2 pour tout x € [1,n] \ {7, 5}

Un cycle de longueur k est une permutation de S,, notée 0 = (x1 2 ... T), ou
x1,Ta, ...,z sont des éléments distincts de [1,n], vérifiant :

o(x1) = 29,

o(xg) = x3,

o(xp—1) = x)

o(xg) = 21,
olz) ==z pour tout © € [1,n]\ {x1, - ,zx}.
autrement dit, 0 = (x1 x2 ... x) permute circulairement x1, o, ...,z et laissent fizes

les autres éléments de [1,n].

Exemple 1.3. Le groupe Sy est d’ordre 2, se compose de Id et de la transposition
7 =(12). 1 est trivialement commutatif.

Le groupe Ss est d’ordre 3! = 6, se compose de Id, de trois transpositions 715 = (1 2),
713 = (1 3), 723 = (2 3) et de deux cycles ¢ = (1 2 3), ¢/ = (1 3 2). On peut remarquer
que cTo3 = T12 alors que To3¢ = T13. Par conséquent S3 n’est pas commutatif et pour tout
n > 3, S, n'est pas commutatif, car il contient Ss.

Théoreme 1.4. Toute permutation o € S, \ {Id} se décompose en produit de transposi-
tions

O =T1T2 """ Tk-
Définition 1.5. Soit une permutation o € S,,. On dit qu’un couple (i,7) € [1,n] x [1,n]
est une inversion de o sii < j et o(i) > o(j).
On note I(o) le nombre d’inversions de la permutation o, et on définit la signature de
la permutation o par

e(o) = (=1
La signature d’une permutation o € S, est également donnée par la formule
o(j) — (i)
1<i<j<n

On dit qu’une permutation o est paire si (o) = +1 et impaire si e(c) = —1.
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Exemple 1.6. Soit la permutation

o=(3315%)
Les couples qui présentent une inversion de o sont (1,3), (2,3) et (4,5). Donc I(c) = 3
et e(o) = (—1)3 = —1.
Remarque 1.7. Soit une permutation

1 2 e
0= (o(t) o = o(m)-)

I(0) se calcule en dénombrant, pour chaque terme de la seconde ligne, le nombre de

termes inférieurs qui le suivent.
Par exemple le nombre d’inversions de

est [(0) =3+4+0+3+4+2+3+1+1+0=21,donce(o) =(-1)* = —1.

Proposition 1.8. La signature vérifie les propriétés suivantes :
(a) e(Id) =1
(b) Pour tout o,p € Sy, e(op) = e(o)e(p).
(¢) Pour tout o € S,,, e(071) = g(0).

Proposition 1.9. Sic € S, est un cycle de longueur k, alors sa signature est e(c) =
(=1)*=L. En particulier toute transposition T = (i j) € S, est de signature —1 (et donc
une permutation impaire).

Théoreme 1.10. Toute permutation o € Sy, \ {Id} se décompose en produit de cycles
deuzr & deux disjoints (le groupe S(E) est engendré par les cycles). Cette décomposition
est unique & l’ordre pres.

Exemple 1.11. (a) Soit la permutation
(123456 7 8
“\2345 176 8)"
Onao(l)=2,0(2) =3,0(3) =4, c(4) =5, 6(5) = 1, ce qui donne le premier cycle
Y1 = (172537475)'

Puis 0(6) = 7, o(7) = 6 d’out le deuxie¢me cycle v2 = (6, 7).
On a donc 0 = 7172 = Y271 et e(0) = e(y1)e(n1) = (—1)°7t x (=1) = —1.

(b) On a
53)=(123)(45)
=k (-1) = -1

o= (331

1
et donc e(0) =£((1 2 3))e((45)) = (-1)

2. APPLICATIONS MULTI-LINEAIRES

Dans la suite de ce chapitre, K désigne le corps R ou C, E et F' sont deux espaces
vectoriels sur K et p un entier naturel non nul.

Définition 2.1. Une application p-linéaire de E dans F est une application f de
EP = E x --- x E dans F telle que pour toute famille (v1,vs,...,vp) de EP et pour tout
i € [1,p], Uapplication :

E—F
JJ’—>f(’l)h...,’1}7;,1,1‘,’111‘4»1,...7’0:0)

soit une application linéaire.
Une forme p-linéaire sur E est une application p-linéaire de E dans K.
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Exemple 2.2. (a) Une application linéaire f: E — F est une application 1-linéaire.

(b) L’application

R?xR*> — R
((z1,22), (y1,92)) —> z1y1 + T2y2

est une forme bilinéaire, c-a-d. 2-linéaire, sur R2.

(¢) Si E est un K-espace vectoriel de dimension 2 et (e, ez) une base de E, alors
I’application

(z1€1 + 202, Y161 + Y2€2) — T1Y2 — T2

est une forme bilinéaire sur F.

(d) L’application

¢’([0,1],R)* —

U’U}—)/

est une forme bilinéaire sur E = C%([0, 1],

(e) L’application
Cr —C

(21,22,...,2p) —> 2122 -+~ 2p
est une application p-linéaire sur C.

2.1. Expression d’une application p-linéaire en dimension finie. On munit F
d’une base (€i);¢;c,-

— Applications bilinéaires (p = 2).

Si f est une application bilinéaire de E dans F et si v et v sont deux vecteurs de E

tels que
n n
u = Z ae; et v= Z b;e;
i=1 i=1

alors on a

=/ (Z ke, sz€z>
k=1 =1
=> anf <ek72blel>
k=1 =1
=> ax (Z bzf(ek,el)>
k=1 \i=1
=33 abif (exer).

k=11=1
Réciproquement, si (y; ;) (/) €[1,n]2 est une famille de vecteurs de F', I'application

n n
(Z aiei,Zbie,) — Z akblyk,l
i=1 =1

(k,l)e[1,n]?

est une application bilinéaire de FE dans F'.
— Applications trilinéaires (p = 3).
Si f est une application trilinéaire de F dans F et si u1, us et ug sont trois vecteurs de

FE tels que
n n n
= E aj,1€4, U2 = E G264, Uz = E 4,364
i=1 i=1 i=1
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alors, on a

n

n n
fuug,us) =Y araer, »  azer,
k=1 =1

Am,3€m
1

m=

n n n
= E ak,lf €k, E ap2€;, E Am, 3Em
k=1 =1 m=1
n n
=§ ag,1 E a2 f ekvez,g Am,3€m
m=1

1 =

n n
s | D amaf (exserem)
m=1
n n n

= ZZ ak’,lal,Qamﬁf (ek’aelaem) .
1

k=11=1 m=

Réciproquement, si (yi,jyk)( I8 est une famille de vecteurs de F', I'application

i,j,k)€[1,n

n n n
E ai,leiag ai,2€i7g a;3€; | — E Ak 101,20m 3Yk,l,m
i=1 i=1 i=1

(k,lm)€[1,n]?
est une application trilinéaire de F dans F'.

Proposition 2.3 (Cas général). Soit f une application p-linéaire de E dans F. Si
UL, U2, ..., Uy SONt p vecteurs de E tels que :

n
V] S [[1,])]], U; = Zai,jei
=1

alors on a

f(ul,u2,...,up): Z aihlaimg...aimpf(eil,eiZ,...,eip)
1<i1<n
1<io<n

1<ip<n

Démonstration. Vérifions cette formule par récurrence sur p.
Soit f une application 1-linéaire sur E, c¢’est-a-dire une application linéaire sur E. Si
up =Yy i a1, 0ona f(u) =1 a;1f(e), ce qui démontre la relation pour p = 1.
Supposons la formule vérifiée au rang p—1, avec p > 2. Soit f une application p-linéaire
de E dans F' et ui,ug,...,u, € E tels que

n
V] S [[1,p]],uj = Zam‘ei.
=1

Par linéarité de Papplication = — f (u1,us,...,up—1,Z) o0 &
n
flur,ug, ... up) = Z ai,pf (ul,U2, ce Up—1, eip) (1)
ip=1

Or, pour tout entier i, € [1,n], Papplication

(1‘1,33‘2, . ,l‘p_l) — f (1‘1,1‘2, e ,.pr_l,eip)
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est une application (p — 1)-linéaire, donc d’apres I’hypothese de récurrence il en résulte

f(u1,u27~~-7up—1,€ip) = Z ail,lai2,2~~aip,1,p—1f(emeigy--weip)

1<ii<n
1<1',2<n

1<ip_1§n
ce qui, en remplagant dans I’égalité (1), donne

n

f(ul,ug,...,up) = E aip,p( E ail,laizﬁg...ai%l}p,lf (eil,eh,...,eip))
ip=1 1<iisn
1<i2<n
1<ip,1<n

et prouve la relation au rang p.

Réciproquement, si (yih,,_,ip) ( est une famille de vecteurs de F', alors I'ap-

i1,...,0p)E[1,n]P

plication
n n n
g a;,1€4, E 3,2€i; - - -y E Q;p€i | —> E Gy 1Giy,2 " " Gipy pYiy ... i
i=1 i=1 i=1 (i1,...rip)E[1,n]P
est une application p-linéaire de E dans F'. O

2.2. Applications p-linéaires alternées. On va étudier a présent une famille impor-
tante des applications p-linéaires.

Définition 2.4. Une application p-linéaire f de E dans F est alternée si pour tout
(u1,u2,...,up) € EP et pour tout i # j, on a

Ui = Uj :>f(U1,UJ2,...,Up) =0.

Proposition 2.5. f est une application p-linéaire alternée, si et seulement si, f anti-

symétrique, c’est-d-dire vérifie pour tout (u1,us,...,up) € EP et pour tout i < j :
f(ul’... s ui’... s uj’... 7up) :—f(ul,... s uj’ s U; y oo 7up)

+ 4 ! h

ieme jéme ieme jeme
Démonstration. Supposons f alternée. Etant donnés i et Jjtelsque i < j, fixons ug, ug, ..., up.
L’application g :

E* — F
(z,y) l—>f(u1,..., aj ey % ,...,up)

est une application bilinéaire de F dans F' vérifiant
Vo € E, g(x,xz) =0.
Montrons :
V(z,y) € B g(z,y) = —g(y, ).

Pour (z,y) € E?, la bilinéarité de g nous donne

g@+y.x+y) =g )+ 9@y +9.z)+9y,y)
ce qui prouve le résultat puisque

9(x,2) =g(y,y) =g +y,x+y) =0.

Réciproquement, supposons f antisymétrique et soit i # j tels que u; = u;. En
échangeant u; et u;, la valeur de f change de signe. Comme elle n’est pas modifiée car
u; = uj, cela prouve qu’elle est nulle. O
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Exemple 2.6. Sur un espace vectoriel E de dimension 2 muni d’une base (e, e2),
- la forme bilinéaire (x1e1 + x2ea,y1€1 + Yae2) — T1ys — T2y est alternée.
- la forme bilinéaire (z1e1 + x2e2,y1€1 + Y2e2) — T1y1 + T2y2 n'est pas alternée.

Proposition 2.7. Soit f une application p-linéaire alternée de E dans F. Si (u1,ug, ..., Up)
est une famille lide de vecteurs de E, alors f (u1,ug,...,up) =0.
Démonstration. Comme la famille (uq,ug, ..., up) est liée, il existe ¢ tel que u; soit com-

binaison linéaire Zk #i Apup des autres vecteurs. Donc
f (ul, U, .. . ,Up) = f(ul, ey Uj—1, E )\kuk,uiJrl, . ,up)
ki

= S (U iy, Uk Ui )
ki
=0

puisque chacune des familles (u1,...,u;—1, Uk, Uit1, ..., Up), POUr k # 4, contient deux
vecteurs égaux et que f est alternée. O

Corollaire 2.8. Soit f une application p-linéaire alternée de E dans F' et soit (uy, ug, ..., up) €
EP. Le vecteur f (u1,us,...,up) est inchangé si l'on ajoute a 'un des u; une combinaison
linéaire des autres.

Démonstration. Si x est une combinaison linéaire de la famille
(Ul, ey U1, Ujg1y - ,up)
alors, d’apres la proposition précédente
f (ul, e ,uj_l,x,uj_‘_l, e ,up) =0

et, par p-linéarité de f, on a

Flur, o ujo1,u + 2w, Up) =F(Un, o U1, Uy Uity - e, Up)
+f (ulw"?ujfhxauj‘l*lw"7up)
:f (1,(,17...,Uj_17Uj,Uj+1,...,up)

2.3. Expression d’une application n-linéaire alternée en dimension n. Dans ce
sous-paragraphe E est un K-espace vectoriel de dimension n. La proposition 2.5 implique
que si f est n-linéaire alternée, alors pour toute transposition 7 € S,,, et pour tout u € E™,
on a
f (uT(1)7uT(2)7 cee 7u7'(n)) = _f (u17u27 cee ,’U,n) )

ou encore

f (U"r(l)a Ur(2)y - -+ 7’“/7'(71)) = E(T)f (ula U2, .- - ,’U,n) ) (2)
ou ¢ la signature de S,,.

Proposition 2.9. Soit f une application n-linéaire alternée de E dans F et o une
permutation de S,,. Alors, pour tout (uy,us,...,u,) € E™,
J (Ue1), Us2)s - - Uo(ny) = €(0) f (U1, u2,. .. up) .
Démonstration. D’apres le theoréme 1.4, 0 se décompose comme un produit de transpo-
sitions,
O =T1T2 """ Tk-
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L’égalité (2) utilisée successivement nous donne

f (U’U(l)? U’O’(Q)? ce 7u0(n)) = 6(7’1)f (U’TZ'”Tk(l)’ uTZ'"Tk(2)7 AR u7'2"'7k(”))
= 8(7’1)6(7’2)f (uTg---Tk(1)7 Urg-oo7i(2)5 - - 7u73~-‘rk(n))
=e(m)e(re) - -e(mi) f(ur, ug, . .., up).

D’apres la proposition 1.8, la signature d’un produit est le produit des signatures, on
obtient donc &(71)e(2) -+ (1) = (i om0 - 07;) = &(c). Dol la le résultat.
O

Proposition 2.10. Soit ¢ une application n-linéaire alternée sur E muni d’une base
B = (e1,ea,...,€n). Siu,usg,..., u, sontn vecteurs tels que :

n
Vj S [[1,71]],1&]‘ = Zai,jei,
=1

alors

@ (ur,uz, ..., up) = Z 5(0)%(1),1%(2),2 - Qo (n),n¥ (e1,€2,...,6n). (3)
gES,,

Démonstration. On a, d’apres la proposition 2.3

<P(U1’U2,--~7un)= E az‘171ai2,2---ain,n¢(€i1,€i27-~-,ein)
1<ii<n
1<i2<n

1<in<n

= Z U5(1),105(2),2 - - - Ao(n),nP (60(1)7 Co(2)s-- s ea‘(n))
ce[Ln]itm]

ott [1,n]It"] est 'ensemble des suites d’éléments dans [1,n] et indexées par [1,n].
Or lorsque o € [1,n]I"] n’est pas une permutation (pas une bijection), la famille
(eg(l), €o(2)) - - ,eg(n)) possede au moins deux vecteurs égaux et qu’alors son image par
I’application n-linéaire alternée ¢ est nulle, donc

¥ (uh U2,y - - - »un) = Z A5 (1),1005(2),2 - - - Ao (n),n¥ (ea'(l)a €a(2)s- - ea’(n)) .
c€eS,
et d’apres La proposition 2.9 on a
2 (ula U2,y ... 7un) = Z E(U)aa(l),lao’(Z),Q cee aa(n),n@ (ela €2, ... ;en) . (4)
gES,

d

Proposition 2.11. L’ensemble des applications p-linéaires alternées de E dans F', est
non vide et stable par combinaisons linéaires ; ¢’est donc un sous-espace vectoriel de l’es-
pace vectoriel F (EP, F).

En particulier, I’ensemble des formes p-linéaires alternées sur E est un espace vectoriel
que 'on note \7(E).

Démonstration. Facile a établir. O
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2.4. Formes n-linéaires alternées sur un espace de dimension n. Nous supposons
aussi dans ce sous-paragraphe que F est un K-espace vectoriel de dimension n. Nous
allons d’abord caractériser les formes n-linéaires alternées en dimension 2 et 3 pour avoir
une idée sur le cas général.

Cas de la dimension 2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2 rapporté & une
base (e, e2) et ¢ une forme bilinéaire alternée sur E. Si u et v sont deux vecteurs de E
s’écrivant

U = aje; + ases et v = b161 + b2€2
la bilinéarité de ¢ permet d’écrire
o(u,v) = ¢ (arer + agez, biey + baea)
= alblga (61, 61) + a1b2<p (61, 62) + agblgp (62, 61) + a2b2<p (62, 62) .

Comme ¢ est alternée, on a

plere1) =@ (ez,e2) =0 et p(er,e1) = —p(e1,e2)
ce qui donne
o(u,v) = (a1by — a2by) ¢ (e1, e2)
Donc ¢ est proportionnelle a la forme bilinéaire alternée
wo: E? - K
(u,v) = ajby —asby

(5)

On voit aussi que si 'on impose ¢ (e1,ez) = 1, la forme ¢ est alors égale a ¢,

Cas de la dimension 3. Soit ' un K-espace vectoriel de dimension 3 rapporté a
une base (e, eq,e3) et ¢ une forme trilinéaire alternée sur E. Si uj,us et ug sont trois
vecteurs de E s’écrivant

3
Vj S [[1,3]], U; = Zai,jei
=1

la trilinéarité de ¢ permet d’écrire

3 3
¢ (u1, u2,u3) = ZZ Z Ak, 101,20 30 (€k, €1, €m) -

3
k=11=1 m=1

Comme ¢ est alternée, ¢ (eg, €, e,,) est nul dés que k,l et m ne sont pas distincts deux
a deux et
2,€1, 63) = _SO (617 €2, 63)

€1, €2, 63)

(
(61, €2, 63)

¢ (e1,e3,62) = p(es,e2,e1) = (e
¢ (e2,e3,61) = —p(e3,e2,€1) = ¢
¢ (e3,€1,62) = —p(e1,e3,€2) =
On obtient donc
@ (u1,uz,uz) = (+ a1,102,2a3,3 — 41,143,202,3 + 02,143,201 3
—02,101,203 3 + A3,101,202,3 — A3,102,2013) ¥ (€1, €2, €3)
Donc ¢ est proportionnelle a la forme trilinéaire alternée
©wo: E3 — K
(Ul, Uz, u3) — +ai11a22033 — a1,103202 3 (6)

+ag 1032013 — 2,101,203 3
+a3 1012023 — a3,1A2 201 3

et si 'on impose ¢ (e1,e2,e3) = 1, la forme ¢ est alors égale & ¢g.
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Théoreme 2.12. Soit B = (e1,ea,...,e,) une base de E.
(a) Il existe une unique forme n-linéaire alternée pg sur E telle que

wo (e1,e9,...,e,) = 1.
(b) Toute forme n-linéaire alternée sur E est proportionnelle a vg.
Démonstration. Posons Vj € [1,n],u; = D1 | aze;.

Si 'on note ¢ 'application de E™ dans K définie par

®o (ula Uz, ... 7un) = Z 8(0’)@0(1),10,0(2)72 <o Qg (n)n (7)
gES,
la formule (3) montre que toute forme n-linéaire alternée ¢ est proportionnelle a g, et
plus précisément que 'on a :
¢ =p(e1,€2,...,€n)po.

En particulier, si ¢ (e1,e2,...€,) = 1, on a ¢ = @q, ce qui prouve 'unicité. II ne reste plus

qu’a montrer que g est une forme n-linéaire alternée vérifiant g (e1,e2,...,e,) = 1.
L’expression de ¢y prouve que c’est une forme n-linéaire.
Montrons que si, pour i # j, l'on a u; = u;, alors @g (u1, ug, ..., u,) = 0.

Soit la transposition 7 = (i j) et soit A4, C S, lensemble des permutations paires.

L’ensemble des permutations impaires est alors A,7 = {07 |0 € A,}. On peut donc
écrire

o (ur,uz, ... un) = Y (0) [] tomn
k=1

gES,
n n
- Z H Qo (k)b — Z H Aor(k),k
o€EA, k=1 oEA, k=1

Or, on a
Ugr(i),i = Qo(j),i = Ao(j),j €0 Qor(j),j = Go(i),j = Qo(i),i

puisque u; = u;. Comme yr(k),k = Ao (k) POUr k ¢ {i,j}, donc

H Aor(k),k = H Ao (k),k
k=1 k=1

et par suite g (uy,us,...,u,) =0.
Enfin, vérifions que o (e1, €2, ...,e,) = 1. Par définition de g, on a

©®o (61, €2,y ..., €n) = Z 6(0’)50(1)}150(2))2 ‘e 5(,(”)’”
oES,,

oll (6i,j)1<i7j<n est la matrice des composantes de ey, es, ..., e, dans (e1,ea,...,e,) cest-
a-dire est égale a I,,.

Dans la somme précédente,

- si 0 n’est pas l'identité, il existe i € [1,n] tel que (i) # i et donc d,(;),; = 0. Par
suite le produit €(0)6,(1),105(2),2 - - - S (n),n €st nul.

-sio= Id, on a 8(0)50(1))15[,(2)_’2 . (50(”),” =1.

Donc ¢q (e1,€2,...,e,) = 1.

O

Corollaire 2.13. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. L’espace \™"(E) des
formes n-linéaires alternées sur E est un espace vectoriel de dimension 1 (engendré par

®0)-
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3. DETERMINANT

Nous allons donner ici différentes notions de déterminants.

3.1. Déterminant d’une famille de vecteurs. Soit £ un K-espace vectoriel de di-
mension n.

Définition 3.1. Soient B une base de E et @y l'unique forme n-linéaire alternée telle
que po(B) = 1.

Le scalaire @g (u1,us, - .., uy,) s’appelle déterminant de la famille de vecteurs (uy, us, ..., uy,)
par rapport a la base B et se note detg (u,ug, ..., uy).
L’application (uy,us, ..., u,) — detg (u1,us,...,u,) de E™ dans K se note detp.

Remarque 3.2. Comme A™ (FE) est un espace vectoriel de dimension 1 et que detp en
est un élément non nul, on en déduit que detp est une base de A*"(E), et donc que toute
forme n-linéaire alternée sur E est proportionnelle & detg.
En particulier, si B’ est une autre base de E, il existe un scalaire X tel que detg =
Adetg, c’est-a-dire
Y (w1, ug, ..., uy) € E™ detpr (ug,uz, ..., u,) = Adetg (ug,ug, ..., uy,) .

En prenant (uy,us,...,u,) = B, on obtient A = detg/(B). D’ou la formule, dite de
changement de base

Y (u1,ug,...,u,) € E™ detp (ug,uz,...,u,) = detg (B) detp (w1, ug, ..., uy,).
Et pour (uy,us,...,u,) =B, on obtient
detg/(B) detp (B/) =1.

3.2. Déterminant d’un endomorphisme. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension
n.

Proposition 3.3. Si f est un endomorphisme de E, il existe un unique scalaire \, appelé
déterminant de f, tel que pour toute base B de E et pour tout (uy,us,...,u,) € E™, on
ait

detg (f (u1), f (u2),..., f (un)) = Adetp (ur,ug, ..., upy).
Le déterminant de f se note det(f) ou det f et, pour toute base B de E, on a

det f = detp(f(B)).

Démonstration. Unicité. Si A convient et si B est une base de E, alors pour (u, ug, ..., U,) €
E™, on a

detB (f (ul) 7f (UQ) e f (un)) = )‘detB (ula Uz, - .. 7un)
et en particulier pour (uy,us,...,u,) = B, on obtient

A = dets(f(B))

ce qui prouve 'unicité.
Existence. Soit By une base fixée de E. L’application

(U1, ug, ..., uy) — detp, (f (u1), f (u2),..., f(un))

de E™ dans K est clairement une forme n-linéaire alternée; elle est donc proportionnelle
a detg,. Par suite, il existe un scalaire A tel que pour tout (uy,us,...,u,) € E™, on ait

detp, (f (u1), f(u2),...,f(un)) = Adetg, (u1,ug,...,uy). (8)
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Soit maintenant B une base quelconque de E. La forme n-linéaire detg est proportion-
nelle & detp, et donc il existe un scalaire a tel que detp = adetp,. En multipliant la

relation (8) par «, on obtient, pour tout (u1,us,...,u,) € E™,
detB (f (ul) ,f (U’Q) e f (un)) = )‘detB (ula U2,y .- - 7un)
ce qui prouve le résultat. O

Remarque 3.4. On retient de la proposition précédente, la formule :
V(ula e au’n) € En)

detp (f (1), f(uz),..., f (un)) = det fdetp (u1,ug,...,u,). 9)

Exemple 3.5. (a) detIdg = 1.
(b) Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E et s la symétrie par rap-

port a F parallelement a G. Etant données une base (e1,€2,...,ep) de F' et une base
(ept+1,€pt2,---,€n) de G, la famille B = (e, €2, ..., e,) est une base de E et
dets =detg (s(e1),...,s(en))
=detp(e1,...,€p, —€pt1,...,—€p)
= (=1)""Pdetp(e1,...,€p,€pt1,---,€n)
— (-1
— (_l)dimG

(c)Sic €8, et si B= (e, ea,...,e,) est une base de F, "endomorphisme de E défini
par
Vi e Hlanﬂa f (el) = €5(4)
a pour déterminant
det f = detp (60(1)7 €o(2)s - - - ,eg(n)) = ¢(o).
3.3. Déterminant d’une matrice carrée. On va considérer ici les matrices carrées de

Mo (K).

Définition 3.6. On appelle déterminant d’une matrice carrée A d’ordre n, le déterminant
de ses vecteurs colonnes dans la base canonique de K™. On le note det(A) ou det A.
Si A= (ai,j)lgzén le déterminant de A se note

1<5<n?
a/l’l PRI al"] P al’n
detA=| a1 -+ ai; - Qin
an,l DRI an7] ... an7n

Corollaire 3.7. Le déterminant d’une matrice est une forme n-linéaire alternée de ses
vecteurs colonnes.
Exemple 3.8. (a) D’apres (5) on a

ail a2

= 01,1022 — 02,101,2.
az;1 Q22 T T

(b) D’apres (6) on a

a1 ai2 a3

U1 Gne Gng | = 01,102,203 3 + 01,202,303 1 + 41,302,103 2 (10)
’ ’ ’ —a1,102,303 2 — 1,202,103 3 — 41,302,203 1

az1 as2 0as;3s
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Cette formule peut se retrouver a I’aide de la méthode dite de Sarrus (valable uniquement
pour les déterminants 3 x 3) : on recopie les deux premieres colonnes de la matrice a droite
la troisieme et on effectue les produits en diagonale, chacun étant affecté du signe + ou
— selon le schéma

+ o+ o+

ai 12 Q13 | A1 @12

1 a
N X
1 Q22 QG2 21 A22
1

w

X
azzy a3z | a3z aA3n

a2
asz

Proposition 3.9. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Si (u1,ug,...,u,) est
une famille de n vecteurs de E dont A est la matrice des composantes dans une base
B = (€i)1<icn: alors det A = detp (u1,uz,...,un).
Démonstration. C’est une conséquence de la précédente définition. O
Exemple 3.10. Si D est une matrice diagonale d’éléments diagonaux Ay, ..., \,, alors

n

det D =]\

i=1
En effet D est la matrice de la famille de vecteurs (Aje1, Aaes, ..., Aye,) par rapport & la
base B = (e, €2,...,e,) et on a donc

det D = detg (A1e1, Aaea, ..., Anen)

= (H >\z> detlg (61,62, .. .,en)

i=1
n
=IIx-
i=1
Proposition 3.11. Soient f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension
netB= (ei)lgign une base de E. Si A est la matrice de f par rapport a la base B, alors
det f = det A.

Démonstration. Ces deux déterminants sont égaux au déterminant de la famille (f (e1), f (e2), ...

dans la base B. O

Proposition 3.12. Si A = (a; ;) est une matrice carrée d’ordre n, alors

1<i,j<n
det A = Z £(0)00(1),100(2),2 - - - Qo(n)n-
oS,

Démonstration. Soit uy,...,u, les vecteurs colonnes de A exprimés dans une base B.
D’apres la poroposition 3.9, det A = detp(u1,...,uy,). Or Papplication

(U1, ..., up) — detp(ug,...,u,)
est n-linéaire alternée et vérifie detg(B) = 1, donc d’apres le théoréme 2.12, elle coincide
avec 'unique forme ¢y donnée en (7). O
Remarque 3.13. Vérifions cette formule lorsque n =2 et n = 3.
Pour n = 2, le groupe symétrique Ss est

32 = {Id, 7'172}

f (en))
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N s . a1 ai2
ol 7 9 est la transposition 7y o = (1 2). Donc si A = (a ’ u “) on a
2,1 @22

det A = e(Id)arq(1),101a(2),2 + €(T1,2) @7, 5(1),107, 2(2),2
= G1,102,2 — G2,101 2
Pour n = 3, le groupe symétrique S3 est
83 = {Id7 T1,23 7_1,37 T2,3; C1, CQ}
ou
2= (12),m13=(13),m23=(23),c1=(123),c2=(132).
Soit
a1 a2 a3
A= |az1 a2 a3
a1 G332 Ga33
et calculons det A =} s €(0)a0(1)100(2).200(3),3
Les permutations Id, ¢; et ¢z sont paires et donnent respectivement les termes aq,1a2 2033,
G1,202,303,1, €t a1 3a2,1a3,2.
Les permutations 7y 2, 71,3 et T2 3 sont impaires et donnent respectivement les termes
—@1,202,103 3, —01,302,2031 €t —a1,102 303 2. Donc
det A = a1,1a2,2a3,3 + a1,2a2,3a3,1 + @1,302,103,2
— a1,2G02/103.3 — 41,302,203,1 — 1,102,303 2.

C’est I'expression que nous avons trouvé en (10).

4. PROPRIETES DU DETERMINANT
Dans toute cette section F est un K-espace vectoriel de dimension n.

Théoréme 4.1. Soit B une base de E. Si (uy,us,...,u,) est une famille de n vecteurs
de E, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) (ui)1<;<p est une base de E,

(b) detp (u1,ug,...,u,) #0.

Démonstration. (a) = (b). Si B' = (ui);¢;<,, est une base de E, I'application dets: est
un élément de A™"(E) (qui est de dimension 1), donc proportionnelle & detg. Il existe
donc A € K tel que

V(Vi)1<icn € B, detpr (v, 02, .., 0,) = Adetg (v1, 02, ..., vn) -
En particulier :
detp (u1,ug,...,u,) = Adetg (ug,ug, ..., uy,)
et, puisque detg: (u1,us,...,u,) =1, on en déduit :

detg (u1,ug, ..., u,) #0.

(b) = (a). En utilisant la proposition 2.7, on obtient la contraposée, & savoir : si la famille
(ui)1<i<n n’est pas une base de E, alors elle est liée et detp (ug,ua,...,u,) = 0.
O

Proposition 4.2. Soient f et g deur endomorphismes de E et A\ un scalaire. On a
(a) det(Af) = A™det f,
(b) det(f og) =det fdetyg.
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Démonstration. Soit B = (e;),¢,<,, une base de E. On a

det(Af) = detp (Af (e1),Af (e2),..., Af (en))
= A'detg (f (1), f(e2),..., [ (en))
= A"det f,
det(fog)=detg(fog(er),fog(ea),...,fog(en))
=detp (f (g(e1)), f(g(e2)),. .., f(g(en)))

=det fdetg (g(e1),g9(e2),...,9(en))
=det fdetg.

Proposition 4.3. Soient A et B deuz matrices de M,,(K) et A un scalaire. On a
(a) det(AA) = A" det A,
(b) det(AB) = det Adet B.

Démonstration. (a) Soit f 'endomorphisme de K" canoniquement associé & A. La matrice
de \f par rapport a la base canonique de K" est AA et 'on a

det(AA) = det(A\f) = A" det f = A" det A.

(b) Soit g 'endomorphisme de K" canoniquement associé & B. La matrice de f o g par
rapport a la base canonique de K" est AB et 'on a

det(AB) = det(f o g) = det f det g = det Adet B.
0

Proposition 4.4. (a) Un endomorphisme f de E est bijectif si, et seulement si, det f # 0
et on a alors

1
—1\ _
det (f )— Qo]
(b) Une matrice A € M, (K) est inversible si, et seulement si, det A # 0 et on a alors
1
det (A71) = .
¢ ( ) det A

Démonstration. (a) Soit B = (€;),;<, une base de E. On a :

det f = detp (f(el)7f(e2)7"'7f(en))'

Donc, d’apres le théoreme 4.1, le scalaire det f est non nul si, et seulement si, (f (e1), f (e2), ...

est une base de F c’est-a-dire si, et seulement si, f est un automorphisme de E. La pro-
position 4.2 permet alors d’écrire :
det fdet (f7') =detldp =1
—1) _ _1
et donc det (f ) = o7
(b) Soit f I’endomorphisme de K™ canoniquement associé & A. On sait que det A =
det f et que A est inversible si, et seulement si, f est bijectif. Grace au résultat précédent,
on en déduit que A est inversible si, et seulement si, det A # 0. La proposition 4.3 permet
alors d’écrire
det Adet (A™") =det 1, =1

et donc det (A_l) = ﬁ.

[ (en))
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Corollaire 4.5. (a) Soient f et g deux endomorphismes de E tels que g est inversible,
alors

det(go fog™') = det f.
(b) Soient A, B € M,,(K) avec B est inversible, alors

det(BAB™!) = det A.
Proposition 4.6. Soit A € M, (K) et AT sa transposée. Alors
det A=det AT,

Démonstration. Les applications
cy
(C1,Cq,...,Cp) = det (C1...Cy) et (C1,Cq,...,Cp) — det :
Cn
sont n-linéaires alternées sur K™. Elles sont donc proportionnelles, ce qui prouve ’exis-
tence d’un scalaire \ tel que :
VA e M, (K), det A = Adet AT.
En prenant A = I,,, on en déduit A = 1 et donc le résultat. a

Corollaire 4.7. Le déterminant d’une matrice est une forme n-linéaire alternée de ses
lignes.

5. METHODES DE CALCUL DU DETERMINANT D’UNE MATRICE

5.1. Déterminant d’une matrice et opérations élémentaires. Puisque le déterminant
d’une matrice est une forme n-linéaire alternée des colonnes ou des lignes de cette matrice,
les propriétés des formes n-linéaires alternées permettent d’énoncer les regles suivantes.

Soit A € M,,(K) de colonnes C,...,C, et de lignes Lq,..., L, et notons B la base
canonique de K". Nous donnerons les formules pour les colonnes, mais par invariance du
déterminant par transposition, ces formules sont valables aussi pour les lignes.

Ces regles de transformation d’un déterminant permettent :

- soit de prouver qu’il est nul,

- soit d’introduire dans une colonne (respectivement une ligne) un maximum de 0 afin
d’utiliser avec profit les résultats qui vont suivre.

Proposition 5.1 (Déterminant d’une matrice et opérations élémentaires). On a
— Un déterminant qui a deux colonnes (respectivement deuz lignes) identiques est nul,
det(ch"' 7Ci7"' 7Ci7"' 7CTL) =0.

— L’échange de deuz colonnes d’un déterminant (respectivement deux lignes) multiplie
le déterminant par —1,

det(ch"' 7Ci7"' 7Cj7"' >Cn):_det(017"' 7Cja"' aCia"' 7C’n)

— Un déterminant dont une colonne (respectivement une ligne) est combinaison linéaire
des autres colonnes (respectivement des autres lignes) est nul,

det(cla"' 7Z>\kcka"’ 7Cn) =0
k#i
itmeplace

— Un déterminant dont une colonne (respectivement une ligne) est formée de 0 est
nul,

det(01,"' 7Oa"' 7071):0
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— La valeur d’un déterminant est inchangée si l'on ajoute ¢ une colonne (respecti-
vement o une ligne) une combinaison linéaire des autres colonnes (respectivement
des autres lignes),

det(Cy, -+, Ci+ Y MG, -+, Cp) =det(Ch, -+, Ciy- -, Chp).
ki

— Si Uon multiplie une colonne d’un déterminant (respectivement une ligne) par un
scalaire X, le déterminant est multiplié par X\,

det(Cy, -+ ,ACyy -+, Cp) = Adet(Cy, -+ ,Cy,y - -+, C).

— i Uon multiplie par X\ tous les coefficients d’une matrice n X n, le déterminant est
multiplié par A",

det(ACi, -+, ACy, -+, ACh) = A det(Chy -, Cyy -, Cy).
Exemple 5.2. (1) On a

1 30
1 2 0|=0
1 40
puisque la troisieme colonne est nulle.
(2) On a
1 2 3
0 0 0|=0
3 5 7
puisque la deuxieme ligne est est nulle.
(1) On a
1 2 3
1 2 4(=0
1 2 5
puisque la matrice a deux colonnes proportionnelles.
(2) On a
1 2 3
2 3 4]|=0
3 5 7

puisque la troisieme ligne est la somme des deux premieres.

5.2. Développement d’un déterminant suivant une rangée. On suppose dans cette
partie n > 2.

Proposition 5.3. Si A = (a; ;)i<i<n €st une matrice carrée de la forme
1<j<n

0
A— A’ :
0

* e *‘ann

s

alors det A = a,, , det A’.

Démonstration. Le résultat est évident pour une matrice 2 x 2 ou 3 x 3.
On a par définition

det A = Z 6(0’)@0(1)710,0(2)72 < Og(n),n
€S,
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et comme par hypothese
Vo € Sp, o(n) #n = agm)n =0

la relation précédente s’écrit

det A = Z 5(0)a5(1)71a0(2)72 ce ag(n_1)7n_1an’n.

0ESy
o(n)=n

Or la restriction a [[1, n—1] de toute permutation o vérifiant o(n) = n est une permutation
s de [1,n — 1]. Réciproquement, en prolongeant une permutation s € S,_1 par s(n) = n,
on obtient une permutation o € S,,. De plus, €(s) = &(o) puisqu’une décomposition de s en
produit de k transpositions donne également une décomposition de ¢ en k transpositions.
On a alors

det A = Z £(8)as(1),105(2),2 - - - As(n—1),n—10n,n = Gnpn det A,
SESH -1

De maniere analogue on peut aussi montrer le résultat suivant.

Proposition 5.4. Si A = (a; j)1<i<n est une matrice carrée de la forme

1<j<n
ai,i * *
0
A= .
. A
0

alors det A = aq 1 det A'.

Corollaire 5.5. Si A = (a;j)1<i<n est une matrice triangulaire de M,,(K), alors
1<j<n

n
det A = H Q-
i=1

Démonstration. Comme le déterminant d’une matrice est égal au déterminant de sa trans-
posée, il suffit de démontrer le résultat pour les matrices triangulaires inférieures.
Si A est triangulaire inférieure, la proposition 5.3 nous donne

det A = ay, ,, det A’

ot A’ est la matrice A privée de sa derniére ligne et de sa derniére colonne (qui est aussi
triangulaire inférieure). Le résultat est alors immédiat par récurrence.

O

Exemple 5.6. Soient a,b et ¢ trois scalaires et considérons le déterminant

S
o

A:

—
o oo
Q.
NN
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On a successivement :

1 a a?
A=|0 b—a 627(12 LQ(*LQ*Ll
0 c—a ?—a?| Ly Ls— 1L
1 a a?
=((b-—a)(c—a){0 1 b+a| miseen facteur dans Ly et L
01 c+a
1 a a?
=0b-a)(c—a)|0 1 b+a
0 0 c—b L3<¥L37L2

=(b—a)(c—a)(c—b) dapres le corollaire.

Définition 5.7. Soit A = (a;j)1<i<n € Mn(K) et soit i et j des entiers de [1,n]. On
1<j<n
appelle
(a) mineur de a; ; le déterminant A, ; de la matrice extraite de A obtenue en suppri-
mant la i°™¢ ligne et la j¢™° colonne de A,

(b) cofacteur de a; ; le scalaire (—1)"7 A, ;.

Théoréme 5.8 (Développement suivant une colonne). Si A = (a;;)1<is<n € Mn(K),
1<j<n
alors
n
Vje[Ln], detA=> a;;(~1)"7A; ;. (11)
i=1
Démonstration. Désignons par B la base canonique de K" et par Cy,Co,...,C), les co-

lonnes de A. Pour tout entier j € [1,n], ona C; = Y7, a; je;, ce qui donne
o)

n
det A = detB (Cl, CQ, vy Cj_l, Zawei, Cj+1, SN
i=1

n
= Zai,j detB (01702, . .,Cj,l,ei,CjJrl, ce

,Cn)
i=1
Notons :
D; j = detp (C1,Cy,...,Cj-1,€;,Cjy1,...,Cy)
a1 a2 arj—1 0 aijq1 a1n
a1 a2 az;—1 0 azjq1 a2,n
a1 ai—1e ai—15-1 0 a;—1;41 ai—1,n
a;,1 a;,2 a;;—1 1 a; 41 Qin
aiy11 Q41,2 aiy15-1 0 @151 Ait1n
an,1 an, 2 Qp,5—1 0 An,j+1 Qn,n [n]

On peut opérer sur D; ; une suite de n — j échanges de colonnes pour amener la jeme
en derniére position, puis une suite de n — i échanges de lignes pour amener la iéme en
derniere position. Le déterminant est alors multiplié par (—1)"77(—=1)""% = (=1)"*J et
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l'on a
a1,1 1,2 ce a1,5—-1 a1,5+41 te a1,n 0
@21 az .2 cee a2 -1 a2 j+1 s a2.n 0
D: o — (_1)i+j ai—11 Gi—1,2 0 Ai—15-1 Qi—1454+1 °° Ai—1n 0
v, —
’ i41,1 Gi41,2 0 Qi4l5-1 Aipl41 0 Aifln 0
(n,1  Qp2 ' Opj—1  Gpj4l  *°+ Gpgp 0O
a;,1 ;2 Q1 aijy1 0 Gin 1 ]

ce qui entraine, d’apres la proposition 5.3 que D; ; = (—1)"7 A, ; et donc

det A= Z ai,j(—l)HjAm.
i=1

En appliquant ce résultat a la transposée, on obtient,

Théoréme 5.9 (Développement suivant une ligne). Si A = (a;;)1<i<n € Mn(K), alors
1<5<

IIXRN
n
Vi € [[1, n]], det A = Zai7j(—1)i+in7j.
j=1
Exemple 5.10. (a) Pour un déterminant 3 x 3, on a ainsi (développement par rapport
a la premiere ligne) :

a1l ai2 a3
az1 G2 Q23 | =011
as1 G322 0433

a2 G323
a32 G33

a1 a23
as,1 a33

az;1 a2
azi1 asp2

= 01,102,203 3 — 1,102,3032
— 01,202,103 3 + a1,202 3031
+ ai3az 1023 — a1 3022031
(b) Pour un déterminant 4 x 4, on a de méme (développement par rapport & la premiere
ligne) :

a1 a2 @13 a4

A= G211 ag22 G23 A24
az1 az2 a3z asa4
4,1 Q4,2 043 Q4,4

a22 d23 G24 a21 Aa23 G24

=+ai1| a32 a33 azq4 |—a12| A31 G33 Aa34
Q42 Q43 QA44 a4,1 Q43 Q44

az1 a2 G24 a21 dag22 G23

+ai3| a3y as2 az4 | —ai4| a3l asz2 ass
G4,1 Q42 Q44 a4,1 Q42 Q43

(c) Soit le déterminant

—_ N
|

— o= W

[ o)
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En le développant par rapport a la troisieme colonne on a

1 3 «

2 -1 1|=ax _f _1’—1>< _i :1)":04—4,
-1 1 0
et en le développant par rapport a troisieme ligne on a
1 3 «
2 -1 1 |=-1x _‘? -1 ; T|=a-4
-1 1 0

21

(d) Pour calculer un déterminant on peut aussi combiner des opérations élémentaires

sur les lignes a des opérations sur les colonnes. En voici un exemple.

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 -1 -1|_|0 0—2—27_2_3:3
L -1 1 -1 |0 -2 0 2| | 5 o )
1 -1 -1 -1 0 -2 -2 -2
0 1 1
=(-2)x(-2)x(-2)| 1 0 1
1 1 1
0 0 1
=-8|1 -1 1
1 0 1
1 -1
=1 o)
=-8
Exemple 5.11 (Déterminant de Vandermonde). Soient n > 2 un entier et a, g, - -+ , auy
des scalaires.
Le déterminant d’ordre n x n suivant
1 1 1
(05] [6%) [07%
V(Oél,"',an): .
O‘l_1 C)‘2_1 04271 [n]
est appelé déterminant de Vandermonde.
Montrons que
Vi, - apn) = H (0 — ag).
1<i<jsn
Pour n =2,0ona V (aj,as) = as — a.
Le calcul de V (aq,- -, ) se fait par récurrence sur n > 2. En retranchant, pour ¢ =
n,n—1,--- 2 alaligne i la ligne i — 1 multipliée par ay (c-a-d. changer L; en L, — a1 L;_1),
on obtient
1 1 1
0 g — (] Qpn — Q1
v (ala ) an) -
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En développant par rapport a la premiere colonne on a

g — (X1 a3 — (1 ay — ]
as (ag — aq) ag(ag—a1) o an (e, —ag)
V(ah , Op ) =
ay?(ag—a1) af P(az—a1) - ap (o — o)

[n—1]

et en factorisant par as — a1 & la premiere colonne, par a3 — a1 a la deuxiéme colonne,
-+, par a, — a1 a la derniére colonne on trouve

1 1
n Qo Qo
Viag, - an) = (H(ak—a1)> :
k=2 n—2 2
Qg o TR

k=2

et par hypothese de récurrence on a

n n
Viay,-,on) =[x —a)) J[ (o5 —ai)
k=2 2<i<j<n
n
H (0 — o)
1<i<j<n
On déduit que V (aq, -+ ,ap,) # 0 si, et seulement si, les a; sont deux & deux distints.

5.3. Déterminants par blocs. Le calcul d’'un déterminant peut aussi se faire par bloc
(lorsque la matrice s’y préte bien).

Proposition 5.12. Soit A une matrice p X p, B une matrice ¢ X q et C une matrice
p x q. Alors le déterminant de la matrice n X n,

(0 %)

A C
det(o B)—detAdetB.

oun =p+q, est donné par

Démonstration. Posons

A C
Considérons D comme une fonction f des vecteurs colonnes de A (on fixe les autres
colonnes). On peut sans difficulté affirmer que dans ce cas D est une forme p-linéaire sur

KP. Par conséquent,
D = f(A) =det(A)f (e1,...,¢€p)
ol (e1,...,ep) est la base canonique de KP. Ainsi
— I, C
D—det(A)-’ 0 B ’
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On effectue un raisonnement semblable sur le déterminant de la transposée de la ma-

. I, C
trlce< 0 B ).Donc
D = det(A) - det(B) - | 1r U
ct oI,
I, 0, ,
et comme T =1, on a le résultat. g
c' oI,
Exemple 5.13. On a
1 2 « In2 17
3 4 e In7 -23 1 0 =2
5 1 2
0 0 1 0 T '3 4% -3 2 0
0 0 -3 2 0 0 0 -3
0 0 0 0 -3

= (=2) x [2 x (=3)] = 12

Corollaire 5.14. Si A est une matrice carrée n X n, diagonale par blocs, de la forme
: ‘

0 cee o0
ou les A; sont des matrices carrées quelconques, alors

det A = det A; det Ay - - - det Ay.

6. APPLICATIONS DU DETERMINANT

6.1. Formule de la comatrice. Nous allons voir ici comment on peut utiliser le déterminant
d’une matrice inversible pour calculer son inverse.

Définition 6.1. Soit A = (a;;)i<icn € Mp(K), on appelle comatrice de A, notée
1<j<n

Com(A) ou Com A, la matrice des cofacteurs de A, c’est-a dire la matrice Com A =

(bij)1<i<n ot b;j = (1) A; ; est le cofacteur de a; ; dans A.

1<jsn
Proposition 6.2. Soit A € M,,(K), alors
A(ComA)" = (ComA)" A = (det A)I,,.
Démonstration. Posons B = Com A et ABT = (¢i,j)1<i<n- Donc pour tous entiers i et k

1<ysn
dans [1,n], on a

n n
Cide = ) aigbrg = ) (-1 A jay,
J=1 Jj=1

- Si k =i la derniére somme ci-dessus représente le développement du déterminant de
A suivant la ¢ eme ligne, ce qui implique ¢; ; = det A.

- Si k # i, soit A" = (aj ;) 1<i<n la matrice obtenue & partir de A en recopiant la jeme

1<gsn

ligne dans la k°™¢ ligne.
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Comme A’ admet deux lignes identiques, son déterminant est nul et en développant ce
déterminant suivant sa k°™¢ ligne, on a

n
0=detA' =Y (-1)7"* A} ;a} ;.
j=1
Par construction, on a ay ; = a;,j et, puisque les lignes de A et de A’ autres que les k®™es
sont identiques, on a Aﬁw- = Ay ;. Par suite la relation précédente devient

0=detA' = Zai7j(*1)j+kAk,j = Ci k-
j=1

On a donc I'égalité ABT = (det A)I,,.
On démontre de maniére analogue, en utilisant des développements par rapport aux
colonnes, la relation BT A = (det A)I,,. O

Corollaire 6.3 (Formule de la comatrice). Si A est une matrice inversible, alors

1
-1 _ T
= 7detA(ComA)

Exemple 6.4. Si A = ( ? Z ), la comatrice de A vaut ( fé

1 d —b
A7t = :
ad — bc ( —c a )
A I’exception de ce cas des matrices 2 x 2 on utilise rarement la formule précédente

pour inverser une matrice. La plupart du temps, on préfere utiliser la méthode du pivot
de Gauss.

_CCL ) Si de plus A est

inversible, on a :

6.2. Systémes de Cramer. Soient

a1,1 ... Q1p b1
A= : : e M, (K), et B= : € M, 1(K).

pn1 - Qpn by,

On considere le systeme d’équations linéaires a n lignes et n colonnes suivant

a1z + -+ arpt, =0b;
(S)
an, 121 +-- Anndn = bn
d’inconnue (z1,...,z,) € K"
En notant
T
X=1 1 | eMaua(K),
Ty,
(21,...,2p) est solution de (S) dans K™ si et seulement si : AX = B. Ainsi, la résolution

de (S) se rameéne & celle de I’équation matricielle AX = B, d’inconnue X € M, 1(K).
Le systéme linéaire (S) est dit de Cramer si et seulement si la matrice A est inversible.
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Proposition 6.5. Si (S) est un systéme de Cramer d’écriture matricielle AX = B,

UVunique solution de (S) est le n-uplet (x1,xa,...,x,) tel que
ai1 e Q141 bl @ 41 c..oQaq,
vi e [1,n] det A; 1 ! ) ' "
1 ,n], z; = =
" detA  detA :
Gp,1 -+« QAng—1 bn Qp i+l --- Qnn

ou A; est la matrice obtenue a partir de A en remplacant sa i colonne par B.

Démonstration. Soit Cy,---,C,, les vecteurs colonnes de la matrice A. Si (S) est un
systeme de Cramer, 'unique solution (1,2, ..., x,) de (S) vérifie la relation
n
Z Zj Cj =B
j=1

ce qui implique que pour tout i € [1,n]
n
det (Cl, ce ,Ci717B7Ci+17 N ,Cn) = ZSL‘J‘ det (Cl, N >Ci71aCj7Ci+1> “e ,Cn)
j=1

Comme det (C1,...,C;-1,Cj,Ciy1,...,Cy) est nul des que j # ¢, on obtient
Vi e [1,n], detA; =x;det A
ce qu’il fallait démontrer. O

Exemple 6.6. Pour n = 2, le systeme

ar +by =e
cx+dy=f
est un systeme de Cramer si, et seulement si, on a
a b
c d ‘ 70
et la solution est alors
e b a e
fod c f
T = et y= .
a b a b
c d c d

Exemple 6.7. Soient a,b,c € C distincts. On se propose de résoudre

x—i—ay—i—azz:a?’

z+by+b2z=10
w+cy+02z:c3

La matrice du systeme est

a2

b2

2

1
A=11
1 C

o o

son déterminant est un déterminant de Vandermonde et il est égal & det A = (¢ — a)(c —
b)(b — a) # 0. Donc le systéme est de Cramer. Calculons la solution unique

o det Al - det A2 - det A3

T detA YT detAT 7T detA”
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a
detA; =| b b b2
c

=|b v v deux permutations sur les colonnes

c
1

=abc| 1 b b2
1

= abcdet A

Donc
T = abe

det AQ =

a a2

b —a® b®—a?
—a® 2-ad?
b —a® b2 —a?
Tl —-ad 2-a?
2+ab+a® b+4a
c2+ca+a2 a—+c

=(b—a)(c—a)(be(b—c)+alb——c)(b+c))
=(b—a)(c—a)(b—c)(ab+ ac+ bc)
= —(ab+ ac+bc)det A

OO = = ==
w

— (b—a)(c—a)

Donc
y = —(ab+ ac + be).

Un calcul analogue montre que det A3 = (a + b+ ¢) det A, donc
z=a+b+ec.

A Texception de ce cas des matrices 2 x 2 (ou 3 x 3 & parametres) on utilise rarement
ces formules pour résoudre un systeme linéaire. La plupart du temps, on préfere utiliser
la méthode du pivot de Gauss.

6.3. Rang d’une matrice. Commencons par quelques rappels sur le rang.
- le rang d’une famille finie (v1,--- ,vp) de vecteurs de E est défini par

rg(vi, -+ ,vp) = dim Vect(vy, - -+, vp),
- le rang d’une application linéaire f: E — F est défini par
rg(f) = dimIm(f),
- le rang d’une matrice A de M,, ,(K) est défini par
rg(A) =1g(Cy,...,Cp),

ou Cy,...,C, sont les colonnes de A.
Ces notions sont reliées entre elles :
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- le rang d’une famille finie F de vecteurs de E est aussi le rang de la matrice dont les
colonnes sont formées par les composantes des éléments de F dans une base de F,

- le rang de f € L(E,F) est, pour toute base B = (e1,...,ep) de E, le rang de la
famille (f (ei))1<i<n7 et est aussi le rang de n’importe quelle matrice représentant f.

-lerang de A € M,, ,(K) est le rang de n’importe quelle application linéaire représentée
par A.

Rappelons enfin le théoreme du rang

Vfe L(E,F), rg(f)=dim(F)— dim(Ker(f)).

Définition 6.8. Soient (n,p) € (N*)* et A = (aij); j € Mnp(K). Pour tout entiers non

nuls r < n, s < p, on appelle matrice extraite (ou sous-matrice) de A de taille r x s,

la matrice (a;,, j,) 1<r<r de M, s(K) obtenue & partir A par utilisation des lignes i1, ...,
1<I<s

et des colonnes ji,...,Jp 0l

(i1, i) €{1,...,n}" tel que iy < ... <,
(J1,---,7s) €{1,...,p}* tel que j1 < ... < js

a c¢ d
a// c// d//

a b ¢ d
A= a v Jd d
a// b/l CI/ d/l

Exemple 6.9. La matrice

est une matrice extraite de

par utilisation des lignes 1,3 et des colonnes 1, 3, 4.

Théoréme 6.10. Pour toute matrice A de M, ,(K), le rang de A est égal & Uordre

mazximum des sous-matrices carrées inversibles extraites de A.

Autrement dit, rg(A) = r si, et seulement si, les deux conditions suivantes sont réalisées :
(7) Il existe une matrice carrée extraite de A de taille v x r de déterminant non nul,
(#4) pour tout s > r, toute matrice carrée extraite de A de taille sx s est de déterminant

nul.

Démonstration. Notons r = rg(A), et s 'ordre maximum des sous-matrices carrées inver-
sibles extraites de A. Il s’agit donc de montrer que r = s.

Soit B une sous-matrice carrée de A de taille a X «a, et supposons a > r. No-
tons 41,...,0q (i1 <...<1i, ) les numéros des lignes de A utilisées pour extraire B,
V1,...,0q € My 1(K) les colonnes de B et Vi,...,V, € M, 1(K) les colonnes de A uti-
lisées pour extraire B. Puisque a > 7, la famille (V1,...,V,,) est lide. Il existe (A1,...,Ay) €
K*—{(0,...,0)} tel que >_¢" ; \;V; = 0. Il en résulte, en ne prenant que les lignes numéros
T P 2?21 Aiv; = 0, et donc B n’est pas inversible. Ceci montre que r > s.

Soient B = (e1,...,ep) la base canonique de KP, B = (uq, ..., u,) la base canonique
de K", et f : KP — K™ D'application linéaire représentée par A dans les bases B et
B'. Puisque rg(f) = rg(A) = r, il existe i1,...,4- € {1,...,p} tels que i; < ... < i, et

(f(es,),.-., f (e, )) est une base de Im(f). En permutant les colonnes de A (ce qui ne
change ni r ni s ), on peut se ramener a supposer que i1 = 1,...,4, = r.
D’apres le théoreme de la base incompléte, il existe jri1,...,J, € {1,...,n} tels que la

famille F = (f (e1),..., f(er),uj 41, --,uj,) soit une base de K. Ainsi detp (F) # 0,
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et
a171 DR a/l)T 0 DY O
1
: |
detB/ (.F) = 0 )
. . O .
ni --. Qpy 0 - 0
ol, pour tout k de {1,...,n —r}, la colonne numéro r + k est formée de zéros, sauf un

terme égal a 1, situé a la ligne j, .

En développant ce déterminant par rapport & la derniere colonne, de fagon itérée,
on obtient, en notant ji,...,j» € {1,...,n} tels que j1 < ... < j. et {j1,...,4r} =
{15 s ,’fl} \ {jr—i-lv' s 7jn}a

ji 1t GGy
detg (F) = £
aj,'.71 ... ajr7/’_
On fait ainsi apparaitre une matrice carrée d’ordre r, inversible, extraite de A. Ceci montre
que 7 < 8. O

Exemple 6.11. Soit la matrice

2 3 5 4
A= -1 0 -1 1
1 2 3 3
et déterminons son rang. On a
2 3 5 3 5 4 2 3 4 2 5 4
-1 0 -1|=|/0 -1 1|=|-1 0 1|=-1 -1 1|=0
1 2 3 2 3 3 1 2 3 1 3 3

Donc tous les déterminants de matrices 3 x 3 extraites de A sont nuls, d’oti rg(4) < 3.
Pour montrer que A est de rang 2, il suffit de trouver une matrice 2 x 2 extraite de
déterminant non nul. Or
2 3

donc rg(A) = 2.

7. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DU DETERMINANT

Le déterminant d’une matrice n x n peut étre interprété géométriquement comme
le volume (dans lespace euclidien K”). du parallélogramme dont les sommet sont les
vecteurs colonnes (ou lignes) de A.

Nous allons expliquer cette connection entre déterminant et ’aire lorsque n = 2 mais
le raisonnement que nous allons faire est valable en toute dimension.

Soit Toute matrice A = <i1

2
étre représentée par un parallélogramme de sommets O, vy, va, V1 + V2

zl) de vecteurs lignes v1 = (z1,y1), va = (z2,y2) peut
2
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v = (z1,91) U1 + vg
A

Sle—D
Y

0 vy = (22, Y2)
et inversement. L’aire de ce parallélogramme est
A = base x hauteur = ||vi|| x ||v2] % |sinf)],

ou # est I'angle entre les vecteurs vy et vo. Par la formule de cosinus

cosf = 7@1’1@
([ [| [|vz]]
on obtient
A2 = JJo 2 [02][2(1 — o2 0) = {vr, 01) (v, v3) — (01, va) (o2, v1).

On reconnait alors au second membre de la précédente égalité, le déterminant de la matrice
(e fovesl) = aa
Il en découle alors que A% = det AAT = (det A)?, et par conséquent
A =|det A].
Le théoréme suivant sera admis

Théoreme 7.1. Le volume du parallélépipéde de R™ dont les sommets sont les vecteurs
V1, , U, est égale & | det A| ou A est la matrice dont les vecteurs lignes sont vy, -+, vy,.

REFERENCES

[1] C. Deschamps, A. Warusfel. Mathématiques 1'® année. Collection Ramis, Dunod 1999.
[2] K. Koufany. Algebre linéaire 1. http://khalid-koufany.perso.math.cnrs.fr/Alg-Lin-S2/.
[3] K. Koufany. Algebre 2. http://khalid-koufany.perso.math.cnrs.fr/Algebre2/.

URL: http://khalid-koufany.perso.math.cnrs.fr/Alg-Lin2/


http://khalid-koufany.perso.math.cnrs.fr/Alg-Lin-S2//
http://khalid-koufany.perso.math.cnrs.fr/Algebre2/

	1. Permutations d'un ensemble fini
	2. Applications multi-linéaires
	2.1. Expression d'une application p-linéaire en dimension finie
	2.2. Applications p-linéaires alternées.
	2.3. Expression d'une application n-linéaire alternée en dimension n
	2.4. Formes n-linéaires alternées sur un espace de dimension n

	3. Déterminant
	3.1. Déterminant d'une famille de vecteurs
	3.2. Déterminant d'un endomorphisme
	3.3. Déterminant d'une matrice carrée

	4. Propriétés du déterminant
	5. Méthodes de calcul du déterminant d'une matrice
	5.1. Déterminant d’une matrice et opérations élémentaires
	5.2. Développement d'un déterminant suivant une rangée
	5.3. Déterminants par blocs

	6. Applications du déterminant
	6.1. Formule de la comatrice
	6.2. Systèmes de Cramer
	6.3. Rang d'une matrice

	7. Interpretation géométrique du déterminant
	Références

