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Exercice 1 :

1. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et soit p € N*. On dit qu'une application f :
EP — F est multilinéaire, ou p-multilinéaire si pour tout i € [1,p], et tous vecteurs
X1, T, oy Ti1, Tix1, ---, Ty € E fixés, application

x> f(21, T2, ooy Tis1, T, Ti 1, oy Tp)

est une application linéaire de E dans F. Autrement dit, pour tous x,y € F, et tout A € K, on
a :
fx1, e 2, 1,0+ ANY, T, oy Tp) =
f@1, oy o, i1, T Tigay ooy Tp) + A (T1 oy Ty Tim1, Yy Tty oy Tp)-
2. Pour identifier rapidement si une application est multilinéaire, on peut se servir des deux
faits suivants.

Fait 1. 57 E4, ..., E, sont des espaces vectoriels, et si ¢; - B; — K est une application multili-
néaire pour tout v, alors ’application

Eyx Eyx...xE, — K
(1, T2y ooy Ty) > d1(xy) - po(xe) - oL D)
est multilinéaire.
Fait 2. Une somme d’applications multilinéaires est multilinéaire.
Indiquons a présent quelles sont les applications multilinéaires parmi les applications proposées.

(a)

T1 Y1 21
o T2 |, Y2 || 22 =1+ Y2+ 23
T3 Y3 Z3

Cette application n’est pas multilinéaire. En effet,

1 0 0 1 0 0
0] 0O (,2-{ 01,10 =1#£2=2-9¢ Oy, 01,10
0 0 0 0 0 0
(b)
T n <1
¢ Ta || Y2 || 2 = T1Y3 + Y221 + 2372
I3 Ys z3

Cette application n’est pas multilinéaire. En effet,

1 0 0 1 0 0
ollo],lol,2-lo]||l=1£2-06[]0],]0],[0
0 1 0 0 1 0



T Y1 21
o T2 || Y2 || 22 = T1Y223 + ToY321 + T3Y122
Zs3 Y3 z3

Cette application est multilinéaire. En utilisant le fait 1 rappelé ci-dessus, on peut en effet
vérifier que chaque mondme x1ys23, Toy32z1 et x3y;2zo définit une application multilinéaire
R3? x R? x R® — R. Par exemple, le mondme z;y»23 définit application obtenue par le
produit des trois formes linéaires

T1 U1 21
Ty | ER3— 2 €R, v | e R — 9 €R, 29 | €R®— 23 € R.
T3 Y3 z3

L’application ¢ est donc multilinéaire comme somme de trois applications multilinéaires
(voir le fait 2).

T1 Y1 21
o o2 |5 Y2 || 2 = X1X973 + Y1Y2Y3 + 212223
T3 Ys Z3
Cette application n’est pas multilinéaire. En effet :
1 0 0 1 0 0
o12-1 11,1 01,0 =8#2=2-9¢ 11,1 01,10
1 0 0 1 0 0
I U1 21
0 o [, Y2 |5 %2 = T1Y121 + TaYo22 + T3Y323
T3 Ys Z3

Cette application est multilinéaire, avec la méme justification que pour le point (c).

xy 1 21
o Ta || Y2 || 2 = (2191 + T2y2 + T3y3) (21 + 23)
x3 Y3 Z3

Cette application est multilinéaire. Pour le voir, il suffit de remarquer que 1’on peut obtenir
¢ par le produit des deux applications :

I hn 21
o |, | e € R*xR? — 2191 +20ys+a3ys € R et 2y | € R — 21423 € R.

T3 Y3 <3

Chacune de ces applications est multilinéaire (cela se voit comme aux points (c) et (e)
ci-dessus), donc ¢ est multilinéaire par le fait 2.

I Y1 21
¢ ro |, v || = = (z1 + 229) (21 + 23)
xs Y3 z3

Cette application n’est pas multilinéaire. En effet,

1 0 1 1 0 1
ollol]l,2{ol,lo]]l=1£2=2-0l0],[0],]o0
0 0 0 0 0 0



Remarque : pour montrer que les applications non multilinéaires ne le sont effectivement pas,
on aurait aussi pu utiliser le fait que pour une application trilinéaire ¢, ¢(u,v,w) est nul des
qu'un des vecteurs u, v ou w est nul (tous les contre-exemples ci-dessus sont construits ainsi).

3. Soit i € [[1,n]. Soient u,v € R"™, et A € R. On va montrer que

w(ylv ey Yi—1, U + )‘Uayi-‘rh sy yn)
= W(yl, s Yie1, Uy Yig 1, 7yn) + )\W(yl, v Yio1,V, Yit1, 73/”)

Pour cela, notons u = (uy,...,u,), et v = (vq,...,v,). Pour tout j, la j-itme coordonnée de
u + Av est donc u; + Av;. Ceci donne :

W(Z/h o Yin 1, U AV Yig 1, e yn) = Z E(U)$o(1),1 . -xa(i—l),i—l(ua(i) + )\Ua(i))$o(i+1),z'+1 «Zo(n)n-
G’ng

= Z 6(0) [%(1),1 co Lo(i-1),i-1Us (i) Lo (i4+1),i+1 + - - LTa(n),n
ceG,

+ AZo(1)1 - - - To(i=1),i—1Vo (i) Lo (it1),i+1 - - - xo’(n),n}

= Z 6(0)330(1),1 c o Lo(i-1),i—1Uo () Lo (i41),i4+1 - - - Lo(n),n
0'6671

+ A Z €(0)To(1)1 - - - To(im1),i—1Vo (i) Lo(i+1),i+1 - - - Lo(n)n
O'EGn
= W Y15 ooy Uity Uy Yit 15 -y Yn) F AW (Y15 ooy Yie1, Vs Yi 1 o Yn)-

Ceci montre la formule annoncée, et donc que w est multilinéaire.

¢, [a c
A_<b d).

Rappelons que det A = ad — be. En appliquant cette formule a ‘A, on trouve

Exercice 2 :

On a:

det(*A) = ad — cb.
Ainsi, on a det(*A) = ad — be = det(A).

Exercice 3 :
Calculons le déterminant par des opérations sur les lignes et les colonnes. On obtient :

a—b—c 2a 2a a+b+c a+b+c a+b+ec
% b—c—a op | Pethdletls o g 2b
2¢ 2¢ c—a—> 2¢ 2¢ c—a—2>

1 1 1

multilinéarité (

a+b+c)|2b b+c—a 2b
2c 2c c—a—b

1 0 0
2 0oy CseCs=Ch (a+b+c)2b —(b+c+a) 0
%2 0 —(a+b+c)



Cette derniere matrice est triangulaire inférieure. Son déterminant est donc égal au produit des
termes diagonaux. On trouve donc

a—b—rc 2a 2a
2b b—c—a 2b =(a+b+c)-(—(a+b+c)*=(a+b+c)
2¢ 2¢ c—a—>b

Ainsi, le déterminant est nul si et seulement si a + b+ ¢ = 0.

Pour vérifier le calcul, on peut controler que le déterminant est bien nul si a + b+ ¢ = 0,
c’est-a-dire si a = —b — c. On a alors

a—b—c 2a 2a —2b—2¢ —2(b+c¢) —2(b+c¢)
2b b—c—a 2b = 2b 2b + 2c¢ 2b
2¢ 2¢ c—a—> 2¢ 2¢ 2¢

Ce déterminant est nul puisque la premiere et la troisiéme colonne sont identiques.

Exercice 4 :
Commencons par remarquer que puisque 119,153 et 289 sont divisibles par 17, il existe des
entiers a,b,c € N tels que 119 = 17a, 153 = 17b et 289 = 17c.
1 19
Posons a présent D = |1 5 3|. En procédant a 'opération C3 < C3 + 10C5 + 100C, on peut
2 89
réécrire le déterminant de la maniere suivante :

1 1 119 1 1 17a
D03e03+1202+10001 1 5 1531=11 5 17bl.
2 8 289 2 8 17c

Par multilinéarité du déterminant, on peut donc écrire :

11 a
D=17|1 5 b|.
2 8 ¢
11 a
On a par ailleurs |1 5 b| € Z puisque la matrice apparaissant dans ce déterminant est a
2 8 ¢
coefficients entiers. Cela montre donc que D est divisible par 17.
Exercice 5 :
1. On a :
a;; slj est pair
Cij = . . .
7 —a;; sij est impair
= (=1)a,;.
La matrice C' s’obtient a partir de la matrice A en multipliant la colonne d’indice j par (—1),
pour j = 1,...n. Par multilinéarité du déterminant, on trouve donc :
det(C) = (=)' - (=1)2- ... - (=1)"det(A)
>
= (—1)=1 det(A)

n(n+1)

(—1)™5™ det(A).



2.0n a:

g - ci;j sl est pair
1,7 T .. . .
—¢;; Sl est impair

(—1)'ciy-

D’apres la question 1, on a donc :

dij = (—1)"ai;.
La matrice D s’obtient & partir de la matrice B en multipliant la ligne d’indice 7 par (—1),
pour ¢ = 1,...n. Par multilinéarité du déterminant, on trouve donc :

det(D) = (=1)' - (=1)*-...- (=1)"det(CO)
= (—1)1':21idet(0)

n(n+1)

(—1)" 2 det(C).

En utilisant le résultat de la question 1, on trouve donc :
n(n+1)

(1) 2 (=1)" 7 det(A)
= (—1)"+D det(A).

n(n+1)
2

det(D)

Par ailleurs, pour tout n € N*| le produit n(n + 1) est toujours pair, puisque I'un des des deux
nombres consécutifs n et n 4 1 est pair. Ceci montre que (—1)"™*Y = 1 quel que soit n. On en
conclut que

det(D) = det(A).
3. D’apres la question 2, la matrice B et la matrice D ont les mémes coefficients. Elles sont
donc égales. On a donc finalement :

det(B) = det(A).

Exercice 6 :
1. Rappelons qu’une matrice carrée a coefficients dans Z a un déterminant entier. En effet, pour
tout A C M,,(Z), si 'on note a;; les coeflicients de A, on a :

det(A) = > (o) f[la"(i)’i'

O'EG'VL

Chaque terme €(0) [TiL; ao(;),; est un produit de nombres entiers, donc det(A) est une somme
de nombres entiers. Ceci montre que det(A) € Z.

Puisque —1 et 1 sont des nombres entiers, cela montre que pour toute matrice carrée A a
coefficients dans {—1,1}, on a det(A) € Z.

2. Sin =1, alors 2"~ = 1. Puisque 1 divise tout nombre entier, il divise en particulier det(A),
ce qui montre la propriété dans ce cas.

(Remarquons que sin =1, on a A= (a1,1), donc det(A) =ay; € {—1,1}).

3. Siona ag = 1 pour tous k et [, la matrice A est formée de la matrice colonne | : |,

1
répétée n + 1 fois. Puisque n + 1 > 2, la matrice A a donc au moins deux colonnes identiques,



ce qui montre que det(A) = 0. Puisque 0 est divisible par tout nombre entier, ceci montre que
2™ divise 0 = det(A) dans ce cas.

4. 8i k # j, alors pour tout I € [1,n+ 1], on a (I, k) # (i,), donc a;, = a;;. Ceci montre que
la colonne Cj, est identique a la colonne CY, :

vk e [Ln+1]\ {j}, Cp=Cl.

5. Soit k € [1,n]. Le coefficient sur la k-ieme ligne de C — C; vaut aj ; — ag;.
— Sik #1i, alors (k, j) # (i, 7), donc aj ; — ap; = 0.
— Si k =1, alors (k,7) = (i,7) donc
Qi — Ay = a;; —a;; =1 —(=1)=2.

(2

Le vecteur colonne C’]’- — C est donc de la forme

ou le coefficient 2 se trouve sur la j-ieme ligne.
6. Par multilinéarité du déterminant, on a :

det(Cl, ce ,Cj_l,C]/~ — Cj, Cj+1, ey On—i—l)
= det(C’l, ce 7Cj—1703/‘70j+17 oy Cn+1> - det(Cl, oy Cj—lu Cj, Cj+1, ce ,Cn+1)

Par ailleurs, d’apres la question 3, on a Cj, = C}, pour tout k # j. Ceci montre que

det(Cl, e ,Cj,l,C]’- — Cj,Cj+1, Cey Cn+1)
:det( 1,..., ;-_17057 §+17..., 7'14_1)—det(C’l,...,Cj_l,C’j,CjH,...,C’n+1)
= det(A") — det(A),

puisque A’ = (C]...C) ) et A= (Cy...Cpy1).

7. Notons D la matrice dont les colonnes sont (Ci,...,Cj 1, C; — Cj, Cjqa, ... Chyr), et soit
D(j,j) € M,(Z) la matrice obtenue en retirant la j-ieme ligne et la j-ieme colonne de D.
D’apres la question 5, la j-ieme colonne de D a son coefficient diagonal pour seul coefficient
non-nul. Ainsi, en développant det(D) par rapport a la j-ieme colonne, on trouve

det(D) = 2(—1)’" det D(j, §)
= 2det D(j, 7).

A présent, remarquons que D(j,j) est une matrice n x n dont tous les coefficients sont dans
{-=1,1}. D’aprés I'hypothése de récurrence énoncée avant la question 3, 2"~ divise donc
det D(j, 7). Il existe donc d € Z tel que det D(j,j) = 2" 'd. Ainsi,

det(D) = 2-2""'d = 2"d,

6



et 2" divise donc det(D). Or, on a montré a la question 6 que det(D) = det(A’) — det(A). On
en conclut donc que det(A’) — det(A) est divisible par 2.

8. On a vu a la question 2 que la Propriété 1 était vraie lorsque n = 1, ce qui permet d’initialiser
la récurrence.

Supposons a présent que A = (ax;) € My41(Z) est une matrice dont tous les coefficients sont
dans {—1,1}, et montrons que 2" divise det(A), ce qui terminera 1'étape d’hérédité, et donc
la récurrence. On va démontrer ce fait au moyen d’une autre démonstration par récurrence,
comme suit.

Pour tout m € [0, (n + 1)?], on notera H(m) la proposition suivante :

H(m): Soit A € M,41(Z) une matrice dont les coefficients sont tous égaux a —1 ou 1.
Supposons que A ait exactement m coefficients égaux a —1. Alors 2" divise det(A).

Démontrons par récurrence que H(m) est vraie pour tout m € [0, (n + 1)?].

— Sim =0, les coefficients de A sont tous égaux a 1. On a vu a la question 3 que 2" divise
det(A) dans ce cas. Ceci montre que H(0) est vraie.

— Supposons que H(m) est vraie pour un certain m € [1, (n+1)?]. Si A a m+1 coefficients
égaux a —1, alors on construit la matrice A’ comme a la question 4. La matrice A" a
alors exactement m coefficients égaux a —1 : on peut donc lui appliquer I’hypothese de
récurrence H(m). Ceci montre que det(A’) est divisible par 2". Par ailleurs, det(A’) —
det(A) est divisible par 2" d’apres la question 7. Ainsi

det(A) = det(A") — (det(A’) — det(A))

est divisible par 2", puisque det(A’) et det(A’) — det(A) le sont.
Ceci achéve de montrer par récurrence que det(A) est divisible par 2", quel que soit
m € [0, (n+ 1)%].

La démonstration ci-dessus montre donc que la Propriété 1 est vraie au rang n+ 1. Ceci acheve
I’étape d’hérédité, et on en conclut donc que la Propriété 1 est vraie pour tout n € N*.



