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Sous-espaces stables
Polynémes d’endomorphisme

Sous-espaces stables, Polynomes d’endomorphismes

Exercice 1. (x) Soient f et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel
E. On suppose que f et g commutent, montrer que Im f et Ker f sont stables
par g.

Que dire de la réciproque 7

Solution de Uexercice 1. Soit y € Im f. Il existe z € E tel que y = f(z) et alors

g(y) = g(f(z)) = f(g(x)) € Im f.

Ainsi, Im f est stable par g.
Soit € Ker f. On a f(z) = 0g donc

flg(@)) = g(f(2)) = 9 (0r) = 0

et g(x) € Ker f. Ainsi Ker f est stable par v.

La réciproque est fausse, si f est un automorphisme il est certain que Im f =
E et Ker f = {0} seront stables par g alors qu’il n’y aucune raison que f et g
commutent.

Exercice 2. (x) Montrer qu'un endomorphisme f d'un K-espace vectoriel
commute avec un projecteur p si, et seulement si, les espaces Im p et Ker p sont
stables par f.

Solution de l’exercice 2. Si fop = po f, alors d’apres I'exercice 1, Kerp et Im p
sont stable par f.

Inversement, supposons Ker p et Im p stables par f. Comme Ker p®@Imp =
E, pour tout = € E, on peut écrire z = u + v avec u € Kerp et v € Imp. On a
alors

et
p(f(z)) = p(f(u) + f(v)) = f(v)
car f(u) € Kerp et f(v) € Imp. Donc po f = fop.

Exercice 3. (x) Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et f € L(E).
On suppose qu'il existe un vecteur xy € E tel que la famille

(%0, f (xO) PR fn_l (1‘0))

soit libre. Montrer que seuls les polynémes en f commutent avec f.

K. Koufany

Solution de Uezercice 3. La famille (zo, f (o), ..., f" " (x0)) constitue une base
de E.
Soit g € L(E) commutant avec f. On peut écrire

g (o) = apzo + arf (xo) + -+ + an—1f"" (20).
Considérons alors
h=aoldg+arf + -+ an_1 /""" € K[f].

On a
g (o) = h (o).

Puisque g et h commutent avec f, on a aussi

Vk €N, g (f* (o)) = h (f* (x0)) -

Les endomorphismes g et h prennent les mémes valeurs sur une base, ils sont
donc égaux. En conclusion g € K[f].

Exercice 4. (x) Soient A et B deux matrices réelles carrées d’ordre n telles
qu’il existe un polynéme P € R[X] de degré au moins égal & 1 et vérifiant

P(0)=1et P(A) = AB.
Montrer que A est inversible et que A et B commutent.

Solution de l’exercice 4. On peut écrire
AB=P(A)=a,A" + -+ 1A+ 1,

donc
A(B - (an A"+t arly)) = 1.

Il s’ensuit alors que A est inversible et que
A" =B — (a, A"+t andy)

Puisque A commute avec A~! et ses puissances, on en déduit que A commute
avec

B=A"14a,A" '+ .- 4+ a4l

Exercice 5. (xx) On rappelle quune matrice A € M,,(K) est dite nilpotente
s’il existe un entier ¢ > 1 tel que A97! # O,, et A2 = O, ( q est l'indice de
nilpotence de A ).

Soient A et B dans M,,(R). On suppose que A est nilpotente et qu’il existe
un polynéme P € R[X] tel que

P(0)=1 et B=AP(A).

Montrer qu’il existe un polynéme @ € R[X] tel que Q(0) =1 et A = BQ(B).
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Solution de lezercice 5. On sait qu’il existe p € N* tel que AP = O,,. Supposons
deg P =m > petposons P(X) =ag+a; X+ +a, X™. Lhvhypoede P(0) =1
implique ag = 1 et donc

PA) =1, +aA+---a, AP"L
La relation B = AP(A) donne
B=A+aA*+ - +a, AP L.
On en déduit
B? = A*(P(A))? = A? + ag2A° + - + ag a2 AP,

-2 -2 -1
Bp = Ap —+ ap727p72Ap s
BP~1 = Ar— 1
En inversant ces équations, on obtient
—1 —1
AP = BPTH,
-2 -2 -1
AP™4 = BP™% ¢ apfg,p,QAp s

cey

A2 =B% 4 by B+ 4 by, o BP!

et enfin
A=B+b11B*+ - +by, B!

ce qui détermine un polynéme @ € R[X] vérifiant Q(0) = 1 et A = BQ(B).

K. Koufany

Lemme de décomposition des noyaux

Exercice 6. (*) Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimen-
sion finie. Soit P un polynéme annulateur de f. On suppose que P = QR, ou @
et R sont premiers entre eux. Montrer que

Im(R(f)) = Ker(Q(f))

Solution de l’exercice 6. D’apres le théoreme de décomposition des noyaux, on
a
E = Ker(P(u)) = Ker(R(/)) ® Ker(Q(/)).

En particulier, on sait que dim(Ker R(f)) + dim(Ker Q(f)) = dim(E). D’aprés
le théoréme du rang appliqué & endomorphisme R(f), on a aussi

dim(Im(R(f)) + dim(Ker(R(f)) = dim(E).

On en déduit que Im(R(f)) et Ker(Q(f)) ont la méme dimension. De plus, on
a sait que

QR(f) = Q(f) o R(f) =0,
ce qui implique que Im(R(f)) C Ker Q(f)). Puisque ces deux sous-espaces ont
la méme dimension, ils sont en réalité égaux.

Exercice 7. (x) Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimen-
sion quelconque. On suppose qu'il existe deux polynémes P, Q € K[X] premiers
entre eux vérifiant (PQ)(f) = 0. Montrer

Ker P(f)®ImP(f)=E.

Solution de ’ezercice 7. Les polynomes P et () étant premiers entre eux, on peut
introduire des polynémes V, W vérifiant

PV +QW =1.
En évaluant en f, on obtient la relation

Idg = P(f) o V(f) + Q(f) e W(f) (1)

Soit « € Ker P(f) N Im P(f). Puisque Q(f) o P(f) = (PQ)(f) =
Im P(f) C Ker Q(f) et donc z € Ker P(f) N Ker Q(f). La relation (1
alors

0, on a
) donne

z=V(f)o P(f)(x) + W(f) e Q(f)(x) = Op.

Ainsi, les espaces Ker P(f) et Im P(f) sont en somme directe.
Soit x € E. Par la relation (), on peut écrire

z=a+baveca=P(f)oV(f)(z) et. b= Q(f) o W(f)(x).
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On a évidement a € Im P(f) et alissi b € Ker P(f) car

P(f)(b) = (PQ)(u) e W(f)(2) = Op-

On peut alors conclure 1'égalité Ker P(f) @ Im P(f) = E.
Remarque Comme P er ) jouent le méme role, on a aussi Ker Q(f) ®

ImQ(f) = .

Exercice 8. (x) Soit E un espace vectoriel sur K et a un scalaire non nul de
K. Soit f € L(E) tel que f3 —3af?+ a?f = 0. Montrer que Ker f ®Im f = E.

Solution de Uezercice 8. P = X (X? — 3aX + a?) est annulateur de f donc par
le théoreme de décomposition des noyaux,

E:KerfEBKer(fZ—Baf—FazId)

car X et X2 — 3aX + a® sont premiers entre eux. Or a étant non nul, on
montre élémentairement Ker ( f2—3af + aQId) C Im f tandis que l'inclusion
réciproque provient de ce que (f2 —3af +a? Id) o f = 0. Ainsi Ker f et Im f
sont supplémentaires.

Polynoémes annulateurs
Exercice 9. (x) Soit J € M,,(R) la matrice suivante

1 .. 1
J = ..
1 - 1

Déterminer un polynéme annulateur pour .J. En déduire la valeur de J* pour

k> 2.

Solution de lezercice 9. On vérifie facilement que J? = n.J et donc que P(X) =
X% — nX est un polynéme annulateur pour .J. Effectuons ensuite la division
euclidienne de X* par P. Puisque P est de degré 2, il existe Q € R[X] et
a,b € R tels que

X*F = P(X)Q(X) + aX +b.

On évalue cette égalité en les racines de P, a savoir 0 et n. L’évaluation en 0
donne b = 0 et I’évalution en n donne a = n*~1. On a donc

X*=P(X)Q(X) +n*1X
En évaluant cette derniere égalité en J, déduit que J¥ = n*~1J (car P(J) = 0).

Remarque. On aurait tout aussi bien pu prouver assez simplement cette
relation par récurrence !

K. Koufany

Exercice 10. (x) Soit M € M,,(K) une matrice triangulaire par blocs de la

forme
M= ( g g > avec A € Mp,(K) et B € My(K)

On suppose connus deux polynémes P et @ € K[X] annulateurs de A et B
respectivement.
Exprimer en fonction de P et @@ un polyndéme annulateur de M.

Solution de l’exercice 10. On commence par remarque que, pour tout n > 1, M™

a la forme suivante
A" %
0o B" |

Donc, pour tout polynéome R, on a

En particulier, on a

ron=( ¢ )= (5 1)
et

an=(3 om )= 1)
On vérifie alors aisément que PQ(M) = P(M)Q(M) = 0.

Exercice 11. (x) Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et f €
L(E). On suppose que f possede un polynéme annulateur P vérifiant

P(0) =0 et P'(0) #0.
Montrer qu’on a alors Im(f) & Ker(f) = E.

Solution de Uezxercice 11. Soit P(X) = a, X" 4+ --- 4+ a1 X + ag ce polynome.
Puisque P(0) = 0, on a ag = 0. Puisque P’'(0) # 0, on a a; # 0. Prenons
maintenant y € Ker(f) N Im(f). On peut donc écrire y = f(z) et on sait que
f(y) = 0, ce qui entraine f¥(z) = 0 pour tout k& > 2. On applique alors la
relation P(f) =04 x :

0=P(f)(z) = anf"(x) + - +arf(zr) =arf(z) = a1y

ce qui entraine y = 0. Ainsi Ker(f) et Im(f) sont donc en somme directe. De
plus, par le théoréeme du rang, on sait que

dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E)

D’otu I’égalité demandée.
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Polynéme minimal

Exercice 12. (x) Soient les matrices

111
A:(éi),B:lll,
11 1

1 2 -2 3 0 8

c=21 -2 |,p=| 3 -1 6

2 2 -3 -2 0 -5

Pour chaque matrice, déterminer une relation entre les premieres puissances pour
obtenir un polynéme annulateur, puis déduire le polynéme minimal.

Solution de l’exercice 12. On va utiliser plusieurs méthodes.

(a) On peut remarquer que A2A = —I5. Donc le polynéme (X — 1)? est un
polynéme annulateur de A. Son polyndéme minimal ne peut étre que (X — 1) ou
(X —1)2. Ca ne peut pas étre X — 1 car si A serait égale & I donc son polynome
minimal est (X — 1)2.

(b) Pour B, on remarque que B? = 3B et donc B? — 3B = 0. Comme B
n’est pas un multiple de 'identité, on en déduit que son polyndéme minimal est
X? - 3X.

(c) 1l suffit de remarque que C? = I3. Donc X? —1 = (X —1)(X +1) est un
polynéme annulateur de C. Son polynéme minimal ne peut étre que X — 1 ou
(X+1ouX? — 1. Ca ne peut pas étre X £ 1 car si A serait égale & 4-I5, donc son
polynéme minimal est X2 — 1.

(d) On peut remarquer que D? + 2D = —I4. Donc le polynéme (X + 1)2 est
un polynoéme annulateur de D. Son polyndéme minimal ne peut étre que (X + 1)
ou (X + 1)2. Ca ne peut pas étre X + 1 car si D serait égale & I, donc son
polynéome minimal est (X + 1)2

Exercice 13. (x) Soit A € M3(R) une matrice inversible telle que
A® —3A%7 424 =0, et detA¢ {1,8}.
Déterminer 4.

Solution de Uexercice 13. On a A3 — 3A%2 + 24 = 0 et comme A est inversible
A% —3A + 213 = 0. Le polynéme P(X) = X? — 3X + 2 est donc un polynéme
annulateur de A. Or P(X) = (X — 1)(X — 2).
-sima(X) =X —1, alors A = I3 et det A = 1, ce qui contredit ’hypothese ;
-sima(X) =X —2, alors A = 213 et det A = 8, ce qui contredit I'hypothese
aussi.

Ainsi mo(X) = X2 - 3X + 2.

Exercice 14. (x) Soit f € L(FE) un projecteur de E tel que p # O et
p # Idg. Montrer que son polynéme minimal est 7¢(X) = X2 — X.

K. Koufany

Solution de lexercice 14. Un tel projecteur étant annulé par X2 — X, son po-
lynéme minimal est 74(X) = X si f =0, 7¢(X) = X —1si f =1d, np(X) =
X2 — X dans les autres cas.

Exercice 15. (x) On rappelle quun endomorphisme f € L£(F) est dit nilpotent
s’il existe un entier ¢ > 1 tel que f9~! # 0 et f¢ = 0 ( ¢ est I'indice de nilpotence
de f).

Montrer quun endomorphisme f € L(E) est nilpotent d’indice ¢ > 1 si, et
seulement si, 77(X) = X7

Solution de l’exercice 15.

Exercice 16. (%) On sait quun endomorphisme admet un polynéme annula-
teur non-nul lorsque E est de dimension finie. Si E est de dimension infinie, ce
n’est plus nécessairement le cas.

(a) Montrer que I’endomorphisme D de dérivation qui associe & toute fonction
f € E=C>(R,R) sa dérivée f’' n’a pas de polyndéme minimal.

(b) Donner I'exemple d’un autre endomorphisme d’un K-espace vectoriel qui
n’a pas de polynome minimal.

Solution de lezercice 16. D admet un polynéme annulateur si et seulement si
son idéal annulateur

Ip ={P e K[X] | P(D) = 0}

n’est pas nul.
Supposons Ip # {0}, en soit P = Y";'_, ax X" un polynéme anmulateur non null
de D. Donc

P(D) = aoIdE+a1D+a2D2 +---+a,D" :Oﬁ(E)

Pour tout réel \, soit fy : t — e, on a alors

0p = P(D)(fx) =Y _ axD* () = <Z ak)\k> Sa=PA) 1A
k=0 k=0

et pour tout A € R, P(\) = 0, puisque f) # 0. Ce polynéme non nul P aurait
alors une infinité de racines, ce qui est absurde. On a donc Ip = {0} et D n’a
pass de polyndéme minimal.

(b) Considérons par exemple F = R[X], et u ’endomorphisme défini par
u(A) = X A. Alors u n’admet pas de polynéme annulateur autre que le polynéme
nul. En effet, soit P(X) = apX* + -+ + ap un polynome, alors

Pu)(1) = apu®(1) + - + ayu(l) + aold(1) = apr X* + - + a1 X + ao,
qui est non-nul si P # 0. D’ou P(u) #0si P # 0.

Exercice 17. (xx) Soit A € M,,(R) une matrice réelle. Cette matrice est aussi
une matrice complexe. En désignant respectivement par m4 r et ma ¢ le polynéme
minimal de A dans R[X] et C[X], montrer que mar = T4 c.
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Solution de Uexercice 17. Soit A € My(R) C M,(C). Comme 74 r(4) =
dans M,,(C), le polynéme 74 g est multiple de mac et d = deg(mac) < d
deg (mar).

Comme d est le degré du polynome minimal dans R[X] de A € M, (R), le
systeme (Ak)o <p<q_ €St nécessairement R-libre dans M,,(R), ce qui entraine
qu'il est C-libre dans M,,(C).

En effet s’il existe des nombres complexes Ag, - -+, Ag_1 tels que

d—1
> nAf =0
k=0

en notant A\ = ay + i, avec ay et By réels, on a

d—1 d—1
ZakA’f =0 et ZﬂkAk =0
k=0 k=0

dans M,,(R) (A est réelle) et ay = By, pour tout k.

Comme d’ est le degré du polynéme minimal dans C[X] de A € M,,(C), le
systéme (Ak)0<k<d, est C-lié dans M,,(C) et d’ < d—1 entrainerait (Ak)0<k<d71
lié dans M,,(C), ce qui n’est pas. o

On a donc d >d—1, soit d > d et d=d. Comme les polynémes m4 g et
ma,c sont unitaires, on en déduit I'égalité m4 r = 74 C-

)

Exercice 18. (xx) Soient f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel admet-
tant un polynéme minimal 7, et P € K[X]. Montrer que P(f) est inversible si,
et seulement si, P et 7y sont premiers entre eux.
Observer qualors P(f)~! est un polynéome de f.

Solution de l’exercice 18. Si P et 7y sont premiers entre eux alors par 1'égalité
de Bézout, il existe U,V € K[X] tels que UP 4+ Vrry =1 donc U(f)P(f) = Idg.
Aussi P(f)U(f) = Idg donc P(f) est inversible et P(f)~! = U(f) € K[u].

Si P et m¢ ne sont pas premiers entre eux alors on peut écrire my = QD avec
D le pged de P et . On a ¢ | PQ donc P(f)Q(f) = 0 alors que Q(f) # 0
puisque deg Q < degmy. Par suite P(f) n’est pas inversible.

Exercice 19. (»x) Soient P € K[X], f € L(F) un endomorphisme de E ad-
mettant un polynéme minimal, F' = Ker P(f) et fp la restriction de f a F.
(a) Montrer que F = {0} si, et seulement si, P et 7y sont premiers entre eux.
(b) On suppose que P et m¢ ne sont pas premiers entre eux.
Comme F # {0} est stable par f ( car f commute a P(f) ), fir est un endo-
morphisme de F' et on désigne par mr son polynéme minimal.
Montrer que mp = pged(P, 7).

Solution de l’exercice 19. (a) Si P Am, = 1, le théoréme de Bézout nous assure
de Vexistence de A, B dans. K[X] tels. que AP + Bm, = 1, ce qui nous donne

Id = A(f) o P(f) + B(f) o ms(f) = A(f) o P(f)

K. Koufany

et P(f) est inversible, donc F = Ker P(f) = {0}.

Si P A7y # 1, il existe un diviseur commun irréductible P; de P et my.
Posons mp = P1Q ou Q € K[X].

Si Pi(f) est inversible de 0 = 74 (f) = Pi(f) o Q(f), on déduit que Q(f) =0
avec deg(Q) < deg(my), ce qui contredit le caractére minimal de 7¢. L’endo-
morphisme P;(f) est donc non inversible et Ker P;(f) # {0}, ce qui entraine
Ker P(f) # {0} puisque cet espace contient Ker P;(f).

(b) De 7y (f‘p) =P (f|p) = 0, on déduit que 7 divise 7y et P, donc leur
pged, A = P Awy, soit A = Qnp et il s’agit de montrer que @ = 1.

Comme A divise P, on a Ker A(f) ¢ F = Ker P(f). D’autre part, le
théoréme de Bézout nous. dit qu'il existe A, B dans. K[X] tels que AP+ By =
A, dott A(f) = A(f) o P(f) et F = Ker P(f) C Ker A(f). On a donc F =
Ker A(f).

Comme A divise 7y, ona 7y = AQq et A(f)oQ1(f) =0, donc Im (Q1(f)) C
F=KerA(f) et mp(f)oQ1(f)=0.

En résumé, 7y = Q1A = Q1Qnr avec Q1w (f) =0, ce qui impose Q = X €
K*, soit A = Arp et A = 7w puisque ces polynémes sont unitaires.

Exercice 20. (x%x) Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f €
L(E). On suppose qu’il existe deux sous-espaces vectoriels supplémentaires F'
et G stables par f. On note 7 le polynome minimal de fr et m¢ le polynome
minimal de fg.

Montrer que 7y = ppem (71, 7).

Solution de lexercice 20. wy annule f donc aussi fr et ainsi 7y, | 7. De méme
T | Ty done ppem (7y,, 7y, ) | 7y

Inversement si P = ppem (7y,., 7, ) alors Vo € F, P(f)(z) = 0 et Vo € G,
P(f)(z) =0donc Ve € E=F &G, P(f)(xz) =0 donc P annule f puis 7y | P.
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