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Algebre linéaire 2 — Feuille 2
Déterminants

Groupe symétrique

Exercice 1. Soient les permutations suivantes,

Déterminer dans chaque cas le nombre d’inversions et la signature.

Solution de l’exercice 1. On note I(o) le nombre d’inversions de la permutation
o

I(o)=Card{1<i<j<n|o(i)>o(4)}
On ae(o) = (—1)!

)I(9) et I(o) se calcule en dénombrant, pour chaque de terme
de la seconde ligne, le nombre de termes inférieurs qui le suit.

(a) I(0) =24+34+2+4+3+2+1+0=17donc e(o) = —1.

(b) I(6) =04+140+3+0+2+0+4+0=06donce(o) =1.

Exercice 2. Exercice 1. On considere la permutation o € S19 définie par
_ (1234567 8910
o=(46873510319)-

(a) Décomposer ¢ en produit de cycles disjoints.
(b) Calculer la signature de o.

Solution de l’exercice 2. (a) On trouve
— (147109)(265)(38)

et on note 01 = (147109), 02 = (26 5) et o3 = (3 8). Les trois cycles sont
deux a deux disjoints d’ordre respectivement 5,3 et 2 .

(b) On a

£(0) = £ (01) 2 (02) £ (03) = (~1)7 " x (~1)*~! x (~1)>"" = —1

Applications multilinéaires

Exercice 3. Pour tous vecteurs u = (1, 22, 3), v
de R? soit

= (Y1, y2,y3) et w = (21, 22, 23)

o RZxR3xR3 — R
(u, v, w) = p(u,v,w)

Dans chacun des cas suivants dire si 'application ¢ est trilinéaire,
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( ) =

( ) = T1y3 + Y221 + 2372

(u,v,w) = T1Y223 + T2y3z1 + T3y122;

( ) = 12223 + Y1YoY3 + 212223 ;

( ) = T1y121 + Toyoza + T3Y323;

( ) = (z1y1 + 22y2 + 23y3) (21 + 23) ;
(56‘1 =+ 21’2) (Zl + Zg).

Solution de l’exercice 3. Les applications (3), (5) (6) et (7) sont trilinéaires, les
autres ne le sont pas.

Exercice 4. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un
K-espace vectoriel E. Soient f une forme linéaire sur F, p la projection vectorielle
sur F' parallelement a G et ¢ = Id —p sa projection complémentaire.

Montrer que 'application ¢ : E x E — K définie par

o(z,y) = f(p(z))f(a(v) — f(p(y)) fq(x))

est une forme bilinéaire alternée sur E.

Solution de l’exercice 4. ¢ : Ex E — K.
ey, x) = fpW)f(q(x)) = flp(2) fle(z)) = —p(z,y

linéarité en la lere variable.
¢ Az + pa',y) = f (p Az + pa’)) f(q(y) — f(p(y)) f (¢ (Az + pa’)) or f,p et

q sont linéaires donc

). Il suffit d’étudier la

© Az + pa’,y) = (Af(p(x)) + nf (p(2))) fa(y))
— f(p(y)) Mf(q(x)) + pf (g (7))

puis en développant et en réorganisant :

© (A\z + pa',y) = Ap(z,y) + pep (2',y).
i est donc une forme bilinéaire antisymétrique donc alternée.

Exercice 5. Soit F un K-espace vectoriel. Soit ¢ une forme bilinéaire alternée
sur E et soit f une forme linéaire de F.
Montrer que la forme f A ¢ : E x E x E — K donnée par

(f AN @) (v1,v2,03) = f(v1) @ (v2,v3) + [ (v2) ¢ (v3,v1) + f (v3) @ (v1,v2)
est trilinéaire alternée.
Solution de Uexercice 5. Pour vy, vy fixé, on pour tout vy, v; et A € K|

(f A ¢) (Ul + )‘UI17 U2>U3)

=f (’Ul + )\Ul) (Ug,vs) + f (’UQ) ¢(U3,U1 + )\Ull) +f (’Ug,) q’)(vl + )\Ull,vg)
= f (v1) @ (v2,v3) + Af (V1) @ (v, v3) + f (v2) ) (v3,v1) + Af (v2) & (v3,v7)
[ (v3) & (v1,v2) + Af (v3) & (v1,v2)

= f(Ul) (v2,v3) + f (v2) ¢ (v3,v1) + f (v3) @ (v1,v2)
+A(f (v)) @ (va,v3) + f (v2) ¢ (vs,0]) + f (v3) b (v7,02))
= (f A @) (v1,v2,v3) + A(f A @) (v1,v2,03)
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On montre de méme la linéarité par rapport a la deuxiéme place (v3) et la (4)
troisieme place (v3). Ainsi f A ¢) est trilinéaire. Ensuite, puisque ¢ est alternée 1 2 3 2 3 1 9
on voit facilement que f A @) lest aussi. 2 3 4|=| 0 -1 —-2|= L9 4|7 0
3 4 5 0 -2 —4
Exercice 6. Pour tous vecteurs u = (x1,22,23),v = (y1,¥2,y3) de R3, on pose 5)
uNv = (T2ys — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)
-2 0 4 -2 0 4
le vecteur u A v est appelé produit vectoriel des vecteurs u et v. Montrer que -5 3 2|=|-5 0 17 |= —(-1) :g é =-14
R3xR3 — R2? Ot ’
(u,v) = uAw (6)
est une application bilinéaire alternée. 0 3 1 -9 0 3 9
g . , . . , 3 4 1 -1 2 4 4 0 0
olution de l’exercice 6. On montre sans probleme que Vu,u’,v de R et VA € R, 3 1 9 _1 3 _5 0 3
(u+ M) Av=(uAv)+Au Av) -2 1 =2 -4 -1 0 0
4 4 0
d’ou la linéarité par rapport a la premiere place. = 3 -5 3|=-3 4 41_ —36
On montre de méme linéarité par rapport a la deuxieme place. -4 -1 0 -4 -l
On vérifie aussi facilement que Vv € R3, v Av = 0. Donc le produit vectoriel
est une application bilinéaire alternée de R3. (7)
Détormi . . . Lot 111 02 2
éterminants : petits calculs pour se faire la main 1 -1 1 1 00 2 2
11 -1 1T 020 27|20 2
Exercice 7. Calculer les déterminants suivants : 1 1 1 —1 02 2 0 220
1 9 -3 1 1 -3 1 -2 0 1 1 0 1 1
MWy, | @ 020 @ 9 -3 6 =810 1|=-8 0 -1 1|=-16
001 0 0 1 110 10
123 2 0 4 PR ES;:_3
W2 3 4| G)|=5 3 2| (6)
345 0 -1 5 s 12—l
-4 2 1 -2 3 16 24 33 1 5 7 9 1] 5 7 9
1 5 7 9| |3 16 24 33| _ 0 1 3 6
*1111 (1’(1)}1 i’1§2‘;33 5 27 36 55| |5 27 36 55| | 0 2 1 10
(7) 1 L1 1 (8) 110 1 (9) 5 97 36 55| 7 38 31 78 7 38 31 78 0 3 —18 15
11 1 -1 1110 7 38 31 78 1 3 6 (1] 3 6
=—2 1 100|=—- 0 -5 —-2|=-39
Solution de l'exercice 7. (1) = =5 3 —18 15 0 —-27 -3
(2) = —6, matrice triangulaire,
(3) = -3 = 0, développer p/r a la 3e ligne 0 11
9 -3 ’ ’ Exercice 8. Calculer D =|2 2 1 |de plusieurs fagons :
1 1 1
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(a) En développant suivant la premiére ligne.

(b) En développant suivant la premiére colonne.

(¢) En remarquant que la 3e ligne s’écrit (0,1,1) + (1,0, 0).
(d) En faisant des opérations sur les lignes.

Solution de l'exercice 8. Facile!

Déterminants : plus techniques

Exercice 9. Montrer les égalités suivantes sans calculer les déterminants,

4 3 6 1 1 1 1 1
2 75 3| 1 3 14 5 18
6 1 8 5| 3 9 2 8 30/
8 5 7 2 12 10 7 12

1 22 2 yz x a2

1 2 P =z y 9?

1 22 23 xy 2z 22

Solution de l’exercice 9.

Exercice 10. (a) Les nombres 1625, 5928, 1690 et 3185 étant divisibles par 13,
montrer, sans le calculer, que le déterminant

g N Oy~
Co DN © Ut

O © O
Ut O = W

est divisible par 13.
(b) Démontrer sans le calculer que le déterminant

W N =
N O Ot
[ S eviN e

est divisible par 13 x 8 (on commencera par remarquer que 156, 260 et 325 sont
divisibles par 13).

Solution de lexercice 10. (a) facile.
(b)
1 5 6+5x10+1x100 1 5 12
=2 6 04+6x10+2x100|=13|2 6 20
3 2 54+2x10+3x100 3 2 25

w N =
N O Ot
[V} S ev e}
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De méme 312, 256 et 2640 sont divisibles par 8 et en opérant de maniére analogue
sur les lignes (faire 100 x L3 + 10 x L1 + L2), on montre que le déterminant est
divisible par 8. On trouve alors que ce déterminant vaut

1 5 12
(13x8)| 2 6 20
39 32 330

Exercice 11. Calculer (avec un minimum d’opérations) les déterminants sui-
vants

1 15 14 4
1 1 1
(1) u b ¢l @ 12 6 7 9
bt n b 8 10 11 5
€ cra a 13 3 2 16
1 cosa cos2a 1 cosa cos2a
(3)| cosa cos2a cos3a | (4)| 1 cosb cos2b
cos2a cos3a cosda 1 cosc cos2c
Solution de lexercice 11.
Exercice 12. Soient les matrices
1 0 0 O 7 3 0 -1
2 1 0 -14 1 1 3
A=l 3 4 1 o | *B= 7 10 2 -2
0 2 01 28 —2 -2 35

Calculer AB, en déduire det B.

Solution de l’exercice 12. Méme raisonnement que l’exercice 13.

Exercice 13. Soient les matrices

1 1 1 1 a b ¢ d
1 1 -1 -1 b a d c
A=l 0 01 |4 B= ¢ q e
1 -1 1 -1 d ¢ b a

Calculer det A.
Calculer BA, en déduire det B.

Solution de lezercice 13. On ajoute toutes les lignes a la premiere puis on développe

par rapport & L :

1 1 1
1 -1 -1
-1 -1 1
-1 1 -1

0 0 0
1 -1 -1
-1 -1 1
-1 1 -1

— = =
— = =
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1 -1 -1 1 -1 -1 Solution de Uexercice 14. (1) Cy + Cy — Cy et C3 + C3 — Cy
=4 -1 -1 1 |=4/0 =2 0 |=16
-1 1 -1 0 0 -2 1 1 1 1 0 0
Posonsa =a+b+c+d,f=a+b—c—d,y=a—-b—c+detd=a—b+c—d. atb cta bteci=latd c—b coa
) lias ab ca bc ab alc—b) blc—a)
On constate qu’on a les égalités :
1 0 0
a b ¢ d 1 1 1 1 =(c=b(c—a)| a+b 1 1
AD — b a d c 1 1 -1 -1 ab  a b
c d a b 1 -1 -1 1
d ¢ b alll -1 1 -1 =(c—b)(c—a)lb—a)
(2) L3%L1+L2+L3 puis L1%L172CLL3 et LQ(*LQ*QbLg
a f ~y é
| B o=y =0 2a 2a a—b—c 2a 2a a—b—c
Cla =B =y O = aBysD 2b b—c—a 2b = 2b b—c—a 2b
a —f v =0 c—a—>b 2c 2c a+b+c a+b+c a+b+c
Puisque D # 0, on en déduit la valeur du déterminant A : 0 0 —a—b—c
=(a+b+¢)| 0 —a—-b-c 0
a b ¢ d 1 1 1
b a d c _ b 3
c d a b =(a+b+ct+d)(a+b—c—d)(a—b—c+d)(a—b+c—d) =—(a+b+c)
d ¢ b a (3) Cy + Cy — C3 puis C; + C; — Cy
a ¢ ¢ b 1 0 ¢ b
Déterminants : & parameétres c a b e = a b 0 1 b ¢
. , . . ¢c b a c¢| 0 -1 a ¢
Exercice 14. Calculer les déterminants suivants
b ¢ ¢ a -1 0 ¢ a
1 0 c b
1 1 1 2a 2a a—b—c 51 0 1 b c
)]|a+b c+a b+c| (2) 2b b—c—a 2b =(a—1) 0 0 a+b 2¢c
ab ca be c—a—2>b 2c 2¢c 00 2 a-4+b
o p2latb 2
it s S
2 2 2
(3) c b a c (4) a2 (c+2a) ¢ 5 = (a—b)*(a+b—2c)(a+ b+ 2c)
b ¢ ¢ a a b (a+D)
(4) Ly« Ly — Ly puis Lo+ Ly— Lg conduit & :
0 1 1 1
(a+2b)2 o* 2 bz 1 0 a2 b b+c—a b—c—a 0
(5 a2 (a+20) ¢ ) (6) 1 a2 0 ¢2 D=(a+b+c)? 0 c+a—b c—a-1>
b c (b + C) 1 82 2 0 a? b (a + b)2
—a b C d Cg%Cg—CQ—Cl donne :
b —a d c
_ : +c—a b—c—a 2a-—
Dl e a —a b b b 2a — 2b
d ¢ b —a D= (a+b+c)? 0 c+a—-b —2a

a? b2 2ab

K. Koufany 8
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puis L1 < L1 + Lo 1 1 1
— _b2 a2 _ C2 b2
b+c—a 0 —2b a’® — b2 —c?
D= (a+b+c)? 0 c+a—b —2a 0 0 1
a2 b2 2ab _ _op2 W22 B2
2 _ 12 .2 2
puis en développant par rapport a la derniere colonne : a’—b —c —2c 0
) ) ) = (a27b2fc2+2bc) (a27b276272b6)
D =(a+b+c)* (2ba*(c+a—b)+2ab*(b +c—a) —(a—b+)at+b—c)a—b—c)atb+o).

2ab(b — —b
5 +2ab(b+ ¢ —a)(c+a—1)) (7) On effectue lopération Ly < L + Lo + Lg + Ly et on factorise 2 =
= 2abc(a +b+c)”. a —b—c—d dans L. On retranche alors C; a Cy, C3, C4, avant de développer

ar rapport a la premiere ligne :
(5) Notons o = ab + bc + caet D le détérminant & calculer. On développe D P bp P &

par rapport & sa premiere ligne, en factorisant les différences de carrés : -1 -1 -1 -1 -1 0 0 0

D b —a d c | b —a—-b d-b> c—b
(a+b)? a? b? T e —a b | | ¢ d-c¢ -—a—-c b-c
D= ai (a+20)2 c? , d ¢ b -—a d c¢c—d b-d —-a-d
b c (b+c¢)
9 5 —a—b d-b c—>b
= (a+b)? (a—;c) (biC)Q =—x2| d—¢ —a—-c b-—c
) , c—d b—-d —-a-—d
— a2 22 (bj—c)z On ajoute L; & Ly et & Lg, et on factorisey =a+b+c—det z=a+b—c+d:
@ (a+c)? —a—>b d—0» c—b
+ 0’ b2 (62) D=—-2| —-a-b—-c+d —a—-b—c+d 0
—a—b+4+c—d 0 —a—b+c—d

= (a+ 82 (042 =) —a? (o~ be)*  (b)?) Casb deb et

+0° ((ac)2 —(o— aC)Q) = —zyz 1 1 0
=0 ((a+b)* (0 +2c¢%) — a*(o — 2bc) — b*(0 — 2ac)) 1 0 1
= 0 (2abo + 2¢*(a + b)? + 2abe(a + b)) = 20(abo + c(a + b)o) = 20° On retranche enfin Cy + C3 a Cq, ce qui permet de conclure en notant ¢ =
(a+b)? o2 b2 a—b+c+d:
Conclusion : a? (a+ c)? c? = 2(ab + bc + ca)? —a+b—c—d d—b c—b
b? ? (b+c)? D= —zyz 0 1 0 |=uzyzt
0 0 1
6
(©) 0 1 1 1 Conclusion : D=(a—b—c—d)(a—b+c+d)(a+b—c—d)(a+b+c—d).
0 -2 a2— B
D=
0 a®—b? -2 Déterminants : avec astuces
1 b? c? 0
Exercice 15. Soit la matrice
y2 + 22 Yyx Zx
A= Ty 2% + 22 2y
Tz Yz x4+ y2

Calculer det A (écrire d’abord A comme le produit de deux matrices).

K. Koufany 10
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Solution de l’exercice 15. On constate que

y? + 22 yx 2T 0 vy =z 0 2z vy
Ty 22 4 22 2y =l z = O y z 0 | =M"M
Tz Yz 2 + 92 y 0 =z z 0 =z
0 y =z
Le déterminant de M = | z x 0 | est —2zyz. On en déduit que D est égal
y 0 =z

a dx?y?22.
Exercice 16. Soit la matrice

bec+ca+ab a?+b%2+c2 be+ca+ab
A= bc+ca+ab be+ca+ab a?+ b2+ 2
a2+ +c2 be+ca+ab be+ ca+ab

Calculer det A (écrire d’abord A comme le produit de deux matrices).

b ¢ a
Solution de l’exercice 16. On constate que A = JK avec J = | a b ¢ et
c a b
c b a
K= a ¢ b |.Mais (faire Ly < L1+ Lo+ L3 encuite Cy + Cy—C4,C5 +
b a c
Cs — ()
b ¢ a 1 1 1
detJ=|a b ¢ |=(a+b+c)|a b ¢
c a b c a b
1 0 0
=(a+b+c)la b—a c—a
c a—c b—c

—(a+b+0)(b—a)b—c) - (a—c)(c—a))
=(a+b+c)(a®+b*+c* —ab— ac— be)
De plus J et K se déduissent I'une de I'autre en échangeant les indéterminées b
et c. Le résultat précédent étant symétrique par rapport a a,b et ¢, on en tire
det J = det K.
Finalement
det A= (det J)*> = (a+b+c)® (a®> +b* + ¢ —ab—ac—bc)Q.

Exercice 17. Soit la matrice

3 3

(z1+31)® (21+12)° (z1+y3)® (21 +va)

(22 + y1)3 (22 + y2)3 (x2 + y3)3 (22 + y4)3
T (st y)? (zstye)® (zstys)?® (w3 +ya)?

(zat+y1)® (Ta+y2)® (wa+ys)® (va+pa)?

Ecrire A comme le produit de deux matrices. En déduire det A.

K. Koufany

Solution de l’exercice 17. Utiliser la formule di bindome de Newton pour voir que
A est le produit de deux matrices ...

Exercice 18. (a) Calculer

a b ¢
a? b2 2
a® b

(b) En déduire
a+b b+c c+a
a?+b2 24+ ?4a?
ad+b6 B+ AF4ad

Solution de l’exercice 18.

a b ¢ 1 1
a? b 2 |=abc| a b
ad b3 a? b2 2
En retranchant & chaque ligne a fois la précédente
a b ¢ 1 1 1
a> b % |=abc| 0 b-a c—a
a® b 0 b(b—a) clc—a)
et enfin en développant
a b ¢
a®> v* 2 | =abe(b—a)(c—a)(c—0D).
ad b3
(b) (b) En séparant la premiere colonne en deux
a+b b+c c+a a b+ec c+a b b+c c+a
A4 4 24a|=]a® B+ 2+a® |+ 0 B2+ 2+ a
a4+ B+ A +ad a® B+ A+ad B o4+ A +ad

Puis en procédant a des combinaisons judicieuses sur les colonnes

a+b b+c c+a a b ¢ b ¢ a
A24+b2 B4+ 24a|=]a® B2 2|+ 2 o
B+ B+B B4l PRI R R R

Enfin, par permutation des colonnes dans le deuxieme déterminant

a+b b+c c+a a b ¢
a2 +0 b2+ 2+a® |[=2|a® V¥ 2 | =2abe(b—a)(c—a)(c—Db).
a4+ B+ A+ad a® b 3
12
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Exercice 19. 1. Soit a,b,c,d : R — R des fonctions dérivables et

2. Généraliser & un déterminant 3 x 3.
3. Application : Calculer

1 coszT sinz
1 cos(zx+a) sin(z+ )
1 cos(z+p) sin(z+p)

Solution de 'exercice 19.

Déterminants : d’ordre n x n

Exercice 20. Calculer les déterminants d’ordre n suivant

T a a T a a
(@) Dy=| % * ) Dy = C.L T2 :
a . a

a a T |, a a @ g,

T a a

(C) Dn: b X2
- “
b b =z,

Solution de Uexercice 20. (a) On effectue 'opération Ly <— Ly +Lo -+ - +L,,, puis
on factorise 4+ (n — 1)a dans L;. Ensuite on retranche a L; & toutes les autres
lignes :

1 1 |
a x a ... a
D, =(zx+ (n—1)a)
T a
a a x

K. Koufany

1 1 1 1

0 z—a O 0
= (@ + (n—1)a)

: . r—a 0

O .« .. e 0 .’I/‘_a

Le déterminant final est triangulaire. Conclusion :
D, = (z+ (n—1a)(x —a)" "

(b) Notons (e) = ey, eq,...,
D,, s’écrit

e, la base canonique de K™, et uw = (1,1,...,1).

D, = det() ((x1 — a) e1 + au, (v2 —a) ez + au, ..., (r, —a)e, +au).

Avec la n-linéarité, le développement de D,, se réduit & la somme suivante (tous
les autres déterminants sont nuls car ils ont au moins deux colonnes identiques
a au) :

D, =det((x1 —a)er,...,(x, —a)ey)
n

+a2det (1 —a)er,...,(xj—1 —a)ej_1,u, (Tj41 — @) €j41, ..., (T, — a)ey)

i=1
n n
:H(xk—a g H xp—a)det(e1,...,€j-1,U, €j41,...,€p)
k=1 J=1k#j
Mais u = Y., e; donc
det (e1,...,€j—1,u,€j11,...,€,) =det(e1,...,€j_1,€j,€j41,...,€n) =1

Ainsi D,, = [[p_; (xx —a) + aZ?:l [Tz (xx — a).
Si on note Py (t) = [[—; (zx — 1), alors Py (t) = = >0 [y, (21 — 1)
On en déduit une expression plus simple du résultat : D,, = P,(a) — aP)(a).
Remarque : si tous les xy sont égaux a x, on a P,(t) = (x — )" et P/ (t) =
—n(z — )"~ 1. On en déduit
Dy, = Py(a) — aP;(a) = )" = (2 —a)" "z + (n—1)a)

et on retrouve ainsi le résultat de la question précédente.
(¢) - On note Cy,Cy,...,C, les vecteurs-colonnes de D,,. On note U =
(1,1,...,1). Avec ces notations et 'indication de 1’énoncé :

A, (t) =det (Cy +tU,Co + tU,...,C, + tU).

(x—a)"+an(z —a

Avec la n-linéarité, le développement de A,,(¢) se réduit & la somme suivante
(les autres déterminants sont nuls car ils ont au moins deux colonnes identiques
atl) :

An(t) = det (Cl, CQ, ey

Cn)+tY det(Cy,...,Cj-1,U,Cjpa, ..., C)

j=1

14
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A, (t) est donc bien une fonction affine o + St de la variable ¢, dans laquelle le
terme constant « représente la valeur du déterminant initial D,,. Ainsi D,, =
AL(0).

- On pose t = —a : A, (t) est triangulaire inférieur, et A, (—a) = D,, —af =
T2, (2 — a).

- On pose t = —b : Alors A, (—=b) = D,, — b3 = [[;_, (xx — b) (déterminant
triangulaire supérieur.) Puisque a # b, on en déduit :

D, _ PAn(=0) —aln(-h) 1 <b
a

b—a b—

- D,, est une fonction polynémiale par rapport a a et b.
En particulier, la valeur de D,, pour b = a s’obtient par passage a la limite
quand b — a. Si on note P,(z) = [[}_, (zx —a), on a

bP,(a) —aP,(b P, (b) — P,

p, _ PPul@) —aPul) o Pu) = Pa(a),
b—a —a

Si on fait tendre b vers a, alors w tend vers P/ (a). La valeur de D,

a
quand b = a est donc P, (a)—aP),(a) : c’est le résultat de la question précédente.

Exercice 21. Soit (f,,) la suite de Fibonacci définie par fo =0, f1 = 1, f41 =
fn+ fn—1 pour n > 1. Calculer le déterminant de la matrice 4,, € M,,+1(R) de
coefficient général f;_;.

Solution de l’exercice 21. Retirer a la derniére ligne les deux lignes précédentes.
Il vient det (A,) = —2det(A,_1) pour n > 3, puis det (A,) = —(—=2)""! si
n>1.

Exercice 22. Soient a1, ...,a, € C. Calculer det (amax(iyj)).
En déduire en particulier det(max(i,j)) et det(min(i, 7)).

Solution de l'exercice 22.

aiy ag as cee Qp
as as as cee Qnp
— | a a a e Q
det (amax(i,j) = | 43 @3 @ "
an  Ap  Qp - an,

En retranchant & chaque colonne la précédente (en commengant par la premieére)

ap —az az —as Qp—1 —an  Gp
0 az — ag (p_1— Qp Gy
det (amax(i,j)) = 0
Gp—-1 — Qp  Gp
(0) 0 an

K. Koufany

et donc
det (amax(i,j)) = (a1 —az) (az — a3) ... (An—1 — ayn) an.
Pour a; =1,
det (amax(i’j)) = (—1)"_171.
Poura;=n+1-—1
det (amini,j)) = 1
Exercice 23. Soit A = (ai ;)1<ij<n € Mn(R) et soit B = ((—1)"a; j)1<i j<n-
Comparer det A et det B.

Solution de Uezercice 23. Notons A = (a; ;) et B = ((—1)""7a; ;). On a

det B — Z E(O’) H(_1>U(i)+iaa(i),i

€S, i=1

en regroupant les puissance de (—1)

det B= Y £(o)(-1)== "D [T a0
i=1

O'ESn
puis
det B = Z e(o)(—=1)"+1) Hag(i)’i
oES, i=1
Ainsi

det B = (=1)"" 1 det A = det A

car n(n + 1) est pair.

Déterminants : calculs par une relation de récurrence

Exercice 24. Calculer en établissant une relation de récurrence le déterminant
d’ordre n suivant

0 1 1
D, = -1

S

-1 -1 0

Solution de l’exercice 24. Par les opérations élémentaires Cy + Cy + C,, puis
L, < L1+ L,, on obtient.

0 0 0 1
0 0 1 1
D, = -1
0 R
1 -1 -1 0|,
16



UNIVERSITE
0 DE LORRAINE

Algebre linéaire 2. S3 — 2023/24

En développant, on parvient a la relation de récurrence

D, =D, _s.
Comme Dy =0et Dy =1,0n a
1+ (=1)"
D,=—"
2

Exercice 25. Calculer en établissant une relation de récurrence le déterminant
d’ordre n suivant

0 1 1
Dnzl

g

1 1 0

Solution de l’exercice 25. Par les opérations élémentaires : C + C; — C), puis
Ly <+ Ly — L, on obtient

2 0 0 1
0 0 (1)

D, =
0 .
1 (1) 0 |,

En développant, on parvient a la relation de récurrence
D, =-2D,, 1 — Dy, .

La suite (D,,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique
r2 4+ 2r 4+ 1 = 0 de racine double —1. Sachant D; = 0 et Dy = —1, on parvient &

D, = (-1)""*n—1).

Exercice 26. Calculer en établissant une relation de récurrence le déterminant
d’ordre n + 1 suivant

C? 21 e 01?4-1
Dn+1 = : . :
CPL Crlerl U Cénn [n+1]

oit C¥ est le coefficient binomial
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Solution de l'ezercice 26. En retirant & chaque ligne la précédente (et en com-
mengant par la derniére) on obtient

ey o ... con
o ¢y ... ¢ont
D= . : :
Y0 n—1
0 Cn T Canl [n+1]

en vertu de la formule du triangle de Pascal
Cp=CpZi+Cpy

En développant selon la premiere colonne

C? oo 0;:—1
Dpyr =1 :
—1
Cg e C;Ln—l [n]
ViaC,, + C, —Cp_1,...,C5 < Cy— (] et en exploitant C’g = CSJFD on obtient
08 ... 02:11
Cn_y Chs
Finalement
D, =1.

Exercice 27. Calculer en établissant une relation de récurrence le déterminant
d’ordre n suivant

Solution de l’exercice 27. Cas b = ¢ : C’est un calcul classique, on effectue Cy <
Ci+---+Cp,puis L; < L; — Ly (pour i = 2,...,n) pour triangulariser le
déterminant et obtenir

det A, = (a+ (n—1)b)(a —b)" L.
Cas b # ¢ : Posons D,, = det A,,. A chaque ligne on retranche la précédente

a b - b
c—a a—"b (0)
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et on développe selon la derniere colonne
D, =bla—c)" '+ (a—b)D,_1 avec n > 2.
Ainsi

D, =bla—c)" P 4+bla—b)(a—c)" 24 +bla—b)""(a—c) +(a—b)""'D;.

Utilisant I’hypothese de récurrence, on trouve

D(s1,...,8n) =81(s2—51) (83— 51— 82+ 81)...(Sn — $1 — Sp—1 + $1)

= 851 (32 — 51) (83 — 32) ‘e (Sn - Sn—l) .

Exercice 29. Soit x € R. Calculer

Par sommation géométrique des premiers termes

1 (a7b>n71
D, =bla—c)" ' —X

- — b)n—l

+ala —

puis apres simplification

D J—
" b—c
Exercice 28. Soient s1,...,s, € R.
Calculer le déterminant suivant :
S1 .. .. 851
S92 ven S92
D, =
S1 So ... Sp

[n]

Solution de l'ezercice 28. Notons D (s1,...
récurrence sur n que

,Sn) ce déterminant. Prouvons par

D (s1,...,8,) =s51(52 —51) (53 —52)...(5p — 5p_1)-

On vérifie cette relation facilement pour les premieres valeurs de n. Si la propriété
est vraie au rang n— 1, prouvons la au rang n en retranchant la premiere colonne
a toutes les autres. On trouve

S1 0 0
§1 S2 — 81 S2 — 51
D(s1,...,8,) = )
S1 S22 — 81 Sp — S1
S9 — 81 . SS9 — 81
S2 — 81 S3— 51 §3 — 81
= S1 . .
S2 —S81 83— S1 Sn — S1
On en déduit que
D(s1,...,8,) =81D (82 — 81,83 — S1,.-+,8, — S1)
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14 22 —x 0 0
— 1+22 —x
0 0
: —x 1422 -z
0 0 —x 14 22

[n]

Solution de l'exercice 29. Onnote A, (z) le déterminant recherché. On remarque,
en écrivant la formule qui donne la définition du déterminant, que A, (x) est un
polyndme de degré exactement égal & 2n. De plus, le terme en 22" ne peut
s’obtenir qu’en faisant le produit des termes diagonaux. On en déduit que le
coefficient devant 22" est égal & 1 . Calculons ensuite A, (z) en effectuant un
développement suivant la premiere ligne. On trouve

—r —z 0
0 1422 —x 0 0
—x 1+2%2 —=z
Ap(z) = (1+2*) Ap_i(z) + 2
0 0
: —z 1422 —x
0 0 0 —x 1+ a2

On continue en effectuant un développement suivant la deuxiéme colonne du
déterminant restant. On trouve

An(z) = (14 2%) Ap_i(2) — 22A,_s(2).

Pour trouver vraiment la valeur de A, (z), on calcule les premieres itérations.
On a
Ay(z) =1+2% Ag(z) =1+ 22 + 2, ...

On conjecture que A, (z) = 1+ 22 + --- + 2", Démontrons ceci par récurrence
double. La propriété est vraie aux rangs n = 1 et n = 2. Si elle est vraie
simultanément aux rangs n — 2 et n — 1, la formule de récurrence précédente
montre qu’elle est aussi vraie au rang n. On obtient donc A, (z) = 1+ 22 +---+

an

Déterminants : la comatrice
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Exercice 30. Soient n un entier supérieur a 2 et A € M, (K).
(a) Etablir

) rg(A) = n = rg(Com(A)) =n;

2) rg(A) =n — 1 = rg(Com(A))

4)) =

)

(1
(
(
)

3) rg(4) <n —2 = rg(Com(A)
(b) Montrer
det(Com(A)) = (det(A))" 1.
(¢) En déduire
Com(Com(A)).

Solution de l'exercice 30. (a) Sirg(A) =n alors A est inversible et sa comatrice
lest alors aussi donc

rg(Com(4)) = n.

Sirg(A) < n — 2 alors A ne possede pas de déterminant extrait d’ordre n — 1
non nul. Par suite Com(A) = O,, et donc

rg(Com(A4)) = 0.

Si rg(A) = n — 1, exploitons la relation A Com(A)T = det(4) -1, = O,.
Soient f et g les endomorphismes de K™ canoniquement associés aux matrices
A et Com(A)T. On a fog = 0 donc Im(g) C Ker(f). Comme rg(f) = n —
1,dimKer(f) = 1 et par suite rg(g) < 1. Ainsi rg(Com(4)) < 1. Comme
rg(A) = n — 1, il existe un déterminant extrait non nul d’ordre n — 1 et par
suite Com(A) # O,,. Finalement
rg(Com(A4)) = 1.

(b) Comme A Com(A)" =det(A) -1, on a
det(A) det(Com(A)) = (det(A))™.

Si det(A) # 0 alors
det(Com(A)) = (det(A))" 1.

Si det(A) = 0 alors rg(Com(A)) < 1 < n donc
det(Com(A)) = 0.

(c) Sirg(A) =n alors

Com(Com(A))" - Com(A) = det(Com(A)) -1, = det(A)" ' -1,,.
Donc
Com(Com(A)) " = det(A)"~! Com(A)~".
Or Com(A)" - A = det(A) - I,, donc

Com(A)" = det(A)-A™1
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puis sachant (B~ T = (B—r)f1 ona:

Com(Com(A)) = det(A)" 2 A.

Sirg(A) <n—1etn >3 alors rg(Com(A4)) <1<n—2donc
Com(Com(A4)) = O,.

Si n = 2 alors pour

c

A= < .« > ,Com(A) = ( 4o ) et Com(Com(A)) = A.

Exercice 31. Soit A € M,,(R).
Résoudre, pour n > 3, 'équation Com A = A.

Solution de ’exercice 31. - Le cas A = 0 donne une solution.

- Dans le cas ou le rang de A est compris entre 1 et n — 2, ’étude précédente
montre que ’équation est impossible (sinon A serait la matrice nulle).

- Si le rang de A est n — 1, le rang de la comatrice est 1 < n — 1 : ’équation
est toujours impossible.

- Si A est inversible, les solutions sont toutes les matrices A telles que AT A =
(det A)I,,. Mais on a alors det (AT A) = (det A)? = det A, équation qui entraine
que det A = 1. Les solutions sont alors les matrices A vérifiant ATA = I,,,
c’est-a-~dire ’ensemble des matrices orthogonales.

Déterminants : des matrices par blocs

Exercice 32. Soient A, B,C, D € M,,(K) avec CD = DC.
(a) On suppose que D est inversible, établir

A B
det< c D > = det(AD — BC).

(b) Généraliser la formule au cas ott D n’est plus supposée inversible.

Solution de l'exercice 32. (a) On multiplie la matrice étudiée par une matrice
triangulaire par blocs afin que le produit obtenu soit lui aussi triangulaire par

blocs. On a

A B D O,\ (AD-BC B

C D -C 1, J O, D )
Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants
des blocs diagonaux. En calculant le déterminant des deux membres

A B
det( c D >detD:det(AD—BC)detD

22



UNIVERSITE
0 DE LORRAINE

Algebre linéaire 2. S3 — 2023/24

On conclut en simplifiant par det D ce qui est possible car det D # 0. (b) On
introduit D, = D + €I, et on passe & la limite quand ¢ tend vers 0T La matrice
D, commute avec C' et, pour € assez petit et strictement positif, il s’agit d’une
matrice inversible ! ce qui permet d’écrire

A B
det(c Dg)zdet(ADE—BC).

Les deux membres de cette équation correspondent a des fonctions continues
(car polynomiales) de la variable e. On conclut en passant & la limite quand &
tend vers 0%

A B
det( c D ) = det(AD — BC).

Exercice 33. Soient A, B,C, D € M, (K) avec AC = C A. Montrer que

A C
det( B D ) =det(DA — BC).

Solution de l’exercice 83. Supposons pour commencer la matrice A inversible.
Par opérations par blocs :

A C I —AC\ [ A 0
B D 0o I ~\ B D-BA"C

On en déduit.
A O et (D—BA7'C)det A=det (DA— BA™'CA)
B D

Or les matrices A et C' commutent donc A~ et C' commutent aussi et
‘ A C

= D ‘ = det(DA — BC)

Supposons A non inversible. Pour p assez grand, la matrice A, = A + ]%I est
inversible et commute avec C' donc

A, C
det( Bp D ) = det (DA, — BC).

En passant a la limite quand p — +00, la continuité du déterminant donne

A C
det( B D ) =det(DA — BC).

Exercice 34. Soient B € M, (R) et
I, B
A:( B 1L, )EMgn(R)

(a) A quelle condition la matrice A est-elle inversible ?
(b) Donner son inverse quand cela est possible.
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Solution de lexercice 34. (a) Par les opérations Ly11 < Lypq1 + L1,..., Loy =
L2n + Ln7

I, B
detA—' B+l, 1, +B ‘

Par les opérations C; < Cy — Cp11,...,Cp < C,, — Cop,

- B B

I,
det A = ’ 0, I +B

‘ =det (I, — B)det (I, + B).
Ainsi A est inversible si, et seulement si, I,, —B et I,,4+ B le sont (i.e. 1, —1 ¢ Sp B).

On aurait aussi pu étudier le noyau de A. (b) On peut présumer que l'inverse
de A est alors de la forme

M N
N M)
Puisque
I, B M N\ _ (M+BN N+BM
B I, N M )"\ BM+N BN+M
on a
M+ BN =1, M= (1, - B2~
= 1
BM +N =0, N =-B(I, - B?)
d’oit

A1<_m—W>1

B(L, - B~

~B(1,- B )

(1~ 5)”"

Déterminants : applications

Exercice 35. Soit dans R? la famille de vecteurs (vy, v, v3), avec v = (1,1, @),
vy = (1,a,1) et v3 = (, 1, 1). Dire pour quelles valeurs de « la famille (v1, v2, v3)
est libre.

Solution de 'exercice 85. Puisqu’on est en dimension 3 , la famille (e, e3, e3) est
une famille libre si et seulement si ¢’est une base. Soit M la matrice de ses trois
vecteurs, ie

1
M=11
t

—

t
1
1

La famille (ej,ea,e3) est une base de R? si et seulement si la matrice M est
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inversible, c’est-a-dire si et seulement si det(M) # 0. Mais on a

1 1 ¢ t+2
1 ¢ 1 |=|1t+2
t 1 1 t+42

1

t

1

1 t
= (t+2)] 1

1

1

0

0

t
= (t+2) 11—t
1—1t

t
1
1
1
t
11
1
t
0
= —(t+2)(t—1)%

Exercice 36. Soient (zo, ...
Montrer que la famille

, zn) des nombres complexes deux & deux distincts.

(X —20)", (X —20)" .., (X —2)")

est une base de C,[X]

Solution de l’exercice 36. Calculons le déterminant de cette famille ( de (n + 1)
vecteurs dans un espace de dimension n + 1) par rapport a la base canonique

(1,X,...,X™). On a
X -—z)"= . —1)" I TIXY
(X - =) j}_oj(])m &

Le déterminant recherché est donc

O O

o] (e (D (D],
() (@) - ()

On reconnait un déterminant de Vandermonde, qui est non-nul puisque les

z; sont supposés tous distincts. La famille considérée est effectivement une base
de C,[X].

Exercice 37. Pour a € R, on considere

1 3 «
M, = 2 -1 1
-1 1 0

Déterminer les valeurs de a pour lesquelles "application linéaire associée a M,
est bijective.
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Solution de l’exercice 37. L’application linéaire associée a M, est bijective si et
seulement si la matrice M, est inversible, si et seulement si le déterminant de
M, est non-nul. On calcule donc ce déterminant. En ajoutant L3 & Ly et 2L3 a
Lo, on trouve :

4 «
11 =a—4.

4 «
det(M,)=] 0 1 1 —1‘
1 0

L’application linéaire associée a M, est donc bijective si et seulement si o # 4.

Exercice 38. Etudier, suivant les valeurs des parametres a € R et m € R,
I'inversibilité des matrices suivantes :

a -1 0 -1 0 m m m2—m

-1 a -1 0 1 m—1 2m—1 m?—-m
A= o 1 4 | ®*B=0o m 0

-1 0 -1 a 1 m 3m—1 0

Solution de l’exercice 38. 1l suffit de calculer le déterminant. Il faut le calculer de
fagon suffisamment intelligente pour qu’il apparaisse immédiatement sous forme
factorisée. Pour la premiere matrice, commencer par tout ajouter sur la premiere
colonne.

det(A) =

a—2 -1 0 -1
a—2 a -1 0
a—2 -1 a_ —1

a-2 [oC21" o (-2)" (=20)"
n ) ( n\Yh(=20" 0 (=n (—2n)
1 n, 1 a -1 0
=@=2 . 1
1 0 -1 a
1 0 0 0
B 1 a+1 -1 1
=@=21 0 o 4 0
1 1 -1 a+1
a+1 -1 1
=(@-2)] 0 a 0
1 -1 a+1
_ a+1 1
=(@=2al 7y 4y ‘
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La matrice A est donc inversible si et seulement si a # 0,2, —2. Pour la

2

matrice B, on procéde de la méme fagon, en commengant par mettre m* —m =
m(m — 1) en facteur sur la derniére colonne.

det(B)

La matrice est

K. Koufany

0 m m 1
1 m—-1 2m—-1 1
=mm=D1, m 0
1 m 3m—1 0
0 m m 1
=m(m—1) (1) mﬂf Qmm_l (1) (L4 — L2 — L4)
0 1 m -1
m m 1
=-m(m-1)|m m 0
1 m -1
m m 1
=-m*m—-1)] 1 1 0
1 m -1
m 0 1
=-m*(m—-1)| 1 0 0 |(C2—C1—C1)
1 m-1 -1
0 1
=mim =11 1‘

=-—m?*(m —1)?

inversible si et seulement si m # 0, 1.
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