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Algebre linéaire 2 — Feuille 1
Révisions

Exercice 1. Partie 1. On considére ’endomorphisme f de R* tel que sa
matrice dans la base canonique s’écrit

9 -1 -3 -1
3 0 -1 0
6 -2 -5 -2
3 -1 -1 1

A:

(1) Déterminer une base de Ker(f — Id).
(2) Calculer (A — I,,)?, vérifier qu’elle est de rang 1.
Déterminer une base de Ker(f — Id)2.
(3) (a) Choisir un vecteur vy appartenant a Ker(f — Id)? mais n’appar-
tenant pas a Ker(f —Id).
(b) Montrer que vy et vo = (f — Id)(v1) sont indépendants.
(c) Choisir un vecteur vs dans Ker(f — Id) tel que vy, vy et v3 soient
indépendants et montrer que (vy, v, v3) est une base de Ker(f — Id)?.
(d) Choisir un vecteur vg dans Ker(f — 21d) tel que B = (vy,v2, v3,v4)
soit une base de R*.
Ecrire la matrice N de f dans cette base.
(4) Montrer que (f —1d)? = (f — Id)?.
Partie 2. On consideére une application linéaire g de R* dans lui méme telle
que :
(o) rang(g —1Id)? =1 et rang(g —Id) # 1,
(8) rang(g—21d) = 3.

(1) Montrer que g — Id n’est pas inversible.
(2) Montrer que Ker(g — Id)? N Ker(g — 21d) =
(9 —1d)? & Ker(g — 21d).
(3) Montrer que Ker(g — Id) C Ker(g — Id)2. Montrer qu’il existe un
vecteur wy tel que wy = (g —1Id)(wy) # 0 et (g —Id)?(w;) = 0. Montrer que
wy et wy sont indépendants.

(4) Montrer qu'il existe une base de R* dans laquelle la matrice de g est
de la forme

{0}. Montrer que R* =
Ker

N, =

OO O N
OO = O
O R Rk O
2 ™R
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Montrer que § = 1, et en déduire la dimension de Ker(g — Id).
(5) Montrer qu’il existe une base de R* dans laquelle la matrice de g est
a matrice NV de la partie 1.

Exercice 2. Partie 1. Soit f 'endomorphisme R* tel que sa matrice dans
la base canonique est

11 -5 -5 3
3 3 -1 -1
1 1 5 =3
1 1 1 1

A:

(1) Déterminer une base de Ker(f — 41d).

(2) Déterminer Ker(f —41d)?.

Vérifier que Ker(f —41d) C Ker(f —41d)%.

Construire une base de Ker(f—41d)? qui contient la base de Ker(f—41d)
construite en (1) .

(3) Montrer que Ker(f —41d)? et Ker(f — 81d) sont supplémentaires.

(4) Fabriquer une base de R* en mettant cote a cote la base de Ker(f —
41d)? construite en (2), et une base de Ker(f —81d), et écrire la matrice N
de f dans cette nouvelle base.

(5) En déduire que (f —41d)?(f —81d) = 0.
Partie 2. Soit g une application linéaire de R* dans lui méme telle que

() (g—41d)*(g —81d) =
(B) rang(g—41d)* =
(v) (9 —41d)(g —81d) # 0.

(1) Montrer que Im(g — 81d) C Ker(g — 41d)?.
(2) Montrer que Ker(g — 81Id) NKer(g — 41d)? = {0}.
(3) En déduire que Ker(g —81d) et Ker(g —41d)? sont supplémentaires.
(4) Montrer que Ker(g — 41d) C Ker(g — 41d)%. Montrer que cette in-
clusion n’est pas une égalité.

(5) Montrer que
dim(Im(g — 41d)?) + dim(Ker(g — 41d) N Tm(g — 41d)) = dim(Im(g — 41d)).
En déduire que g — 41d est de rang 2.

(6) Montrer qu'il existe une base de R*, dans laquelle la matrice de g
est la matrice N trouvée dans (4) de la partie 1.
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Exercice 3. Partie 1. Soit f I’endomorphisme de R* tel que sa matrice
dans la base canonique est

-4 —4 2 0

3 2 =30

A= -2 0 4 0
1 0 -1 2

1) Déterminer une base (v1,vs) de Ker(f —21Id) et une base de Im(f —

2) Ker(f — 21d) et Im(f — 21d) sont-ils supplémentaires ?
) Déterminer Ker(f).

(4) Calculer A2, puis déterminer une base (v3,v4) de Ker(f?) telle que
vs soit dans Ker(f).

(5) Montrer que B = (v1,v2,v3,v4) est une base de R?*, et écrire (avec
un minimum de calculs) la matrice N de f dans cette base.

(6) Montrer que f3 —2f2 = 0.
Partie 2. On consideére un endomorphisme g de R* qui vérifie les conditions
suivantes :

(
21d).
(
(3

()  g*—29"=0
B)  g*-29#0
y) dim(Ker(g — 21d)) =

(1) Montrer que Ker(g — 21d) contient Im(g?).

(2) Montrer que Ker(g — 21d) N Ker(g ) {0}.

(3) Montrer que Ker(g —21d) et Ker(g?) sont supplémentaires dans R*.

(4) Montrer que Ker(g) C Ker(g?), mais que ces deux sous-espaces sont
distincts.
Quelles sont les dimensions de ces deux sous-espaces ?

(5) Montrer qu'il existe une base de R* dans laquelle la matrice de g est
la matrice N (obtenue dans la partie 1).

Exercice 4. Partie 1. On considére 'endomorphisme f de R* tel que sa
matrice dans la base canonique est

4 10 7 0

-3 -8 —6 0

A= 2 6 5 0
-1 -3 -2 1

(1) Déterminer une base (v, ve) de Ker(f?) tel que vy € Ker(f).
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(2) Déterminer une base de Im(f?).

(3) Déterminer une base (vs,v4) de Ker(f —Id).
Montrer que Ker(f —Id) et Ker(f?) sont supplémentaires, et déduire que
B = (v, v2,v3,v4) est une base de R*.

(4) Ecrire la matrice N de f dans la base B.

(5) Montrer que f3 = f2.

(6) Montrer que pour tout A différent de 0 et 1, application f — AId
est inversible.
Partie 2. On consideére un endomorphisme g de R* vérifiant :

() (g—Id)og>=0cet (g—Id)og#0
(B)  rang(g®) =2.

(1) Montrer que Im(g?) C Ker(g — Id).

Quelle relation en résulte-t-il pour les rangs des applications g2 et g — Id ?

(2) En utilisant la relation g2 — (g + Id) o (g9 — Id) = Id, montrer que
Ker(g?) N Ker(g — Id) = {0}.

Quelle relation en résulte-t-il pour les rangs de g2 et de g — Id ?

(3) Montrer que Ker(g?) et Ker(g — Id) sont supplémentaires dans R*.

(4) Montrer que Ker(g) # Ker(g?). Quel est le rang de g ?

(5) On choisit un vecteur non nul v; de Ker(g), un vecteur vy qui est
dans Ker(g?) mais pas dans Ker(g), et deux vecteurs v3 et v4 indépendants
dans Ker(g — Id).

Justifier la possibilité dun tel choix, montrer que ces quatre vecteurs forment
une base de R*, puis écrire la matrice de ¢ dans cette base.

(6) Un choix judicieux de ces quatre vecteurs permet de retrouver la
matrice N de la partie 1; expliquer pourquoi.

Exercice 5. Partie 1. On considere ’endomorphisme de R* tel que sa
matrice dans la base canonique s’écrit

-6 —-10 -5 -1
12 18 9 2
-17 =24 -12 -3
24 34 18 5

A=

(1) Déterminer une base de Ker(f —Id).
(2) Caleuler (A — I,)?, vérifier qu’elle est de rang 1.
Déterminer une base de Ker(f — Id)?.
(3) Choisir un vecteur vy qui est dans Ker(f —Id)? mais pas dans Ker(f —

1d).
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On pose v = f(va) — va.
Choisir un vecteur vy tel que (ve,vs,vy) soit une base de Ker(f — Id)?.

(4) Choisir un vecteur v; de Ker(f—21d) et montrer que B = (v1, va, v3, v4)
est une base de R*.
Ecrire la matrice N de f dans cette base.

(5) Montrer que (N — I,)3 = (N — I,)?.
En déduire trois suites (an)n, (bn)n, (cn)n telles que (Vn), A" = a,A? +
bnA + Cnl4.
Partie 2. On considére une application linéaire g de R* dans lui méme
vérifiant :

()  rang(g—1d)> =1 et rang(g—1Id) # L.
(8)  rang(g—21Id) = 3.

(1) Montrer que (g — Id) n’est pas inversible.
(2) (a) Montrer que Ker(g —Id)? NKer(g — 21d) = {0}.
(b) Montrer que Ker(g — Id)? et Ker(g — 21Id) sont supplémentaires.
(3) Montrer que Ker(g—1Id)? contient Ker(g—Id), et que ces deux noyaux
t différents.
(4) Soit wy un vecteur non nul de Ker(g — 21d). Soit wy un vecteur de
Ker(g—1d)?2, qui n’appartient pas & Ker(g—1Id). On pose w3 = (g—1Id)(ws).
Montrer qu’il existe une base de R* de la forme (w1, ws, w3, wy).

(5) Montrer que dans une telle base la matrice de g est de la forme

son

O~ Rk O
o= OO
=2 @R

O O O

Montrer que § = 1, et en déduire la dimension de Ker(g — Id).
(6) Montrer qu'il existe une base de R* dans laquelle la matrice de g est
N de la partie 1.
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