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Algebre linéaire 2 — Feuille 1
Révisions

Exercice 1. Partie 1. On considére ’endomorphisme f de R* tel que sa
matrice dans la base canonique s’écrit

9 -1 -3 -1
3 0 -1 0
6 -2 -5 -2
3 -1 -1 1

A:

(1) Déterminer une base de Ker(f — Id).
(2) Calculer (A — I,,)?, vérifier qu’elle est de rang 1.
Déterminer une base de Ker(f — Id)2.
(3) (a) Choisir un vecteur vy appartenant a Ker(f — Id)? mais n’appar-
tenant pas a Ker(f —Id).
(b) Montrer que vy et vo = (f — Id)(v1) sont indépendants.
(c) Choisir un vecteur vs dans Ker(f — Id) tel que vy, vy et v3 soient
indépendants et montrer que (vy, v, v3) est une base de Ker(f — Id)?.
(d) Choisir un vecteur vg dans Ker(f — 21d) tel que B = (vy,v2, v3,v4)
soit une base de R*.
Ecrire la matrice N de f dans cette base.
(4) Montrer que (f —1d)? = (f — Id)?.
Partie 2. On consideére une application linéaire g de R* dans lui méme telle
que :
(o) rang(g —1Id)? =1 et rang(g —Id) # 1,
(8) rang(g—21d) = 3.

(1) Montrer que g — Id n’est pas inversible.

(2) Montrer que Ker(g — Id)? N Ker(g — 21d) =
Ker(g — Id)? @ Ker(g — 21d).

(3) Montrer que Ker(g — Id) C Ker(g — Id)2. Montrer qu’il existe un
vecteur wy tel que wy = (g —1Id)(wy) # 0 et (g —Id)?(w;) = 0. Montrer que
wy et wy sont indépendants.

(4) Montrer qu'il existe une base de R* dans laquelle la matrice de g est
de la forme

{0}. Montrer que R* =

N, =

OO O N
OO = O
O R Rk O
2 ™R
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Montrer que § = 1, et en déduire la dimension de Ker(g — Id).
(5) Montrer qu’il existe une base de R* dans laquelle la matrice de g est
a matrice NV de la partie 1.

Solution de l’exercice 1. Partie 1.
1. La matrice de f — Id dans la base naturelle est

8§ -1 -3 -1
3 -1 -1 0
16 -2 -6 -2
3 -1 -1 0

A-I =

Réduisons la par la méthode du pivot, nous obtenons (avec certains choix
de pivots, pivots encadrés)

Le rang (dim de I'image) est 2 , c’est & dire le nombre de pivots. Donc,
d’apres la théoréme du rang, le noyau est de dimension 4 —rang(f —1Id) = 2.
Soit v = (x,u, z,t) € R3. On a alors

oT —22—-t=0
v=(z,u,2,t) € Ker(f —Id) &

3r—y— =z =0
(d’apres la réduction de Gauss les variables ¢ et y sont principales et les
autres sont secondaires) d’ott

5 — 2z = i

3r — z =y

v=(z,u,z2,1) EKer(fId)@{

v=(z,y,21t) = (x,3z — z,2,5x — 22)
= 2(1,3,0,5) + 2(0, —1,1,-2)

Les deux vecteurs u; = (1,3,0,5) et ug = (0,—1,1,—2) sont indépendants
(car ils sont évidemment non colinéaires) donc ils forment une base de
Ker(f —Id) (qui est, on le sait, de dimension 2).

Attention, si vous avez une autre réduction, vous ne trouverez pas les
mémes vecteurs de base. Mais ceux que vous trouvez doivent étre des com-
binaisons linéaires de ceux que je viens d’écrire, et inversement.
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2. On a
10 0 -4 -2
e | 50 —2 -1
(A-L)"= 20 0 -8 —4
5 0 —2 -1

est de rang 1 parce qu’elle est non nulle, et que ses lignes sont proportion-
nelles. Il en résulte que le noyau de Ker(f —Id)? =4 —1 = 3.
La réduction de (A — I)? donne

0 0
0 0
0 0

-2 -1

o O O O
o o oo

Donc si v = (z,u,2,t) € R3, on a

v=(z,u,z1t) € Ker(f —Id) & t = bz — 22
< v =(x,y,z,5x — 22)
& v =2(1,0,0,5) + y(0,1,0,0) + 2(0,0,1, -2)

Les trois vecteurs eq, w1 = (1,0,0,5) et wa = (0,0, 1, —2) sont indépendants
(facile & vérifier), ils sont dans Ker(f — Id)? qui est de dimension 3 , donc
ils en forment une base.

3. (a) Le vecteur v; = e est dans Ker(f — Id)2. Puisque vy = (f —
Id)(v1) = (=1,—1,—2,—1) est non nul v; n’est pas dans Ker(f — Id);
(f —Id)(ve) = (f —1d)? (v1) = 0, donc vy est dans Ker(f — Id). Ils sont
indépendants car non colinéaires.

(b) Choisissons un vecteur de Ker(f — Id), par exemple v = u; =
(1,3,0,5) ; on vérifie que (v, ve, v3) sont indépendants (s’ils ne I’étaient pas
on remplacerait u; par un autre vecteur de Ker f — Id), par exemple us),
ils sont tous trois dans Ker(f —Id)? (puisque Ker(f —Id) C Ker(f —1d)?),
il en résulte qu’ils forment une base de I'espace Ker(f — Id)? (qui est de
dimension 3).

(c¢) Un calcul analogue & celui de 1. montre que Ker(f — 21d) est de
dimension 1 et engendré par vy = (2,1,4, 1). Ensuite il est facile de vérifier
que les quatre vecteurs vy, v9, v3 et vy sont indépendants (trouver 4 pivots
dans la réduite de Gauss des coefficients des vecteurs), ils forment donc une
B base de R*.

Par construction on a

f(v1) = vy +ve =, car vy = (f — 1d)(vy) ;

Fe2) = F((f — 1) (or) = (f — )(f — Id)(en) + (f — 1) (v1) = (f —
1d)2(v1) + vo = vg car vy € Ker(f —1d)?;
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f(vs) = v3 car vy = u; et uy € Ker(f —1d);
f(va) = 2vy, car vy € Ker(f —21d).
Donc la matrice de f dans la base (vy, va, v3, v4) est

0

SO ==
oo O
o = O O
N OO

4. Pour montrer que (f—1d)3 = (f—1d)?2, on montre soit que (A—14)3 =
(A — I,)? (en faisant le calcul dans la base initiale), soit que (N — I4)3 =
(N — I4)? (en faisant le calcul dans la nouvelle base : utilisez la formule de
changement de bases : A = PNP~! , ou P est la matrice de passage de la
base canonique & la base B). Ce second calcul est beaucoup plus facile (car
la matrice N — I comporte beaucoup de zéros), ¢’est donc ce second calcul
que nous ferons.

Partie 2.

1. Raisonnons par I’absurde. Si I'endomorphisme g — Id est inversible
(bijectif), alors (g —Id)? I'est aussi et par suite son rang est égal & 4; ce qui
est faux puisque rg(g —Id)? = 1. C’est donc que g — Id n’est pas inversible.

On remarquera que ceci implique que le rang de g — Id n’est pas égal a
4. Comme il n’est pas égal & 0 (g — Id # 0, puisque (g — Id)? # 0), ni & 1
(hypothese (), c’est qu’il est égal & 3 ou & 2 . Ce n’est qu’a la fin de 4. que
P’on montrera que ce rang est 2 (et non 3).

2. Soit v € Ker(g — Id)? N Ker(g — 21d). Alors g(v) = 2v (car v €
Ker(g — 21d)). On a donc

(9 —1d)*(v) = (g~ 1d)[g(v) = v] = (9 — 1d)(2v — v) = g(v) —v = v.

Et puisque v est dans Ker(g — Id)?, ceci implique que v est nul.

Puisque rang(g — Id)? = 1, la dimension de Ker(g — Id)? est 3(= 4 — 1).
Puisque rang(g — 21d) = 1 (= 4 — 3), la dimension de Ker(g — 21d) est 1.
Donc la somme des dimensions de ces deux noyaux est 4 , et comme leur
intersection est réduite & {0}, c’est qu’ils sont supplémentaires.

3. Soit v dans Ker(g — Id), alors (¢ — Id)(v) = 0; donc

(9 —1d)*(v) = (9 — 1d)[(g — Id)(v)] = (¢ — 1d)(0) = 0

Ce qui prouve que v est dans Ker(g — Id)2.

D’apres I'hypothese (), dim Ker(g —1d)? = 3. Et d’apres les remarques
faites & la fin de la question 1. dim Ker(g — Id) € {1,2}. Donc Ker(g — Id)?
est strictement plus gros que Ker(g — Id). Il existe donc un vecteur wy
qui est dans Ker(g — Id)? et n’est pas dans Ker(g — Id). On a alors wy =
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(9 —Id) (w1) # 0 (puisque w; n’est pas dans Ker(g — Id)), tandis que
(9 —1d) (we) = (g — Id)? (wy) = 0 (puisque w; est dans Ker(g — Id)? ).

Pour montrer que wy et wy sont indépendants, considérons une relation
du type aw; + Bwe = 0. Appliquons lui g — Id, nous obtenons aws = 0.
Puisque wy # 0, c’est que o = 0. Mais alors la relation initiale s’écrit
Bwy = 0, ce qui implique S = 0. Ainsi aw; + fwy = 0 implique o = 5 = 0;
ce qui signifie que w; et ws sont indépendants.

4. Les vecteurs w; et wy sont indépendants dans Ker(g — Id)? qui est
de dimension 3; donc, d’apres le théoreme de la base incomplete, on peut
trouver un vecteur ws tel que (wy; wo, w3) soit une base de Ker(g—1Id)?2. Soit
wp une base de Ker(g—21d) (qui est de dimension 1). Alors (wg, wa, w1, w3)
est une base de R* (d’apres la question b).

Ecrivons la matrice de g dans cette base. Nous connaissons ses trois premieres
colonnes puisque g(wg) = 2wy, g(ws2) = wy et g(wy) —w; = ws. La derniére
colonne est a priori inconnue et dépend du choix de ws. D’ou

coowN
2 @» R

Dans cette base la matrice de (g — Id)? est

Or d’apres 'hypothese (a) cette matrice doit étre de rang 1, ceci implique
que 6 — 1 soit nul (pour que (§ — 1) soit nul) et aussi v = 0 (pour que
v+ B(6 — 1) soit nul). On a alors

2 0 0 «

o118

N_0010

0 0 0 1

Donc

1 0 0 «
oo 1 g
N=Li=| 4 0 0 o0
0 0 0 O

est de rang 2.
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5. Reprenons la construction de la base. Puisque Ker(g — Id) est de di-
mension 2, nous allons choisir pour w3 un vecteur de Ker(g—Id) indépendant
de wq. Alors les vecteurs (wy, ws, w3) sont indépendants. En effet si aw; +
bws 4+ cwz = 0, alors (en prenant 'image par g — Id) aws = 0, donc a = 0;
et il reste bwy + cws = 0 qui implique b = ¢ = 0 (puisque w9 et w3 sont une
base de Ker(g — Id) ).

Les vecteurs wi, wa, ws forment donc une base de Ker(g — Id)2. Dans la
base (wg, w1, we,ws) ainsi définie la matrice de g s’écrit

2 0 0 0
01 10
0 010
0 0 01

Pour retrouver la matrice N de la partie 1, il suffit de permuter les vecteurs
de précédente base, c-a-d. de considérer la base (ws, w1, ws, wp). Ainsi dans
cette base la matrice de g est

1 0 0 0
1100
N= 0 010
0 0 0 2

Exercice 2. Partie 1. Soit f ’endomorphisme R* tel que sa matrice dans
la base canonique est

11 -5 -5 3
3 3 -1 -1
1 1 5 —3
1 1 1 1

A=

(1) Déterminer une base de Ker(f — 41d).

(2) Déterminer Ker(f —41d)2.

Vérifier que Ker(f —41d) C Ker(f —41d)2.

Construire une base de Ker(f—41d)? qui contient la base de Ker(f—41d)
construite en (1) .

(3) Montrer que Ker(f —41d)? et Ker(f — 81d) sont supplémentaires.

(4) Fabriquer une base de R* en mettant cote & cote la base de Ker(f —
41d)? construite en (2), et une base de Ker(f —81d), et écrire la matrice N
de f dans cette nouvelle base.

(5) En déduire que (f —41d)?(f — 81d) = 0.
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Partie 2. Soit g une application linéaire de R* dans Iui méme telle que

() (g—41d)*(g —81d) =0,
(8) rang(g— 41d)2 =1,
(7) (g —41d)(g —8Id) # 0.

(1) Montrer que Im(g — 81d) C Ker(g — 41d).
(2) Montrer que Ker(g — 81d) N Ker(g — 41d)? = {0}.
(3) En déduire que Ker(g —81d) et Ker(g — 41d)? sont supplémentaires.
(4) Montrer que Ker(g — 41d) C Ker(g — 41d)2. Montrer que cette in-
clusion n’est pas une égalité.

(5) Montrer que

dim(Im(g — 41d)?) + dim(Ker(g — 41d) N Tm(g — 41d)) = dim(Im(g — 41d)).

En déduire que g — 41d est de rang 2.
(6) Montrer qu’il existe une base de R*, dans laquelle la matrice de g
est la matrice N trouvée dans (4) de la partie 1.

Solution de l’ezercice 2. Partie 1.

1. Le rang de f —41d est 2; le noyau est de dimension 2; il admet pour
base les deux vecteurs v = (0,1,—1,0) et w = (1,2,0,1). Si vous n’avez
pas fait la méme réduction que moi vous aurez une autre base; vérifiez
que les vecteurs que vous trouvez sont combinaisons linéaires des miens, et
inversement.

2. Le noyau de (f —41d)? contient Ker(f —41d) (car si (f —41d)(z) = 0,
alors (f —41d)2(z) = 0). Pour le déterminer, on calcule (A — 41,)* ; il admet
pour base (v,w,z), ou z = (1,0,0,—1).

3. Le noyau de f — 81d est de dimension 1 , il est engendré par y =

(4,2,1,1).
Pour vérifier que Ker(f — 81d) et Ker(f — 41d)? sont supplémentaires, le
plus simple est de vérifier que les vecteurs (v, w,z,y) forment une base de
R* (c’est & dire qu'’ils sont indépendants).

4. La matrice de f dans cette base est de la forme

O O O =
O O = O
o s ™
co O OO

Les colonnes 1,2 et 3 expriment f(v) = 4v (car v est dans Ker(f — 41d)),
f(w) = 4w (car w est dans Ker(f — 41d) et f(y) = 8y (y est dans Ker(f —
81d)). La troisitme colonne exprime que (f —41d)?(z) = 0, c’est & dire que
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(f —4Id)(x) € Ker(f —41d) ; ce qui signifie que (f —41d)(x) = f(x) — 4z
est de la forme av + Sw.

11 reste & calculer « et 3, ce qui est facile. On calcule f(x) — 4z =
(4,4,4,4). Ce qui donne immédiatement « = —4 et 8 = 4. D’autres choix
de v, w et x donnent d’autres valeurs de « et 3.

5. Pour montrer la relation, on se place dans une base et on fait le calcul
matriciel correspondant. Bien entendu on se place dans la base (v, w, z,y)
pour que les calculs soient plus faciles.

Partie2

1. Soit = € Im(g—81d), alors il existe y dans R* tel que (g—81d)(y) = .
On a alors

(9 —41d)*(z) = (g — 41d)*(g — 81d)(y) = 0

Donc z est dans Ker(g — 41d)2. Ce qui démontre I'inclusion cherchée.
2. Soit z un vecteur de l'intersection, on a g(z) = 8z (car = € Ker(g —
81d)) et (g — 41d)?(x) = 0. De ces deux relations on déduit

0= (g—4Id)2(x) = (g—41d)(8z —4x) = 4(g—41d)(x) = 4(8z —4x) = 16z

Ce qui implique & = 0. Donc I'intersection des deux sous-espaces est réduite
a {0}.

3. Puisque les deux sous espaces ont une intersection réduite & {0}, pour
montrer qu’ils sont supplémentaires, on va vérifier que la somme de leurs
dimensions est 4. Pour cela on remarque que l'inclusion de 1. implique

4 — dim Ker(g — 81d) < dim Ker(g — 41d)2.

Autrement dit la somme des deux dimensions est au moins égale a 4 . Elle
n’est pas plus grande que 4, car, d’apres la formule de Grassmann,

dim Ker(g — 81d) + dim Ker(g — 41d)?
= dim (Ker(g — 8Id) + Ker(g — 41d)?) — dim (Ker(g — 8Id) N Ker(g — 41d)?
< dimR* — dim{0}

4. L’inclusion est classique : Soit & dans Ker ¢, alors ¢(z) = 0, donc
o(p(x)) = ¢*(x) = 0. Donc z est dans Ker ©?.

Pour montrer qu’elle est stricte on raisonne par l’absurde. Si ces deux
noyaux étaient égaux, on aurait Im(g—81Id) C Ker(g—41d). Il en résulterait
que (g —41d)(g — 81d) = 0. Ce qui est contraire & 'hypothese (7).

5. Notons ¢ la restriction de g & Im(g — 4Id). C’est une application
de Im(g — 41d) dans lui méme. Nous avons donc dimIm ¢ + dim Ker ¢ =
dim Im(g—41d). Il reste & démontrer que Ker ¢ = Im(g—4Id)NKer(g—41d)
et que Im ¢ = Im(g — 41d)2.
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Les éléments de Ker ¢ sont les éléments de Im(g — 41d) qui sont annulés
par ¢, c'est a dire par g — 4Id. Ce sont donc les éléments de Im(g — 41d)
qui sont dans Ker(g — 41d) ; autrement dit les éléments de Im(g — 41d) N
Ker(g — 41d).

Soit = dans Im ¢, alors il existe y dans Im(g—41d) tel que (¢g—41d)(y) =
©(y) = x. Mais puisque y est dans Im(g — 41d), il existe z dans R* tel que
(g9 —41d)(2) = y. Do (g — 41d)?(2) = x . Ce qui prouve que z est dans
I'image de (g — 41d)?, et montre I'inclusion Im ¢ C Im(g — 41d)%.
Réciproquement si x est dans Im(g—41d)?, il existe z tel que (g—41d)?(z) =
x. Alors y = (9—41d)(2) est un élément de Im(g—41d) tel que (g—41d)(y)
©(y) = . Donc z est dans Im ¢, ce qui prouve I'inclusion Im(g — 41d)?
Im .

D’apres 4. dimKer(g — 41d) < dimKer(g — 41d)? = 3 (d’apres I'hy-
pothese (7)). C’est & dire que dimKer(g — 4Id) < 2. Par ailleurs l'inclu-
sion stricte Ker(g — 4Id) C Ker(g — 4Id)? montre qu’il existe au moins
un z tel que (g — 41d)(x) # 0, et (g — 41d)?(z) = 0; alors I’élément
y = (g —41d)(z) # 0 est dans Ker(g — 41d) N Im(g — 41d). Donc ce sous-
espace n’est pas réduit & {0}, il est de dimension au moins 1. Compte tenu
du fait que dimIm(g —41d)? = 1 (hypothese (7)), la formule démontrée au
début de la question nous dit alors que dimKer(g —41d) > 14+ 1 = 2. Et
nous avons bien démontré que cette dimension est 2 .

6. Nous savons maintenant que dimKer(g — 4Id) = 2 (question 5.),
dimKer(g — 41d)? = 3 (hypothese (7)) et Ker(g — 81d) = 1 (question 3).
Nous pouvons alors faire la construction suivante :

Choisissons une base (v, w) de Ker(g — 41d); choisissons un vecteur x
de Ker(g — 41d)? de facon que (v,w,z) soit une base de ce dernier espace.
Choisissons une base y de Ker(g—81d). Alors (v, w, w;y) est une base de R*
(puisque Ker(g — 41d)? et Ker(g — 81d) sont supplémentaires). Dans cette
base la matrice de g s’écrit (cf : question Partie 1. 4.) :

C

OO O
O O = O
O =S
(e ol e e R an)

Notons que dans cette matrice a et b ne sont pas tous deux nuls; car s’ils
étaient nuls, z serait dans Ker(g — 41d), et cet espace serait de dimension
3, ce qui n’est pas.

On veut faire en sorte que a = —4 et b = 4. Pour cela il suffit, x étant
donné, de changer la base (v, w) de Ker(g—41d) : Le vecteur (g—41d)(x) =
av + bw est non nul, donc il existe une base (v',w’) du plan Ker(g — 41d)
dans laquelle les coordonnées de ce vecteur sont —4 et 4 (c’est & peu pres
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évident ; faire une figure). Dans la base (v/,w’, z,y) la matrice de g sera la
matrice N de la partie 1. 4.

Exercice 3. Partie 1. Soit f I’endomorphisme de R* tel que sa matrice
dans la base canonique est

-4 —4 2

3 2 =3

A= -2 0 4
0 1

1

N O OO

1) Déterminer une base (v, v2) de Ker(f —21d) et une base de Im(f —

2) Ker(f — 21Id) et Im(f — 21d) sont-ils supplémentaires ?
) Déterminer Ker(f).

(4) Calculer A2 puis déterminer une base (v3,v4) de Ker(f?) telle que
vz soit dans Ker(f).

(5) Montrer que B = (v1,v2,v3,v4) est une base de R%, et écrire (avec
un minimum de calculs) la matrice N de f dans cette base.

(6) Montrer que f3 —2f? = 0.
Partie 2. On consideére un endomorphisme g de R* qui vérifie les conditions
suivantes :

(
21d).
(
3

(@ ¢°—29°=0
B)  g*°—29#0
() dim(Ker(g — 21d)) =

(1) Montrer que Ker(g — 21d) contient Im(g?).

(2) Montrer que Ker(g — 21d) N Ker(g?) = {0}.

(3) Montrer que Ker(g —21d) et Ker(g?) sont supplémentaires dans R*.

(4) Montrer que Ker(g) C Ker(g?), mais que ces deux sous-espaces sont
distincts.
Quelles sont les dimensions de ces deux sous-espaces ?

(5) Montrer qu’il existe une base de R* dans laquelle la matrice de g est
la matrice N (obtenue dans la partie 1).

Solution de l’exercice 3. Eléments de réponses :
Partie 1.
o Ker(f —21Id) = Vect((1
e Ker(f) = Vect(1

7_17 170)7 (Oa 0707 1))3
) _3/47 1/27 _1/4‘)7
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0 8 12 0
0 -8 —12 0
2
A =10 s 12 0
0 —4 —4 4
Ker(f?) = Vect((1,0,0,0), (0, —3/4,1/2, —1/4)
[ ]

= Vect((1,0,0,0), (1,-3/4,1/2,—-1/4)’
e vy = (1,-1,1,0),v2 = (0,0,0,1),v3 = (1,-3/4,1/2,—1/4),v4 =

o f(v1) =2vy1, f(v2) = 202, f(v3) =0, f(vs) = —4v3
2 0 0 0
0 2 0 O

*N=1000 -4
00 0 O

Exercice 4. Partie 1. On considére 'endomorphisme f de R* tel que sa
matrice dans la base canonique est

4 10 7 0

-3 -8 -6 0

A= 2 6 5 0
-1 -3 -2 1

(1) Déterminer une base (v, vq) de Ker(f?) tel que v; € Ker(f).

(2) Déterminer une base de Im(f?).

(3) Déterminer une base (vs, v4) de Ker(f — Id).
Montrer que Ker(f — Id) et Ker(f?2) sont supplémentaires, et déduire que
B = (v1,v2,v3,v4) est une base de R*.

(4) Ecrire la matrice N de f dans la base B.

(5) Montrer que f3 = f2.

(6) Montrer que pour tout A différent de 0 et 1, Papplication f — A1d
est inversible.
Partie 2. On considere un endomorphisme g de R* vérifiant :

() (g—Id)ogQZO et (g—Id)og#0
(B) rang(gQ) =2.

(1) Montrer que Im(g?) C Ker(g — Id).
Quelle relation en résulte-t-il pour les rangs des applications g2 et g — Id ?
(2) En utilisant la relation g2 — (g + Id) o (g — Id) = Id, montrer que
Ker(g?) NKer(g — Id) = {0}.
Quelle relation en résulte-t-il pour les rangs de g% et de g —Id?

K. Koufany

(3) Montrer que Ker(g?) et Ker(g — Id) sont supplémentaires dans R*.

(4) Montrer que Ker(g) # Ker(g?). Quel est le rang de g ?

(5) On choisit un vecteur non nul v; de Ker(g), un vecteur ve qui est
dans Ker(g?) mais pas dans Ker(g), et deux vecteurs v3 et v4 indépendants
dans Ker(g — Id).

Justifier la possibilité d’un tel choix, montrer que ces quatre vecteurs forment
une base de R*, puis écrire la matrice de ¢ dans cette base.

(6) Un choix judicieux de ces quatre vecteurs permet de retrouver la
matrice N de la partie 1; expliquer pourquoi.

Solution de Uezercice 4. Eléments de réponses :
Partie 1.

o Ker(f —Id) = Vect((1,—1,1,0), (0,0,0,1)),

o Ker(f) = Vect(1,—-3/4,1/2,—-1/4),
0 2 3 0
0o -2 -3 0

2 _

*A=1y 2 3 o

0o -1 -1 1
Ker(f?) = Vect((1,0,0,0),(0,1,-2/3,1/3)

° —Vect((l,0,0,0),(l,0,0,0)—3/4(0,1,—2/3,1/3)),
= Vect((1,0,0,0), (1, —3/4,1/2, —1/4)

o v; = (1,-1,1,0),02 = (0,0,0,1),v35 = (1,—3/4,1/2,—1/4),v, =

(1,0,070)

e f(v1) = v1, f(va) = va, f(v3) =0, f(va) = dv3
1 0 0 O
01 0 O

*N=100 0 4
0 0 0 O

Exercice 5. Partie 1. On considere 'endomorphisme de R* tel que sa
matrice dans la base canonique s’écrit

-6 —-10 -5 -1
12 18 9 2
—17 -24 —-12 -3
24 34 18 )

A:

(1) Déterminer une base de Ker(f — Id).
(2) Calculer (A — I4)?%, vérifier qu'elle est de rang 1.
Déterminer une base de Ker(f — Id)?.

(3) Choisir un vecteur v, qui est dans Ker(f—Id)? mais pas dans Ker(f—
1d).
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On pose v = f(va) — va.
Choisir un vecteur vy tel que (ve,vs,vy) soit une base de Ker(f — Id)?.

(4) Choisir un vecteur v; de Ker(f—21d) et montrer que B = (v1, va, v3, v4)
est une base de R*.
Ecrire la matrice N de f dans cette base.

(5) Montrer que (N — I,)3 = (N — I,)?.
En déduire trois suites (an)n, (bn)n, (cn)n telles que (Vn), A" = a,A? +
bnA + Cnl4.
Partie 2. On considére une application linéaire g de R* dans lui méme
vérifiant :

()  rang(g—1d)> =1 et rang(g—1Id) # L.
(8)  rang(g—21Id) = 3.

(1) Montrer que (g — Id) n’est pas inversible.
(2) (a) Montrer que Ker(g —Id)? NKer(g — 21d) = {0}.
(b) Montrer que Ker(g — Id)? et Ker(g — 21Id) sont supplémentaires.
(3) Montrer que Ker(g—1Id)? contient Ker(g—Id), et que ces deux noyaux
t différents.
(4) Soit wy un vecteur non nul de Ker(g — 21d). Soit wy un vecteur de
Ker(g—1d)?2, qui n’appartient pas & Ker(g—1Id). On pose w3 = (g—1Id)(ws).
Montrer qu’il existe une base de R* de la forme (w1, ws, w3, wy).

(5) Montrer que dans une telle base la matrice de g est de la forme

son

2 0 0 «
01 0 g
01 1 v
0 0 0 ¢

Montrer que § = 1, et en déduire la dimension de Ker(g — Id).
(6) Montrer qu'il existe une base de R* dans laquelle la matrice de g est
N de la partie 1.

Solution de ’ezercice 5. Eléments de réponses :
Partie 1.
e Ker(f —Id) = Vect((1,0,-2,3),(0,1,-3,5)),
e Ker(f — 21d) = Vect(1,-3/2,2,-3),
-10 —-14 -8 -2
15 21 12 3

_ 2 _
c(A-D"=| o, 95 15 4
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e Ker(f —1d)? = Vect((1,0,0,-5),(0,1,0,-7),(0,0,1, —4))

e On choisit vy = ((1,0,0, —5)), donc vg = f(ve) —ve = (—2,2,-2,4) €
Ker(f —Id) C Ker(f —1d)2.

On choisit v4 = (0,0,1,—4) € Ker(f — Id)?, donc (ve,vs,v4) est une
base de Ker(f —Id)?. Finalement v; = (1,-3/2,2, —3) € Ker(f —21d). On
vérifie facilement que (v, v2,v3,v4) est une base de R*.

e f(v1) =2uv1, f(v2) = v2 +vs, f(vs) = vs, il nous reste a calculer f(vs4)
en fonction de vy, v9,v3,v4. Un calcul directe donne f(vyg) = (—1,1,0,—2)
et on remarque que (—1,1,0,-2) = 1/2(-2,2,-2,4) + (0,0,1,—4), donc
f(’U4) = 1/21}3 + V4.

200 0
010 0
*N=10 11 12
000 1



