Examen 28 Mai 2024 (3 heures)

Algebre linéaire 1/S2 — 2023/24

N.B. Documents et calculatrices non autorisés. Vous pouvez traiter les
exercices dans 'ordre de votre choix. Développez avec précision I'argument
qui justifie votre réponse a chaque question.

Exercice 1. Dans I'espace vectoriel R3, soient

F={(z,y,2) €eR®| 22 —y + 2 = 0},
G ={(z,y,2) eR’ |y + 2z = 0}.

1) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3,

2) Déterminer une base de F' et une base de G, puis dim F' et dim G.
3) Déterminer une base de F'N G, puis dim(F N G).

4) Montrer a l'aide la formule de Grassmann que F + G = R?.

5) Déterminer un sous-espace Fj supplémentaire a F'N G dans F.

)

7) Montrer que la réunion des bases trouvées pour Fy, FNG et Gy est
une base de R3.

(8)[Question optionnelle] Que peut-on en déduire ?

Solution de l’exercice 1. (1)

- FCR3;

~ Ogs = (0,0,0) € F;

— Soit A € R et solent v = (z,y,2) et v = (2/,y/,2") deux vecteurs
de F.Ona X +v = A+ 2, y+ ¢, 2+ 2'). Comme v,v" € F, on a
2r —y+z=0et 22 —y + 2 =0, donc

20 +2) = Qy+y)+ Mz +2)=A2r—y+2)+ 22—y +2)=0

On en déduit que F est un sous-espace vectoriel de R3.

On montre de méme que G est un sous-espace vectoriel de R3.
(2) Soit v = (x,9,2) € R%. On a

veEF&2r—y+2=05y=2r+=2
s v=(x,2x+z2z2) =x(1,2,0) + 2(0,1,1)
& v € Vect(vy, vg)
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ounvy = (0,1,1) et vy =(1,2,0). Ainsi F' = Vect(vy, vo). La famille (vy, vq)
est donc une famille génératrice de F'. Comme ces deux vecteurs ne sont
pas colinéaires, la famille (v1,vq) est libre et par conséquent une base de F’
et dim F' = 2

On montre de méme que G = Vect(vs, v4). ot v3 = (0,—1,1) et vy =
e; = (1,0,0). La famille (vs3,v4) est une base de G et dim G = 2.

(3) Clairement,

FNG={(z,y,2) €R* |22 —y+2=0 et y+ 2}

donc
r - + 2z =
U:(x,y,z)EFﬂGé{ Y
y + z =
x + =z 0
4
y + z = 0

sSv=_(-2-22)=2(-1,-1,1)
& v € Vect(vs)
ou vy = (—1,—1,1). Anisi F NG = Vect(v;), la famille (v5) est une base
de FNG et dim(FNG) =1.
(4) D’apres la formule de Grassmann
dim(F 4+ G) = dim F + dim G — dim(F N G)
=2+2-1
— 3.

On en déduit alors F + G = R3.

(5) Le sous-espace F' étant de dimension 2, tout sous-espace supplémentaire

a FNG (qui est de dimension 1) est alors de dimension 1. Pour déterminer
un sous-espace supplémentaire de F'NG dans F, il suffit donc de compléter
la base (vs) de F'N G par un vecteur appartenant a F' mais pas a F NG
pour obtenir une base de F.

On remarque que v; € F, v; ¢ FNG et (vs,v1) est une base de F' (on a
complété par le vecteur vy ). Donc F' = Vect(vs) @ Vect(vy) et Fy = Vect(v;)
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est un sous-espace supplémentaire de F' N G dans F. A noter que F; n’est
pas unique, on peut par exemple aussi choisir F; = Vect(vg).

(6) On fait de méme et on trouve (par exemple) que G; = Vect(vy) est
un sous-espace supplémentaire de F' N G dans G.

(7) D’apres nos choix, on a Fy = Vect(vy), G; = Vect(vy) et FNG =
Vect(vs). On vérifie facilement que la famille (v, v4, v5) est une base de R?.

(8) On déduit de la question précédente que Fy & (FNG) ® G = R?

Exercice 2. On considere 1'espace vectoriel R* muni de sa base canonique
By = (e1, e,€3). Soit f : R?* — R3 I'application définie par

f(fl%yaz):(2$—y—2,—$+2y—Z,—a:—y+2z).

(1) Montrer que f est linéaire.
(2) Ecrire la matrice A de f par rapport a la base By.
(3) Déterminer une base de Ker(f), notée By. L’application linéaire f
e injective 7
( ) Déterminer une base de Ker(f — 31d), notée Bs.
(5) Montrer que Ker(f) @ Ker(f — 31d) = R3.
(6) Soit B = (v, v2,v3) la base définie par B = By U By (réunion des
bases de Ker(f) et de Ker(f — 31d)).
Calculer les images des vecteurs vy, v9 et v3 dans la base B, en déduire
la matrice D de f par rapport a la base B.
(7) Déterminer la matrice de passage P de By a B, puis calculer P!,
(8) Donner la relation qui lie A et D.
(9) Soit n € N. Calculer D". En déduire A™.

('D
—
o

Solution de exercice 2. (1) Vérification facile.
(2) On trouve
2 -1 -1
A= -1 2 -1
-1 -1 2
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(3) Soit v = (z,9,2) € R®. On a

veKerfe f(v)=0gs

20 — y — =z =0
& - + 2y — z 0
-r — y + 2z = 0

Apres résolution du systeme on trouve

Xz - z ==

v e Ker f & {

D’ou Ker f = Vect(v,) avec v; =
de Ker f.
Comme Ker f # {Ogs}, 'application linéaire f n’est pas injective.
(4) Soit v = (z,9,2) € R®. On a

(1,1,1). La famille B; = (v;) est une base

v € Ker(f —31d) & f(v) — 3v = Ogs.
S -—x—-—y—2=0

On trouve Ker(f — 31d) = Vect(vq,v3) avec vo = (1,0,—1) et vz =
(0,1, —1). La famille By = (v, v3) est une base de Ker(f — 31d).

(5) On montre facilement que la famille B = (v, vg,v3) (réunion des
bases By et By) est une base de R®. On donc peut conclure que Ker f et
Ker(f — 31d) sont supplémentaires dans R3.

(6) Clairement f(vy) = Ogs, f(vs3) = 3vs et f(v3) = 3vz. Donc

000
Matg f=D= [0 3 0
00 3
(7) La matrice de passage est
11 0
p=[1 0 1],
1 -1 -1
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et son inverse est
1 1 1 1

P—lz§ 2 -1 -1
-1 2 -1

(8) D’apres la formule de changement de bases, on a A = PDP™L.

(9) On a
An = pprp!

29n 1an 1lon
A LA
o G A A

=3""1A.

Exercice 3. Soit F un K-espace vectoriel et soient f et g deux applications
linéaires de E dans F.

(1) Montrer que si fog = Oz, alors Img C Ker f (0 étant
I'application linéaire nulle).

(2) Réciproquement, montrer que si Im g C Ker f, alors f o g = Oz p).

(3) On suppose que E est de dimension finie égale a n.

(a) Montrer que si Im f = Ker f, alors fo f = 0.(g) et n = 2dim(Im f).

(b) Réciproquement, montrer que si fo f = 0z et n = 2dim(Im f),
alors Im f = Ker f.

Solution de l'exercice 3. (1) Supposons f o g = 0z(g). Soit v € Im g, donc
il existe u € E tel que v = g(u). Dans ces conditions f(v) = f(g(u)) =
(fog)(u) =0g. Douwv € Ker f.

(2) Réciproquement, si Img C Ker f, alors pour tout v € E on a
g(v) € Img C Ker f et f(g(v)) = 0. Donc (f o g)(v) = 0 et cela pour
tout v € K. On conclut que f o g = 0gp).

(3) (a) SiIm f = Ker f alors d’apres la question (2) on a fo f = Ozg).
D’autre part, d’apres le théoreme du rang, on a

n = dim(Ker f) + dim(Im f) = 2dim(Im f).
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(b) Réciproquement, si f o f = Oz et n = 2dim(Im f) alors d’apres
la question (1), on a Im f C Ker f. D’autre part, le théoreme du rang et
I'hypothese n = 2dim(Im f) impliquent

dim(Ker f) = n — dim(Im f) = 2dim(Im f) — dim(Im f) = dim(Im f).

Donc
Im f C Ker f
dim(Im f) = dim(Ker f)
d’ou Im f = Ker f.
Exercice 4. Soit
0010
0001
B= 1 000
01 00
On pose A = jI, + j2B, ol j = exp (%) est I'unique racine 3e de 1'unité

dont la partie imaginaire est strictement positive.

(1) Calculer j2 + j + 1 et j3.

(2) (a) Calculer B2, puis B* pour tout entier k € N.

(b) Montrer alors que A? s’écrit comme combinaison linéaire de I et
B.

(3) En déduire une relation entre A2, A et ;.

(4) La matrice A est-elle inversible ? si oui déterminer A=,

5) Soit n € N. Utiliser (2) et la formule du binome de Newton pour

( D
écrire A?" comme combinaison linéaire de I, et B.

Solution de l'exercice 4. (1) Clairement, 72 =1 et j2+ 7+ 1= 0.
(2) (a) On trouve B? = I, et on déduit que pour tout k € N

Bk _ {I4 si k est pair

B si k est impair
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(b) On a A% = (jI, + j2B)? = j2I, + 253 B + j*B? = j2I, + 2B + jI, =
(j+ 7))L +2B=—1,+2B.

(3)Ona A= jl+j2Bet A2 = —I,+2B. Donc A?—2jA+(1 + 25°) I, =
0..

(4) On déduit que A(A—251,) = (—1 — 25%) I, et que (Yﬁﬁgg A=1,.

La matrice A est alors inversible et A™! = 15 (= A+ 2j14).

(5) De la question (2) on a A*> = —I + 2B. Comme les matrices 2B
et I, commutent, on peut utiliser la formule du binome de Newton : pour
tout n € N,

AT = (A" = (-1, +2B)"

n

_ ]; (Z) (2B)F(—1,)"*
= (—1)" i(_nkzk (Z) B*

k=0

Or B* = I, si k est pair et B¥ = B si k est impair. On distingue alors dans
la derniere somme les termes pour les k pairs et ceux pour les k impairs,
puis on trouve
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