ESPACES VECTORIELS QUOTIENTS

Complément d’algebre linéaire 1

Soit E un K-espace vectoriel et soit F' un sous-espace vectoriel de £. On définit la
relation suivante entre vecteurs de E

Ve,yec E, 2Ry z—yecF

La relation précédente est une relation d’équivalence.

(1) elle est réflexive : Vo € E, Rz car x —x = 0 € F;

(2) elle est symétrique : Vo,y € E, sizRy alorsz—y € F,puisy—x = —(x—y) € F
donc yRx;

(3) elle est transfitive : Vz,y,z € E, si 2Ry et yRz, alorsz —y € Fety—z € F,
donc (z —y)+ (y—2)=x—z€ F,dou zRz.

Déterminons les classes d’équivalences de cette relation d’équivalence. Soit = € E,
on a

T = {ye€E|zRy} (1)
= {yeE|y—xz€F} (2)
= {e+flfeF} (3)
= z+F (4)

Donc la classe d’équivalence de x est 'espace (affine) x + F' (parallele a F').
Attention ce n’est pas un sous-espace vectoriel de E. Un élément de T est appelé
représentant de .
On note E/F l'ensemble quotient E/R, des classes d’équivalences de R,
E/F = {Z|zeFE} (5)
= {z+F|zek} (6)
Par exemple, si E = R? est le plan vectoriel et F' = Vect(1,1) une droite vectoriel
(la premiere bissectrice), alors E/F est Uensemble des droites affines paralleles a F
(droites ne passant pas nécessairement pas (0,0)). Si on veut trouver la classe de

v = (2,3), alors on doit chercher les vecteurs u = (x,y) tels que u — v € Vect(1,1),
c-d-d. lensemble des (z,y) tels que y — 2 = 1, c’est la droite affine parallele & F
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passant par (2,3). Dans ce cas tout point de cette droite est un représentant de la
classe de (2, 3).

On peut munir E/F d’une structure d’espace vectoriel :

(1) somme : T+7§=2z+y;
Montrons d’abord que cette somme est bien définie, autrement dit,  + y ne dépend
pas des représentants de T et §. Ainsi il faut montrer que si xR’ et yRy' alors
z +yRa' + 1, ce qui est simple & vérifier :

@ +y)—(+y) =(@—-2)+@y-y)eF

(2) multiplication scalaire : \-Z = Az
Encore une fois, cette multiplication est bien définie et ne dépend pas du représentant
de Z, car si Rz’ alors AxRA\x’, puisque Az — Az’ = Ma —2’) € F.

D’ou la proposition :
Proposition 0.1. — L’ensemble (E/F,+,-) muni des deuzx lois est un K-espace
vectoriel

On l'appelle espace vectoriel quotient de ’espace vectoriel F par le sous-
espace vectoriel F'.
Proposition 0.2. — Soient F un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel E.
Soit Uapplication

p :E — E/F
z = px)==

(appelée la projection de E sur E/F). Alors

(1) p est une application linéaire surjective et Kerp = F'.

(2) Tout supplémentaire de F dans E est isomorphe E/F.
Démonstration. — (1) Il est facile de vérifier que p est linéaire. On peut aussi vérifier
que Kerp = F.

(2) Soit G un supplémentaire de F' et considérons p|g : G — E/F la restriction de
p a G. Clest encore une application linéaire. De plus si x € E, alors v € Kerpg <=
reGetp(r) =0 < z€Getr € F < r€GNF ={0}. Donc Kerp|; = {0}
et p|g est injective.

De plus, p|g est surjective, car si z € E/F, avec x € E et décomposons x dans
E=F®G,soit xt =xr+xg. Comme x —xg =2xF € F,on a Tg = Z. On en déduit
que p|g est surjective. Ainsi p|g est un isomorphisme de G sur E/F.

O

Proposition 0.3. — Soient F' un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel E
de dimension finie. Alors E/F est de dimension finie et
dim EF =dim F +dim E/F

Démonstration. — Comme E est de dimension finie, F' est de dimension finie ainsi

que tout supplémentaire de F'. Donc d’apreés la proposition précéfdente E/F est de
dimension finie.
La projection canonique
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est une application linéaire surjective, donc rg(p) = dim E/F. De plus Kerp = F.
Le théoreme du rang entraine donc ’égalité

dim £ = dim F + dim E/F.
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