
ESPACES VECTORIELS QUOTIENTS
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Soit E un K-espace vectoriel et soit F un sous-espace vectoriel de E. On définit la
relation suivante entre vecteurs de E

∀x, y ∈ E, xRy ⇔ x− y ∈ F

La relation précédente est une relation d’équivalence.
(1) elle est réflexive : ∀x ∈ E, xRx car x− x = 0E ∈ F ;
(2) elle est symétrique : ∀x, y ∈ E, si xRy alors x−y ∈ F , puis y−x = −(x−y) ∈ F

donc yRx;
(3) elle est transfitive : ∀x, y, z ∈ E, si xRy et yRz, alors x− y ∈ F et y − z ∈ F ,

donc (x− y) + (y − z) = x− z ∈ F , d’où xRz.
Déterminons les classes d’équivalences de cette relation d’équivalence. Soit x ∈ E,

on a

x̄ = {y ∈ E | xRy} (1)

= {y ∈ E | y − x ∈ F} (2)

= {x+ f | f ∈ F} (3)

= x+ F (4)

Donc la classe d’équivalence de x est l’espace (affine) x+ F (parallèle à F ).
Attention ce n’est pas un sous-espace vectoriel de E. Un élément de x̄ est appelé

représentant de x̄.
On note E/F l’ensemble quotient E/R, des classes d’équivalences de R,

E/F = {x̄ | x ∈ E} (5)

= {x+ F | x ∈ E} (6)

Par exemple, si E = R2 est le plan vectoriel et F = Vect(1, 1) une droite vectoriel
(la première bissectrice), alors E/F est l’ensemble des droites affines parallèles à F
(droites ne passant pas nécessairement pas (0, 0)). Si on veut trouver la classe de
v = (2, 3), alors on doit chercher les vecteurs u = (x, y) tels que u − v ∈ Vect(1, 1),
c-à-d. l’ensemble des (x, y) tels que y − x = 1, c’est la droite affine parallèle à F
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passant par (2, 3). Dans ce cas tout point de cette droite est un représentant de la
classe de (2, 3).

On peut munir E/F d’une structure d’espace vectoriel :
(1) somme : x̄+ ȳ = x+ y;

Montrons d’abord que cette somme est bien définie, autrement dit, x+ y ne dépend
pas des représentants de x̄ et ȳ. Ainsi il faut montrer que si xRx′ et yRy′ alors
x+ yRx′ + y′, ce qui est simple à vérifier :

(x′ + y′)− (x+ y) = (x− x′) + (y − y′) ∈ F

(2) multiplication scalaire : λ · x̄ = λx
Encore une fois, cette multiplication est bien définie et ne dépend pas du représentant
de x̄, car si xRx′ alors λxRλx′, puisque λx− λx′ = λ(x− x′) ∈ F .

D’où la proposition :
Proposition 0.1. — L’ensemble (E/F,+, ·) muni des deux lois est un K-espace
vectoriel

On l’appelle espace vectoriel quotient de l’espace vectoriel E par le sous-
espace vectoriel F .
Proposition 0.2. — Soient F un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel E.
Soit l’application

p : E → E/F
x 7→ p(x) = x̄

(appelée la projection de E sur E/F ). Alors
(1) p est une application linéaire surjective et Ker p = F .
(2) Tout supplémentaire de F dans E est isomorphe E/F .

Démonstration. — (1) Il est facile de vérifier que p est linéaire. On peut aussi vérifier
que Ker p = F .

(2) Soit G un supplémentaire de F et considérons p|G : G → E/F la restriction de
p à G. C’est encore une application linéaire. De plus si x ∈ E, alors x ∈ Ker p|G ⇐⇒
x ∈ G et p(x) = 0̄ ⇐⇒ x ∈ G et x ∈ F ⇐⇒ x ∈ G∩F = {0}. Donc Ker p|G = {0}
et p|G est injective.

De plus, p|G est surjective, car si x̄ ∈ E/F , avec x ∈ E et décomposons x dans
E = F ⊕G, soit x = xF +xG. Comme x−xG = xF ∈ F , on a x̄G = x̄. On en déduit
que p|G est surjective. Ainsi p|G est un isomorphisme de G sur E/F .

Proposition 0.3. — Soient F un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel E
de dimension finie. Alors E/F est de dimension finie et

dimE = dimF + dimE/F

Démonstration. — Comme E est de dimension finie, F est de dimension finie ainsi
que tout supplémentaire de F . Donc d’après la proposition précéfdente E/F est de
dimension finie.

La projection canonique

p : E → E/F
x 7→ p(x) = x̄
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est une application linéaire surjective, donc rg(p) = dimE/F . De plus Ker p = F .
Le théorème du rang entraine donc l’égalité

dimE = dimF + dimE/F.
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