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On note toujours K le corps de réels ou des complexes. On se donne un
entier n ≥ 1 et Mn(K) désigne l’eensemble des matrices carrées d’ordre
n à coefficients dans K.

1. Déterminant d’une matrice d’ordre 2

Une matrice A =
(

a b
c d

)
∈ M2(K) est inversible si, et seulement si,

ad − bc ̸= 0 et dans ce cas son inverse est donné par :

A−1 = 1
ad − bc

(
d −b

−c a

)

En effet, pour tous scalaires a, b, c, d, on a :(
a b
c d

)(
d −b

−c a

)
= (ad − bc)I2
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Si ad − bc ̸= 0, cela s’écrit AA′ = I2 avec A′ = 1
ad−bc

(
d −b

−c a

)
, ce

qui signifie que A est inversible d’inverse A′. Réciproquement si A est
inversible, on a :(

d −b
−c a

)
= A−1

(
A

(
d −b

−c a

))
= (ad − bc)A−1

donc ad − bc ̸= 0 (puisque A ̸= 0) et A−1 = 1
ad−bc

(
d −b

−c a

)
.

Définition 1.1. — Le déterminant d’une matrice A =
(

a b
c d

)
∈

M2(K) est le scalaire :

det(A) = ad − bc

Ce déterminant est aussi noté :

det(A) =
∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ .
Une matrice A ∈ M2(K) est inversible si, et seulement si, son

déterminant est non nul. Nous généraliserons plus loin cette définition
du déterminant.

Avec le théorème qui suit on résume les propriétés fondamentales du
déterminant des matrices d’ordre 2.
Théorème 1.2. — On désigne par A, B des matrices d’ordre 2 .

(1) det (I2) = 1.
(2) Pour tout scalaire λ, on a, det(λA) = λ2 det(A).
(3) det(AB) = det(A) det(B).
(4) Si A est inversible, alors det (A−1) = 1

det(A) .
(5) Si l’une des lignes [resp. des colonnes] de A est nulle, alors

det(A) = 0.
(6) Si A′ est la matrice déduite de A en permutant les deux lignes [resp.

les deux colonnes], alors det (A′) = − det(A).
(7) det(A) = det(AT ).

Démonstration. — On note A =
(

a b
c d

)
et B =

(
a′ b′

c′ d′

)
.

(1) Il suffit de vérifier.
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(2) On a λA =
(

λa λb
λc λd

)
et:

det(λA) = λ2ad − bc = λ2 det(A)

(3) On a :

AB =
(

aa′ + bc′ ab′ + bd′

ca′ + dc′ cb′ + dd′

)
et:
det(AB) = (aa′ + bc′) (cb′ + dd′) − (ab′ + bd′) (ca′ + dc′)

= aa′cb′ + aa′dd′ + bc′cb′ + bc′dd′ − ab′ca′ − ab′dc′ − bd′ca′ − bd′dc′

= aa′dd′ + bc′cb′ − ab′dc′ − bd′ca′

= ad (a′d′ − b′c′) − bc (a′d′ − b′c′)
= (ad − bc) (a′d′ − b′c′) = det(A) det(B)

(4) Dans le cas où A est inversible, on AA−1 = I2 et :

det(A) det
(
A−1

)
= det

(
AA−1

)
= det (I2) = 1

ce qui donne det (A−1) = 1
det(A)

(5) Résulte de la définition.

(6) On a A′ =
(

c d
a b

)[
resp .A′ =

(
c d
a b

)]
et :

det (A′) = cb − ad = − det(A).

(7) Il suffit de vérifer.

2. Opérations élémentaires. Matrices de dilatation et de
transvection

Pour i, j entiers compris entre 1 et n, on note Eij la matrice dont tous
les coefficients sont nuls sauf celui d’indice (i, j) (ligne i et colonne j )
qui vaut 1 .

On rappelle que la famille (Eij)1≤i,j≤n est une base de Mn(K) qui est
donc de dimension n2.
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Pour toute matrice A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn(K), on note pour tout entier
i compris entre 1 et n :

Li = (ai1, ai2, · · · , ain)
sa ligne numéro i (c’est une matrice à une ligne et n colonnes) et pour
tout entier j compris entre 1 et n :

Cj =


a1j

a2j
...

anj


sa colonne numéro j (c’est une matrice à n lignes et une colonne). On
écrira :

A =


L1
...

Ln

 ou A =
(

C1 · · · Cn

)
On suppose que n ≥ 2. On appelle matrice déduite de A par opération

élémentaire sur les lignes de A
– toute matrice de la forme:

Ai(λ) =



L1
...

Li−1
λLi

Li+1
...

Ln


avec 1 ≤ i ≤ n et λ ∈ K∗, c’est-à-dire que la matrice Ai(λ) est déduite
de la matrice A en multipliant sa ligne numéro i par λ

– ou de la forme :

Aij(λ) =



L1
...

Li−1
Li + λLj

Li+1
...

Ln
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1 ≤ i ̸= j ≤ n et λ ∈ K, c’est-à-dire que la matrice Aij(λ) est déduite de
la matrice A en ajoutant à la ligne numéro i la ligne numéro j multipliée
par λ.

On appelle matrice déduite de A par opération élémentaire sur les
colonnes de A

– toute matrice de la forme:
A′

j(λ) =
(

C1 · · · Cj−1 λCj Cj+1 · · · Cn

)
,

avec 1 ≤ j ≤ n et λ ∈ K∗, c’est-à-dire que la matrice A′
i(λ) est déduite

de la matrice A en multipliant sa colonne numéro j par λ
– ou de la forme:

A′
ij(λ) =

(
C1 · · · Cj−1 Ci + λCj Cj+1 · · · Cn

)
,

1 ≤ i ̸= j ≤ n et λ ∈ K, c’est-à-dire que la matrice A′
ij(λ) est déduite

de la matrice A en ajoutant à la colonne numéro j la colonne numéro i
multipliée par λ.
Définition 2.1. — On appelle matrice de transvection toute matrice
de la forme:

Tij(λ) = In + λEij

avec 1 ≤ i ̸= j ≤ n et λ ∈ K.
Une matrice de transvection Tij(λ) est donc une matrice triangulaire

dont tous les termes diagonaux valent 1 et de termes hors de la diagonale
tous nuls sauf celui d’indice (i, j ) (i. e. en ligne i et colonne j ) qui vaut
λ.
Définition 2.2. — On appelle matrice de dilatation toute matrice de
la forme:

Di(λ) = In + (λ − 1)Eii

avec 1 ≤ i ≤ n et λ ∈ K∗.
Une matrice de dilatation Di(λ) est donc diagonale de termes diago-

naux tous égaux à 1 sauf le numéro i qui vaut λ.
Théorème 2.3. — Avec les notations qui précèdent on a :

Ai(λ) = Di(λ)A, Aij(λ) = Tij(λ)A
A′

j(λ) = ADj(λ), A′
ij(λ) = ATij(λ)

C’est-à-dire que:
(1) la multiplication à gauche par une matrice de dilatation Di(λ) a

pour effet de multiplier la ligne i par λ;
(2) la multiplication à droite par une matrice de dilatation Dj(λ) a

pour effet de multiplier la colonne j par λ;
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(3) la multiplication à gauche par une matrice de transvection Tij(λ)
a pour effet de remplacer la ligne Li par Li + λLj :

(4) la multiplication à droite par une matrice de transvection Tij(λ) a
pour effet de remplacer la colonne Cj par Cj + λCi.
Démonstration. — Le coefficient d’indice (p, q) du produit de matrices
Di(λ)A est obtenu en faisant le produit de la ligne p de Di(λ) par la
colonne q de A, ce qui donne en notant αp,q ce coefficient :

αp,q =
{

ap,q si 1 ≤ p ̸= i ≤ n, 1 ≤ q ≤ n
λaiq si p = i, 1 ≤ q ≤ n

On a donc bien Ai(λ) = Di(λ)A. Les autres égalités se montrent de façon
analogue.

Ce résultat justifie la définition suivante.
Définition 2.4. — On appelle matrice élémentaire une matrice de di-
latation ou de transvection.
Lemme 2.5. — Une matrice élémentaire est inversible avec

Tij(λ)−1 = Tij(−λ)
pour une matrice de transvection et

Di(λ)−1 = Di

(1
λ

)
pour une matrice de dilatation.
Démonstration. — Pour λ, µ dans K et i ̸= j compris entre 1 et n, la
matrice Tij(λ)Tij(µ) se déduit de Tij(µ) en ajoutant à sa ligne i sa ligne
j multipliée par λ, ce qui donne la matrice Tij(λ + µ).

Prenant µ = −λ, on a Tij(λ)Tij(−λ) = T0 = In, ce qui signifie que
Tij(λ) est inversible d’inverse Tij(−λ). Le deuxième résultat est évident.

Avec l’exemple qui suit, on vérifie que toute matrice inversible d’ordre
2 est produit de matrices élémentaires. Ce résultat est en fait vrai pour
les matrices inversibles d’ordre n ≥ 2.
Remarque 2.6. — Soit A =

(
a b
c d

)
une matrice inversible.

(1) On suppose que c ̸= 0.
(a) Déterminons un scalaire λ1 tel que:

A1 = T12 (λ1) A =
(

1 b1
c1 d1

)
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Pour tout scalaire λ1, on a :

T12 (λ1) A =
(

1 λ1
0 1

)(
a b
c d

)
=
(

a + cλ1 b + dλ1
c d

)

et prenant λ1 tel que a + cλ1 = 1, soit λ1 = 1−a
c

, on a :

T12 (λ1) A =
(

1 d−det(A)
c

c d

)
(b) Déterminons un scalaire λ2 tel que:

A2 = T21 (λ2) A1 =
(

1 b2
0 d2

)
Pour tout scalaire λ2, on a :

T21 (λ2) A1 =
(

1 0
λ2 1

)(
1 b1
c d

)
=
(

1 b1
c + λ2 d + b1λ2

)
et prenant λ2 = −c, on a :

T21 (λ2) A1 =
(

1 b1
0 d − cb1

)
=
(

1 d−det(A)
c

0 det(A)

)
(c) Déterminons un scalaire λ3 tel que:

A3 = A2T12 (λ3) =
(

1 0
0 d1

)
Pour tout scalaire λ3, on a :

A2T12 (λ3) =
(

1 b2
0 d2

)(
1 λ3
0 1

)
=
(

1 b2 + λ3
0 d2

)
et prenant λ3 = −b2, on a :

A2T12 (λ3) =
(

1 0
0 d2

)
=
(

1 0
0 det(A)

)
(d) En déduire qu’il existe des matrices de transvection P1, P2, Q1 et une
matrice de dilatation D telles que:

A = P1P2DQ1

On a donc en définitive:
T21 (λ2) T12 (λ1) AT12 (λ3) = D(det(A))
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et utilisant le fait que les matrices de transvections sont inversibles, on
déduit que:

A = T12 (−λ1) T21 (−λ2) D(det(A))T12 (−λ3)

où λ1 = 1 − a

c
, λ2 = −c et λ3 = det(A) − d

c
.

(2) Si c = 0, on a nécessairement a ̸= 0 puisque A est inversible et :

T21(1)A =
(

1 0
1 1

)(
a b
0 d

)
=
(

a b
a b + d

)

ce qui nous ramène au cas précédent et donne:

T21(1)A = P1P2DQ1

soit:
A = T21(−1)P1P2DQ1

De manière plus générale, on a le résultat suivant.
Théorème 2.7. — Une matrice A ∈ Mn(K) (où n ≥ 2 ) est inversible
si, et seulement si, elle est produit de matrices élémentaires. Précisément
si A ∈ Mn(K) est inversible, il existe alors des matrices de transvection
P1, · · · , Pr et Q1, · · · , Qs et une matrice de dilatation Dn(λ) telles que:

A = P1 · · · PrDn(λ)Q1 · · · Qs

Démonstration. — On procède par récurrence sur n ≥ 2. Le cas n = 2
a été traité avec la remarque précédente. On le suppose vrai pour toutes
les matrices inversibles d’ordre n − 1 ≥ 2 et on se donne une matrice
inversible A d’ordre n.

On se ramène tout d’abord par opération élémentaire au cas où a21 ̸= 0.
Si a21 = 0, comme A est inversible, sa colonne 1 n’est pas nulle (cette

colonne est Ae1 où e1 est le premier vecteur de base canonique et x = 0
est l’unique solution de Ax = 0 ), il existe donc un indice i ∈ {1, 3, · · · , n}
tel que ai1 ̸= 0 et la matrice T2i(1)A (déduite de A en ajoutant la ligne i
à la ligne 2) est telle que son coefficient d’indice (2, 1) est non nul.

Une fois ramené à a21 ̸= 0, on se ramène à a11 = 1 en remplaçant
la première ligne L1 par L1 + λL2 (multiplication à gauche par T12(λ)
) où le scalaire λ est choisi tel que a11 + λa21 = 1. Ensuite, pour tout
i ∈ {2, 3, · · · , n}, en remplaçant la ligne Li par Li −ai1L1 (multiplication
à gauche par Ti1 (−ai1)), on annule le coefficient d’indice (i, 1). On peut
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donc trouver des matrices de transvection P1, · · · , Pk telles que :

Pk · · · P1A =


1 α12 · · · α1n

0 α22 · · · α2n
... ... . . . ...
0 αn2 · · · αnn

 .

De manière analogue, en multipliant à droite par des matrices de
transvection, Q1, · · · , Qm, on obtient :

Pk · · · P1AQ1 · · · Qm =


1 0 · · · 0
0 β22 · · · β2n
... ... . . . ...
0 βn2 · · · βnn

 =


1 0 · · · 0
0
... B
0


On peut alors conclure en appliquant l’hypothèse de récurrence à la ma-
trice B qui est d’ordre n − 1 et inversible. En effet, si B n’est pas

inversible, il existe x′ ̸= 0 dans Kn−1 tel que Bx′ = 0, donc x =
(

0
x′

)
∈

Kn est non nul solution de Pk · · · P1AQ1 · · · Qmx = 0 qui équivaut à
Ay = 0 avec y = Q1 · · · Qmx ̸= 0 puisque les matrices Pi et Qj sont
inversibles, en contradiction avec A inversible.

Nous verrons plus loin que, comme dans le cas n = 2, le scalaire λ qui
intervient dans le théorème précédent est uniquement déterminé par la
matrice A, c’est son déterminant.

Pour n = 1, le résultat est encore vrai avec A = (a) = D(a).

3. Déterminants des matrices carrées

Nous avons déjà défini le déterminant d’une matrice d’ordre deux,

A =
(

a b
c d

)
par :

det(A) =
∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad − bc

Une matrice d’ordre 1 étant tout simplement un réel ou un complexe,
son déterminant est lui même.
Définition 3.1. — Le déterminant d’une matrice carrée A =
((aij))1≤i,j≤n d’ordre n ≥ 3 peut se définir par récurrence comme
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suit:

det(A) =
n∑

i=1
(−1)i+1ai,1 det (Ai,1)

où Ai,1 est, pour i compris entre 1 et n, la matrice d’ordre n − 1 déduite
de A en supprimant la première colonne et la ligne numéro i.

Dans cette expression, on dit qu’on développe le déterminant suivant
la première colonne. On note :

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Les lignes d’une matrice A ∈ Mn(K) étant notées L1, L2, · · · , Ln, on
écrira aussi :

det(A) = det


L1
L2
...

Ln



Exemple 3.2. — Pour n = 3 et A =

 1 2 3
4 5 6
7 8 9

, on a :

det(A) =
∣∣∣∣∣ 5 6

8 9

∣∣∣∣∣− 4
∣∣∣∣∣ 2 3

8 9

∣∣∣∣∣+ 7
∣∣∣∣∣ 2 3

5 6

∣∣∣∣∣ = 0

Exemple 3.3. — Soient α1, α2, α3 des réels ou des complexes. Calcu-
lons le déterminant de la matrice:

V (α1, α2, α3) =

 1 1 1
α1 α2 α3
α2

1 α2
2 α2

3


Une telle matrice est dite de Vandermonde.
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On a :

det (V (α1, α2, α3)) =
∣∣∣∣∣ α2 α3

α2
2 α2

3

∣∣∣∣∣− α1

∣∣∣∣∣ 1 1
α2

2 α2
3

∣∣∣∣∣+ α2
1

∣∣∣∣∣ 1 1
α2 α3

∣∣∣∣∣
= α2α

2
3 − α2

2α3 − α1
(
α2

3 − α2
2

)
+ α2

1 (α3 − α2)
= α2α3 (α3 − α2) − α1 (α3 − α2) (α3 + α2) + α2

1 (α3 − α2)

= (α3 − α2)
(
α2α3 − α1 (α3 + α2) + α2

1

)
= (α3 − α2) (α2 (α3 − α1) − α1 (α3 − α1))
= (α3 − α2) (α3 − α1) (α2 − α1)

Exemple 3.4. — Calculons le déterminant de la matrice:

A =


5 4 2 1
2 3 1 −2

−5 −7 −3 9
1 −2 −1 4


On trouve det(A) = 38.
Théorème 3.5. — Si Ai(λ) est la matrice déduite de A ∈ Mn( K) en
multipliant sa ligne i par un scalaire λ, on a alors det (Ai(λ)) = λ det(A),
soit :

det



L1
...

Li−1
λLi

Li+1
...

Ln


= λ det



L1
...

Li−1
Li

Li+1
...

Ln


Démonstration. — On procède par récurrence sur n ≥ 1. Pour n = 1
c’est clair et pour n = 2, on a :∣∣∣∣∣ λa λb

c d

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ a b

λc λd

∣∣∣∣∣ = λ(ad − bc) = λ det(A)

Supposons le résultat acquis pour les matrices d’ordre n − 1 ≥ 2.
Soient A d’ordre n et A′ = Ai(λ) déduite de A en multipliant sa ligne i
par λ. On a alors:

det (A′) = (−1)i+1λai,1 det (Ai,1) +
n∑

k=1
k ̸=i

(−1)k+1ak,1 det (A′
k1)
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la matrice A′
k,1, pour k ̸= i, étant déduite de Ak,1 en multipliant sa ligne

i par λ. On a donc det
(
A′

k,1

)
= λ det (Ak,1) pour k ̸= i et det (A′) =

λ det(A).

Corollaire 3.6. — Si A ∈ Mn(K) a une ligne nulle, alors det(A) = 0.
Démonstration. — Supposons que la ligne i de A soit nulle. En désignant
par A′ = Ai(λ) la matrice déduite de A en multipliant sa ligne i par λ = 0,
on a A′ = A et det(A) = det (A′) = 0 det(A) = 0.

Corollaire 3.7. — Pour tout A ∈ Mn(K) et tout scalaire λ, on a
det(λA) = λn det(A).
Démonstration. — En utilisant n fois le théorème 3.5, on a :

det(λA) = det


λL1
λL2

...
λLn

 = λ det


L1

λL2
...

λLn



= · · · = λn det


L1
L2
...

Ln

 .

Théorème 3.8. — Le déterminant d’une matrice triangulaire est égale
au produit de ses termes diagonaux, soit :

det(A) =
n∏

i=1
aii.

Démonstration. — Considérons tout d’abord le cas des matrices trian-
gulaires inférieures. On procède par récurrence sur n ≥ 1. Pour n = 1
c’est clair et pour n = 2, on a :

∣∣∣∣∣ a 0
c d

∣∣∣∣∣ = ad − 0 · c = ad
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Supposons le résultat acquis pour les matrices triangulaires inférieures
d’ordre n − 1 ≥ 2 et soit

A =


a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n
... . . . . . . ...
0 · · · 0 ann

 (1)

triangulaire inférieure d’ordre n. La matrice

A11 =


a22 a23 · · · a2n

0 a33 · · · a3n
... . . . . . . ...
0 · · · 0 ann

 (2)

est triangulaire inférieure de diagonale a22, · · · ann et pour i compris entre
2 et n.
En développant det(A) par rapport à la première colonne, on trouve

det(A) = a1,1 det (A1,1)

= a1,1

n∏
i=2

aii

=
n∏

i=1
aii

Pour le cas des matrices triangulaires supérieures, le cas n = 1 est
encore évident et le cas n = 2 se vérifie par le calcul.

Supposant le résultat acquis au rang n − 1 ≥ 2, pour A triangulaire
supérieure d’ordre n, La matrice A11 est triangulaire supérieure de diag-
onale a22, · · · ann et pour i compris entre 2 et n, les coefficients ai1 sont
nuls de sorte que :

det(A) = a1,1 det (A1,1) =
n∏

i=1
aii

Exemple 3.9. — - Si A = In est la matrice identité, on a alors
det (In) = 1.

- Si A = Di(λ) est une matrice de dilatation, on a alors det (Di(λ)) =
λ.

- Si A = Tij(λ) est une matrice de transvection, on a alors
det (Tij(λ)) = 1.
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Théorème 3.10. — Soient A, A′, A′′ des matrices de lignes respectives
Li, L′

i, L′′
i (pour i compris entre 1 et n ) telles que Li = L′

i = L′′
i pour

i ̸= k et L′′
k = Lk + L′

k où k est un indice compris entre 1 et n. On a :

det (A′′) = det(A) + det (A′)

soit:

det



L1
...

Lk−1
Lk + L′

k

Lk+1
...

Ln


= det



L1
...

Lk−1
Lk

Lk+1
...

Ln


+ det



L1
...

Lk−1
L′

k

Lk+1
...

Ln


.

Démonstration. — On procède par récurrence sur n ≥ 1. Pour n = 1
c’est clair et pour n = 2, il suffit de calculer.

Supposons le résultat acquis pour les matrices d’ordre n−1 ≥ 2. Soient
A, A′, A′′d′ ordre n vérifiant les conditions du théorème. On a alors :

det
(
A

′′) = (−1)k+1 (ak,1 + a′
k1) det

(
A

′′

k,1

)
+

n∑
i=1
i ̸=k

(−1)i+1ai,1 det
(
A

′′

i,1

)

avec A′′
k,1 = Ak,1 = A′

k,1 et pour i ̸= k, les matrices Ai,1, A′
i,1, A′′

i1 vérifiant
les hypothèses du théorème au rang n − 1 (avec des notations évidentes),
donc :

det (A′′) = (−1)k+1
(
ak,1 det (Ak,1) + a′

k1 det
(
A′

k,1

))
+

n∑
i=1
i ̸=k

(−1)i+1ai,1 det (Ai,1) +
n∑

i=1
i ̸=k

(−1)i+1a′
i,1 det

(
A′

i,1

)

= det(A) + det (A′) .

Les théorèmes 3.5 et 3.10 se traduisent en disant que le déterminant
est linéaire par rapport à chaque ligne.
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Théorème 3.11. — Si A′ est la matrice déduite de A ∈ Mn(K) en
permutant deux lignes, on a alors det (A′) = − det(A), soit :

det



...
Li
...

Lj
...


= − det



...
Lj
...

Li
...


où les pointillés indiquent les lignes inchangées.
Démonstration. — On procède par récurrence sur n ≥ 2. Pour n = 2, il
suffit de calculer.

Supposons le résultat acquis pour les matrices d’ordre n − 1 ≥ 2.
La permutation de deux lignes se faisant avec un nombre impair de

permutations de deux lignes successives (par exemple la permutation
(2, 4) se fait par les trois permutations (2, 3, 4) → (3, 2, 4) → (3, 4, 2) →
(4, 3, 2)), il suffit de considérer le cas où j = i + 1 (montrer ce point
rigoureusement). On se donne donc A d’ordre n et A′ est déduite de
A ∈ Mn(K) en permutant les lignes i et i + 1. Pour k ̸= i et k ̸= i + 1,
on a a′

k1 = ak,1 et det
(
A′

k,1

)
= − det (Ak,1) par hypothèse de récurrence,

et avec

a′
i,1 = a(i+1),1, a′

(i+1),1 = ai,1, A′
i,1 = A(i+1),1, A′

(i+1),1 = Ai,1

on déduit que

det (Ar) = (−1)i+1a(i+1),1 det
(
A(i+1),1

)
+ (−1)iai,1 det (Ai,1)

−
n∑

k=1
k ̸=i,k ̸=i+1

(−1)k+1ak,1 det (Ak,1) = − det(A).

Le résultat précédent se traduit en disant que le déterminant est une
forme alternée sur les lignes.
Corollaire 3.12. — Si la matrice A ∈ Mn(K) a deur lignes identiques,
alors det(A) = 0.
Démonstration. — Si Li = Lj avec i ̸= j, alors matrice A′ déduite de A
en permutant ces deux lignes est égale à A et d’après le théorème 3.11
det(A) = − det(A), donc det(A) = 0.
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Corollaire 3.13. — On ne change pas la valeur d’un déterminant si
on ajoute à une ligne une combinaison linéaire des autres lignes.
Démonstration. — Il suffit de montrer le résultat quand on ajoute à la
ligne Li la ligne Lj multipliée par un scalaire λ où i ̸= j. Dans ce cas,
on a :

det



...
Li + λLj

...
Lj
...


= det



...
Lj
...

Lj
...


+ λ det



...
Lj
...

Lj
...


= det



...
Lj
...

Lj
...


où les pointillés indiquent les lignes inchangées.

En effectuant des opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice
A, on peut se ramener à une matrice triangulaire supérieure de même
déterminant que celui de A.
Exemple 3.14. — Calculons le déterminant de la matrice :

A =


5 4 2 1
2 3 1 −2

−5 −7 −3 9
1 −2 −1 4

 .

Les opérations L2 → L2 − 2
5L1, L3 → L3 + L1, L4 → L4 − 1

5L1 donnent

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 4 2 1
0 7

5
1
5 −12

5
0 −3 −1 10
0 −14

5 −7
5

19
5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 5

∣∣∣∣∣∣∣
7
5

1
5 −12

5
−3 −1 10
−14

5 −7
5

19
5

∣∣∣∣∣∣∣
= 51

5
1
5

∣∣∣∣∣∣∣
7 1 −12

−3 −1 10
−14 −7 19

∣∣∣∣∣∣∣ = 1
5

∣∣∣∣∣∣∣
7 1 −12

−3 −1 10
−14 −7 19

∣∣∣∣∣∣∣
Puis les opérations L2 → L2 + 3

7L1, L3 → L3 + 14
7 L1 = L3 + 2L1 donnent

det(A) = 1
5

∣∣∣∣∣∣∣
7 1 −12
0 −4

7
34
7

0 −5 −5

∣∣∣∣∣∣∣ = 1
5 · 7 · 2

7 · 5
∣∣∣∣∣ −2 17

−1 −1

∣∣∣∣∣
= 2 · 19 = 38
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Exemple 3.15. — Développer le déterminant de la matrice suivante
sous la forme d’un produit de facteurs linéaires en x

A(x) =

 x + 2 2x + 3 3x + 4
2x + 3 3x + 4 4x + 5
3x + 5 5x + 8 10x + 17

 .

Les opérations L3 → L3−L2, L2 → L2−L1 (dans l’ordre indiqué) donnent

det(A(x)) =

∣∣∣∣∣∣∣
x + 2 2x + 3 3x + 4
x + 1 x + 1 x + 1
x + 2 2x + 4 6x + 12

∣∣∣∣∣∣∣
= (x + 1)(x + 2)

∣∣∣∣∣∣∣
x + 2 2x + 3 3x + 4

1 1 1
1 2 6

∣∣∣∣∣∣∣
puis L3 → L3 − L2, L1 → L1 − (x + 2)L2 donne:

det(A(x)) = (x + 1)(x + 2)

∣∣∣∣∣∣∣
0 x + 1 2(x + 1)
1 1 1
0 1 5

∣∣∣∣∣∣∣
= −(x + 1)(x + 2)

∣∣∣∣∣ x + 1 2(x + 1)
1 5

∣∣∣∣∣
= −3(x + 1)2(x + 2)

Exemple 3.16. — Soient α, β deux scalaires et A(α, β) = ((aij))1≤i,j≤n

la matrice d’ordre n ≥ 3 définie par :

∀i ∈ {1, 2, · · · , n},

{
aii = β,
aij = α si j ∈ {1, 2, · · · , n} − {i}.

Calculons ∆(α, β) = det(A(α, β)).
La matrice A(α, β) est de la forme

A(α, β) =


β α α · · · α
α β α · · · α
... . . . . . . . . . ...
α · · · α β α
α · · · α α β

 .

Si α = 0, la matrice est diagonale et :
∆(0, β) = βn
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On suppose que α ̸= 0. En ajoutant les lignes 2 à n à la première ligne
on a :

(α, β) = (β + (n − 1)α)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
α β α · · · α
... . . . . . . . . . ...
α · · · α β α
α · · · α α β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Puis en retranchant la première ligne multipliée par α aux lignes 2 à n
on obtient:

= (β + (n − 1)α)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
0 β − α 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
0 · · · 0 β − α 0
0 · · · 0 0 β − α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (β + (n − 1)α)(β − α)n−1

Exemple 3.17. — En admettant que 1700, 1020, 1122 et 1309 sont tous
divisibles par 17, montrer sans le calculer que le déterminant:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 7 0 0
1 0 2 0
1 1 2 2
1 3 0 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
est divisible par 17.

On ne change pas la valeur de ce déterminant si on remplace la colonne
4 par C4 + 10C3 + 102C2 + 103C1, ce qui donne:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 7 0 1700
1 0 2 1020
1 1 2 1122
1 3 0 1309

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 17

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 7 0 100
1 0 2 60
1 1 2 66
1 3 0 77

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 17q

avec q entier puisque tous les coefficients du déterminant sont entiers.
Les théorèmes 3.5 et 3.10 et le corollaire 3.6 se traduisent aussi par le

résultat suivant.
Corollaire 3.18. — Pour toute matrice A ∈ Mn(K), toute matrice de
dilatation Di(λ) et toute matrice de transvection Tij(λ), on a :{

det (Di(λ)A) = det (Di(λ)) det(A) = λ det(A)
det (Tij(λ)A) = det (Tij(λ)) det(A) = det(A)
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Théorème 3.19. — Pour toute matrice inversible A et toute matrice
B dans Mn(K), on a det(AB) = det(A) det(B).
Démonstration. — La matrice A étant inversible s’écrit A = P1 · · · PrDn(λ)Q1 · · · Qs

où les matrices Pi et Qj sont des matrices de transvection et la matrice
Dn(λ) une matrice de dilatation (théorème 2.7). Une utilisation répétée
du corollaire précédent nous donne :

det(A) = det (Dn(λ)) = λ

et pour toute matrice B :
det(AB) = det (Dn(λ)) det(B) = det(A) det(B)

Le résultat précédent est en fait valable pour toutes matrices A et B.
Le cas où la matrice A n’est pas inversible se traite en utilisant le résultat
suivant.
Théorème 3.20. — Une matrice A ∈ Mn(K) est inversible si,
et seulement si, son déterminant est non nul et dans ce cas, on a
det (A−1) = 1

det(A) .
Démonstration. — Si A est inversible d’inverse A−1, on AA−1 = In

et le théorème précédent nous dit que det(A) det (A−1) = det (In) =
1, donc det(A) ̸= 0 et det (A−1) = 1

det(A) . La réciproque se démontre par
récurrence sur n ≥ 1. Pour n = 1, le résultat est évident car det(a) = a
pour tout scalaire a. Supposons le résultat acquis pour les matrices
d’ordre n − 1 ≥ 1 et soit A d’ordre n telle que det(A) ̸= 0. La première
colonne de A est nécessairement non nulle (définition du déterminant)
et on peut reprendre la démonstration du théorème 2.7 pour trouver des
matrices de transvection P1, · · · , Pk telles que :

Pk · · · P1A =


1 α12 · · · α1n

0 α22 · · · α2n
... ... . . . ...
0 αn2 · · · αnn

 =
(

1 α
0 B

)

où α est un vecteur ligne à n − 1 composantes et B une matrice carrée
d’ordre n − 1. Comme les matrices Pk sont inversibles, on a :

det(A) = det (Pk · · · P1A) = det(B)
et det(B) ̸= 0. La matrice B est donc inversible, ce qui implique que

A est aussi inversible. En effet si Ax = 0, en notant x =
(

x1
x′

)
avec



20 ESPACES VECTORIELS

x1 ∈ K et x′ ∈ Kn−1, on a :{
x1 + αx′ = 0

Bx′ = 0

ce qui entrâıne x′ = 0 et x1 = 0, soit x = 0. La matrice A est done
inversible.

Théorème 3.21. — Pour toutes matrices A et B dans Mn(K), on a :
det(AB) = det(BA) = det(A) det(B).

Démonstration. — Il reste à traiter le cas où la matrice A n’est pas
inversible. Dans ce cas la matrice AB ne peut être inversible (sinon, en
notant C l’inverse de AB, on a (AB)C = In, soit A(BC) = In et A est
inversible) et on a :

0 = det(AB) = det(A) det(B) = 0 · det(B)

L’égalité det(BA) = det(B) det(A) donne det(AB) = det(BA). On
peut remarquer que det(AB) = det(BA) alors qu’en général AB ̸= BA.

La multiplication à droite par une matrice élémentaire se traduisant
par une action particulière sur les colonnes, on déduit de ce théorème et
du théorème 2.3 les propriétés suivantes du déterminant.
Corollaire 3.22. — Si A′

j(λ) est la matrice déduite de A ∈ Mn(K)
en multipliant sa colonne j par un scalaire λ, on a alors det

(
A′

j(λ)
)

=
λ det(A). Si A ∈ Mn(K) a une colonne nulle, alors det(A) = 0.

Pour l’instant, le déterminant d’une matrice se calcule en utilisant la
première colonne de cette dernière. En réalité, on peut aussi utiliser la
première ligne et nous en déduirons que cette première ligne ou colonne
peut être remplacée par n’importe quelle autre. Précisément, on a les
résultats suivants.
Théorème 3.23. — Pour toute matrice A dans Mn(K), on a det

(
AT
)

=
det(A), où AT est la matrice transposée de A.
Démonstration. — Comme d’habitude c’est trivial pour n = 1. On sup-
pose donc que n ≥ 2. Si A n’est pas inversible, il en est de même de sa
transposée (en effet si AT est inversible, il en est de même de A = (AT )T )
et on a alors det

(
AT
)

= det(A) = 0. Si A est inversible, elle s’écrit :

A = P1 · · · PrDn(λ)Q1 · · · Qs
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où les Pi, Qj sont des matrices de transvection et λ = det(A), ce qui
donne :

AT = QT
s . . . QT

1 Dn(λ)T P T
r · · · P T

1

les transposées de matrices élémentaires étant des matrices élémentaires
de même type avec Dn(λ)T = Dn(λ), ce qui donne :

det
(
AT
)

= det (Dn(λ)) = λ = det(A)

De ce résultat, on déduit le développement du déterminant suivant la
première ligne (pour n ≥ 2) :

det(A) = det
(
AT
)

=
n∑

j=1
(−1)j+1a1,j det (A1,j)

où A1,j est la matrice carrée d’ordre n − 1 déduite de A en supprimant
la ligne 1 et la colonne j.

On en déduit alors les propriétés suivantes relatives aux colonnes, ces
propriétés étant analogues à celles obtenues pour les lignes.
Corollaire 3.24. — Si A′ est la matrice déduite de A ∈ Mn(K) en per-
mutant deux colonnes, on a alors det (A′) = − det(A). Soient A, A′, A′′

des matrices de lignes respectives Cj, C ′
j, C ′′

j (pour j compris entre 1 et
n ) telles que Cj = C ′

j = C ′′
j pour j ̸= k et C ′′

k = Ck + C ′
k où k est un

indice compris entre 1 et n. On a :
det (A′′) = det(A) + det (A′)

On ne change pas la valeur d’un déterminant si on ajoute à une ligne
une combinaison linéaire des autres lignes.

Ce corollaire se traduit en disant que le déterminant est linéaire par
rapport à chaque colonne et que c’est une forme alternée sur les colonnes.

En général, pour calculer un déterminant, on essayera d’effectuer des
opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes dans le but de faire
apparâıtre un maximum de coefficients nuls, ce qui facilitera le calcul du
déterminant de la matrice obtenue.

De tout ce qui précède, on déduit les différentes formes de développement
d’un déterminant suivant une ligne ou une colonne (pour n ≥ 2 ).
Théorème 3.25. — Pour toute matrice A ∈ Mn(K), on a :

det(A) =
n∑

i=1
(−1)i+jai,j det (Ai,j) (1 ≤ j ≤ n)
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(développement suivant la colonne j) et

det(A) =
n∑

j=1
(−1)i+jai,j det (Ai,j) (1 ≤ i ≤ n)

(développement suivant la ligne i)
où Aij est la matrice carrée d’ordre n − 1 déduite de A en supprimant la
ligne i et la colonne j.
Démonstration. — Pour j = 1, c’est la définition première du
déterminant et pour i = 1 c’est une conséquence immédiate de
det

(
AT
)

= det(A). Fixons la colonne j ≥ 2 et notons (ei)1≤i≤n la
base canonique de Kn. La colonne Cj s’écrit Cj = ∑n

i=1 aijei et en
utilisant la linéarité du déterminant par rapport à la j-ième colonne, on
a :

det(A) =
n∑

i=1
aij det (Bi,j)

où Bij est la matrice déduite de A en remplaçant Cj par ei. En permutant
la colonne j avec la colonne j − 1, puis j − 1 avec j − 2, · · · , 2 avec 1 et
ensuite la ligne i avec la ligne i − 1, i − 1 avec i − 2, · · · , 2 avec 1 (on fait
rien pour i = 1 ) on aboutit à :

det (Bi,j) = (−1)i+j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a11 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1n

0 a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n
... ... ... ... ... ... ...
0 ai−1,1 · · · ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

0 ai+1,1 · · · ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n
... ... ... ... ... ... ...
0 an,1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
et on a le résultat annoncé. On procède de manière analogue pour la
deuxième formule.

Avec les notations du théorème, on dit que det (Ai,j) est le mineur
d’indice (i, j) de la matrice A et que (−1)i+j det (Ai,j) est le cofacteur
d’indice (i, j) de A.
Exemple 3.26. — Soient n ≥ 2 un entier et α1, α2, · · · , αn des
scalaires.
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(1) Calculer le déterminant ∆ (α1, · · · , αn) de la matrice :

V (α1, · · · , αn) =


1 1 · · · 1
α1 α2 · · · αn
... ... . . . ...

αn−1
1 αn−1

2 · · · αn−1
n


Une telle matrice est dite de Vandermonde.

(2) À quelle condition une telle matrice est-elle inversible?
Pour n = 2, on a ∆ (α1, α2) = α2 − α1 et pour n = 3, on a déjà fait le

calcul.
(1) Le calcul de ∆ (α1, · · · , αn) se fait par récurrence sur n ≥ 2. En

retranchant, pour i = n, n − 1, · · · , 2 à la ligne i la ligne i − 1 multipliée
par α1, on obtient:

∆ (α1, · · · , αn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
0 α2 − α1 · · · αn − α1
... ... . . . ...
0 αn−2

2 (α2 − α1) · · · αn−2
n (αn − α1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α2 − α1 α3 − α1 · · · αn − α1

α2 (α2 − α1) α3 (α3 − α1) · · · αn (αn − α1)
... ... . . . ...

αn−2
2 (α2 − α1) αn−2

3 (α3 − α1) · · · αn−2
n (αn − α1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
soit :

∆ (α1, · · · , αn) =
(

n∏
k=2

(αk − α1)
) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1
α2 · · · αn
... . . . ...

αn−2
2 · · · αn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
(

n∏
k=2

(αk − α1)
)
∆ (α2, · · · , αn)

et par récurrence:

det (An) =
n∏

k=2
(αk − α1)

n∏
2≤i<j≤n

(αj − αi)

=
n∏

1≤i<j≤n

(αj − αi)
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(2) Cette matrice est inversible si, et seulement si, les αi sont deux à
deux distincts.
Exemple 3.27. — Calculer le déterminant de la matrice :

An =


1 1 · · · 1
2 22 · · · 2n

... ... . . . ...
n n2 · · · nn


On a :

det (An) = n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
1 2 · · · 2n−1

... ... . . . ...
1 n · · · nn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= n!∆(1, 2, · · · , n) = n!

∏
1≤j<i≤n

(i − j) = n!
n∏

i=2
(i − 1)! =

n∏
i=2

i!

Exemple 3.28. — Soit

An =



a1 c1 0 · · · 0
b2 a2 c2

. . . ...
0 . . . . . . . . . 0
... . . . bn−1 an−1 cn−1
0 · · · 0 bn an


,

une matrice tridiagonale d’ordre n ≥ 3 à coefficients réels ou complexes.
Pour tout entier k compris entre 1 et n, on désigne par Dk le déterminant
de la matrice d’ordre k formée des k premières lignes et k premières
colonnes de An (les Dk sont les déterminants extraits principaux de An).

(1) Exprimer, pour tout k compris entre 3 et n, Dk en fonction de Dk−1
et Dk−2.

(2) Calculer le déterminant de :

An =



2 1 0 · · · 0
22 5 1 . . . ...
0 . . . . . . . . . 0
... . . . (n − 1)2 2n − 1 1
0 · · · 0 n2 2n + 1
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(1) En développant Dk suivant la dernière ligne on a :

Dk = ak

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 c1 0 · · · 0
b2 a2 c2

. . . ...
0 . . . . . . . . . 0
... . . . bk−2 ak−2 ck−2
0 · · · 0 bk−1 ak−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− bk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 c1 0 · · · 0
b2 a2

. . . . . . ...
0 . . . . . . ck−3 0
... . . . bk−2 ak−2 0
0 . . . 0 bk−1 ck−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= akDk−1 − bkck−1Dk−2.

Ce qui donne, avec les valeurs initiales D1 = a1 et D2 = a1a2 − b2c1, un
algorithme de calcul de Dn.

(2) Ona:
Dn = (2n + 1)Dn−1 − n2Dn−2

avec les valeurs initiales D1 = 2, D2 = 6. En calculant D3 et D4 on
conjecture que Dn = (n+1) ! Ce qui se montre par récurrence sur n ≥ 2.
C’est vrai pour n = 2 et le supposant acquis jusqu’au rang n − 1 ≥ 2, on
a :

Dn = (2n + 1)n! − n2(n − 1)! = (n + 1)!

4. Déterminant d’une famille de vecteurs

Étant donnée une famille (vj)1≤j≤n de n vecteurs de Kn, on définit le
déterminant de cette famille comme le déterminant de la matrice A dont
les colonnes sont formées de ces vecteurs. En notant, pour j compris
entre 1 et n, vj = (xi,j)1≤i≤n (vecteur colonne), on a donc :

det (v1, · · · , vn) = det
(
(xij)1≤i,j≤n

)
.

Du théorème 3.20 on déduit le résultat suivant bien utile pour vérifier
qu’un système de n vecteurs dans Kn est libre et donc forme une base.
Théorème 4.1. — Une famille (vj)1≤j≤n de n vecteurs de Kn est libre
si, et seulement si, son déterminant est non nul.
Démonstration. — En utilisant les notations qui précèdent, on note P =
(xij)1≤i,j≤n. Dire que le système (vj)1≤j≤n est libre équivaut à dire que
l’unique solution λ ∈ dansKn du système linéaire ∑n

j=1 λjvj est λ = 0Kn ,
ce système s’écrivant aussi Pλ = 0, cela revient à dire que la matrice P
est inversible, ce qui est encore équivalent à det(P ) ̸= 0.
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