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Algebre linéaire 1
Partiel du 21 Mars 2023. Durée 2h

N.B. Documents et calculatrices non autorisés. Vous pouvez traiter
les exercices dans 'ordre de votre choix. Développez avec précision
I’argument qui justifie votre réponse a chaque question.

Exercice 1. Soient a,b,c € R et considérons le systéme linéaire

ar+ y+z=>
—z+by+z=c (%)
T+ 2y =1

(1) Résoudre le systeme (X) lorsque a =1, b =2 et ¢ = 5.

(2) A quelle(s) condition(s) sur a,b,c le systeme (X) admet une
seule solution ? Déterminer alors cette solution.

(3) A quelle(s) condition(s) sur a,b,c le systeme (¥) n’admet
aucune solution ?

(4) A quelle(s) condition(s) sur a,b, ¢ le systeme (X) admet une
infinité de solutions ? Déterminer alors ces solutions.

Solution de ’exercice 1. (1) 1l facile de montrer (par la méthode de
Gauss) qu’il y a une solution unique du systéme

T+ y+z=2
—x+2y+2=5
T+ 2y =1

a savoir (x,y,z) = (—1,1,2).
(2) On procede a la résolution du systeme (X) par la méthode de
Gauss :

a 1 11]b a 1 b
-1 b 1|¢c — —-1—a b—1 0 |c—0b
1 2 011 1 2 0 1

0 1-2a b—a

— 0 2a+b+1 0 |a—-b+c+1 (RJ1)
2 0 1

Si’2a+b+17é0‘alors

0 1-2a b—a 0

—b+ct1 —btct1
(R~ 010 e o o0 [1] 0| sl
2 0] 1 0 0 praeze

d’ou la solution unique

3b—2c—1 a—b+c+1 b2—ab+2b+2ac—c—1>

(x’y’z):<2a+b+1’ 2a+b+1 2+ b+ 1

L’ensemble de solutions est alors

S 3b—2c—1 a—b+c+1 b —ab+2b+2ac—c—1
N 20+b+1" 2a+b+1" 2a+b+1 '

(3) Si’2a+b—|—1=0‘alors

0 1-2a b—a
(RJ1)» 0 0 0 |a—b+c+1 (RJ2)

2 0 1

et si ’a —b+c+1+#0]| le systéme linéaire (3) n’a pas de solution
et I’ensemble de solutions est

S =0.

(3) Si’2a+b+l:O‘et’a—b—l—c+1:0‘alors

0 1-2a b—a
0

0 0 0

1] 2 o 1

(RJ2) —

D’ou le systeme équivalent

z=b—a—(1-2a)y
T =1-2y

b2 —ab+2b+2ac—c—1
0 2a+b+1
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Donc (x,y, z) est solution si et seulement si (2) On a

(a:,y,z):(1—2y,y,b—a—(1—2a)y) A:PDpil:

N . 3 0 -1
D’ou I'ensemble des solutions

et un calcul rapide montre que A = A + N.
S={(1,0,b—a)+y(—-2,1,2a — 1) | y € R}. (3) On remarque que PMP~! = N, donc

P(D+M)P'=PDP '+ PMP'=A+N=A.

Exercice 2. Soient les matrices (4) On a par récurrence sur k
01 -1 011 De plus M? = Orts(r) €1 MF = Orqs(r) POUr tout k > 2.
N=101 -1 et P=| 11 0 |. (5) On a
01 -1 1 1 1 00 0
(1) Montrer que P est inversible et calculer son inverse P~ DM=100 -2 | =MD
(2) Calculer A = PDP~! et montrer que A = A + N. 00 0
(3) Montrer que A = P(D + M)P~! ot Donc D et M commutent. On en déduit par la formule du binéme
00 0 de Newton que
M=[o00 -1]. "\
D+ M)" = MED"™
00 0 (D + M) kz_o ( k)
(4) Calculer D* et M* pour tout entier k € N. — (™Y popro s (MY arprt
(5) Vérifier que D et M commutent puis calculer (D + M)™ pour N
tout entier n € N. — I3 x D" +nM x D"
(6) Soit B € M3(R) une matrice quelconque. Montrer par récurrence B !
sur n € N que (PBP_l)n = pB"pP~L B
(7) Prendre B = D + M et déduire A™ pour tout n € N. Or
(=)™ 0 O
Solution de lexercice 2. (a) L’inverse de P est D — 0 on
-1 0 1 0 0 2
pl=1 1 -1
0 -1 1
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et
00 O (-t 0 0
MD" =0 0 -1 0 on—1
00 0 0 0o ont
00 0
=00 —2n!
00 0
donc
(-nH™ 0 0 00 0
(D+M)" = 0 2 0 |4+n| 0 0 —2n1!
0 0 2n 00 0
(- 0 0
= 0 on  _pon—1
0 0 on

(6) Pour n = 0 on a bien (PBP~1)? = Iyet PB'P~! = P3P~ ! =
I3.
Soit n € N. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n et montrons
qu’il est vrai au rang n + 1. On a

(PBP Yt = (PBP Y (PBP )"
= (PBP Y (PB"P™1)
= PB(P'P)B"P!
= PBB"P™!

— PBn+1P71

par hyp. recu.

(7) D’apres la question précédente
A"= (P(D+M)P " =P(D+M)"P!

et d’apres la question 5, on a

(=)™ 0 0
A" =P 0 27 —p2n ! | p!
0 0 2"
2" n2m! —n2n~t

= 2" = (=) n2nt42n —p2nlo2n g (1"
on _ (_1)71 n2n—1 _n2n—1 4 (_1)n

Exercice 3. Dans 'espace vectoriel R*, on se donne cing vecteurs
v =(1,1,1,1),v9 = (1,2,3,4),v3 = (3,1,4,2),
vg = (10,4,13,7),v5 = (1,7,8,14).

et on considere F' = Vect (v, va, v3,v4,v5) le sous-espace vectoriel de
R* engendré par la famille (vy,va, v3,v4, vs).

(1) La famille (v1, va, v3, v4, v5) est-elle libre ? Sinon,
(a) chercher les relations de dépendance linéaires entre ces vecteurs,
(b) extraire de la famille (v, va, v3, v4, v5) une sous-famille libre maxi-
male,
(c) montrer que cette sous-famille libre est une base de F.

(2) Soit v = (z,y, z,t) € R*.
A quelle(s) condition(s) sur z,y, z,t, le vecteur v appartient-il au
sous-espace vectoriel F'?7 En déduire ’écriture de F' comme sous-
espace de R* défini par une ou plusieurs équations.

(3) Soit G le sous-ensemble de R* donné par

G =< (z,y,21t) € RY, T2ty 2 =0 .
—5x +3z24+t=0

Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R*.

(4) Définir G par un systeme de générateurs. En déduire une base
de G.

(5) Les sous-espaces F' et GG sont-ils en somme directe ?

Solution de lexercice 3. (1) Soient Ai,---, A5 des scalaires tels que
Z?:l Ajvj = Oga. On a donc le systeme linéaire

A1 + 3o + 323 + 104 + AX5=0
Al +2x + A3 4+ 4N+ T =0
A1 + 39 + 43 + 13\ + 85 =0
A + 49 + 23 + Thg +14X5 =0
On va procéder a la résolution de ce systeme par la méthode de Gauss.
11310 1]0 1 3 10 1]0
121 4 710 N 0 1 -2 -6 610
1 3 4 13 810 0 2 1 3 710
14 2 7 14|0 0 3 -1 =3 1310
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(1] o 5 16 —5l0 [1] 0 5 16 —5]0
L, 0 1] 2 -6 6]0 , 0 [1] -2 -6 6|0
0 0 5 15 —=5|0 0 0 1 3 -1]0
0 0 5 15 —5|0 0O 0 0 0 010
1] o o 1 oo
L0 [1] oo 40
0o o0 [1] 3 —=1]0
0 0 0 0 010

On voit clairement que le systeme de départ n’a pas comme solu-
tion unique la solution nulle (on a seulement trois pivots). La famille
(v1,v2, V3, V4, v5) Nest pas libre. On constate aussi d’apres le dernier
tableau que la sous-famille (v1,v2,v3) est libre et que vy = v; + 3vs
et vg = 4dvg — v3.

Comme F = Vect(v1,v2,v3,v4,v5) = Vect(v1,va,v3) la famille
(v1,v2,v3) est génératrice dans F' et par conséquent c’est une base de
F.

(2) Soit v = (x,y,2,t) € R*% On a v € F si et seulement si, il
existe A1, A1, A3 € R tels que v = A\jv1 + Aowa + Azv3. Ceci conduit au
systeme linéaire

A +3X +3)3
At +2x + A3 =
A +3X +4)3
A1 +4h 22X

Rl SN

et sa résolution avec la méthode de Gauss donne

11 3| 1 3| =
1 2 1|y N 0 1 -2|y—=x
1 3 4|z 0 2 1 |z—x
1 4 2|t 0 3 —-1|t—=x
0 5 = (y— )
N 0 -2 y—x
0 0 5 |(z—2x)—2y—=x)
0 0 5 |(t—x)-3y—=x)
7

5 z—(y—wx)
-2 Yy—x

—2y+
@ a:syz

0 | (2z—3y+t)—(z—2y+2)

oo o]
ooHo

On voit donc que

v=(r,y,2,t) EF <= (2 —-3y+t)—(r—2y+2)=0
<= rz—y—2+1t=0

Ainsi
F={(z,y,2,t) eR' |z —y — 2+t =0}.

(3) On a

o G CRY

o 0g1 = (0,0,0,0) € G,

esid\eRetsiv=(z,y,2,t),v = (2,9, 2, ') sont deux vecteurs
de G, alors \v+v" = Az 42/, \y+vy/, 222+ 2/, Mt +t'). Ce vecteur est
dans G si et seulement si ses coordonnées vérifient les deux équations

de G. On a

—2(\z +2') + = MN=2z +y+22) + (=22 +y +22)

=0+0=0

Ay +y')+2( 2+ 2)

(car v et v’ sont dans G). De méme,

5z +2') + 3Nz + 2') + (At + ') = 0.

Ainsi Av + v’ € G et G est un sous-espace vectoriel de R%.
(4) Soit v = (z,y, z,t) € R*. On a
2z +y+ 22 =0

ve(G <
—bx +3z4+t=0

Résolvons ce systeme par la méthode de Gauss. On peut remarquer
qu’il est déja sous la forme réduite de Jordan finale :

-2 [1] 2
—503.

8
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Les variables y et ¢ sont donc des variables principales qu’on exprime
en fonction des varaibles secondaires x et z sous la forme

y=2xr—2z, t=>5xr—3z2
Ainsi

v=(z,y,2,t) € G <= (x,y,2,t) = (x,2x — 22, 2,5z — 32)
= (z,2,0,5z) + (0, =2z, z, —32)
— 2(1,2,0,5) + 2(0,~2,1, —3)

On en déduit que les vecteurs wy = (1,2,0,5),wy = (0,—2,1,—3)
forment une famille génératrice de G,

G = Vect(wy, ws).

Comme ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, la famille (wy, ws)
est liber et par suite c’est une base de G.
(5) Soit v = (x,y,2,t) € R*. On a

z—y— z+t=0
—2rx+y+2z =0
—bx +324+t=0

v=(z,y,2,t) e FNG —

La résolution par la méthode de Gauss donne :

1 -1 -1 1]0 1 -1 -1 [1]]o
2 1 2 0/0 - -2 1 2 010
-5 0 3 1/0 -6 0 4 0]0
-1 0 1 [1]]o -1 0 1 [1]]0
- 2 [1] 2 oo = -2 [1] 2 0|0
—4 0 2 010 —2 0 1 010

1 0 0 [1]]o

- 2 [1] 0o 0|0

-2 0 [1] o]0

D’ou le systeme équivalent

Donc
v=(x,y,2,t) e FNG <= v = (v,—2z,2z,—x) =x(1,-2,2,—1)

On en déduit que FNG est la droite engendré par (1,—2,2, —1) et que
ces deux sous-espaces ne sont pas en somme directe (car FNG # {0}).
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