Feuille 5 — Applications linéaires

Algebre linéaire 1. S2 — 2023/24

Exercice 1. Parmi les applications suivantes, déterminer lesquelles sont linéaires sur
R.

fi:R>R z—a?+z

f2:R=R z—azx+b (ou(a,bd) € R?)
f3:C—>C,z—2Z

fi:R? = R2 (2,y) = (—y, 3z + 2y)
f5:C—>C, z— 2z
f6:C—>C,z—22+1

fr:R? =R, (x,y) — 22 + 3y

fo :R3 = R? (2,y,2) = (x —y,24+ 1)
fo: Ma(R) —» R, A trace(A) = a11 + a2
fi0: Ma(R) — M3(R), A 2'A — A
f11 1 Ry[X] =R, P— P(1)

fi2 : Ry[X] = Ry[X] , P — P" +2P

Les applications f3, f5, fg sont elles C-linéaires ?

Solution de l'exercice 1. f; n’est pas linéaire : f1(1+1) = f(2) = 6, mais f1(1)+ f1(1) =
1+ 1,donc f(1+1)# f(1)+ f(1);

f2 n’est pas linéaire sib# 0 : f(0) =b#0;sib=0, fo est R-linéaire : Vz,y € R et
VAER, f(Az +y) =a(Ar +y) = Max) +ay = Mf(z) + f(y)-

f5 n'est pas linéaire : f5(1+1) = f5(2) =4 et f5(1)+ fs(1)=1+1=2.

fo et fs ne sont pas linéaires : f(0) # 0 et f5(0,0,0) # (0,0).

Toutes les autres applications sont R-linéaires. Traitons par exemple f3 et fi :

Vz,w € Cet VA ER, fs(Az+w) = z+w=A2+©=Af(2) + f(w).

VP,Q € Ry[X] et VA € R, fu(A\P + Q) = (AP + Q)(1) = AP(1) + Q(1) =
Afin(P) + fu(Q).

f3, f5 et fe ne sont pas C-linéaires. Par exemple, pour f3, on a f3(ix1) = f(i) = —i,
mais i X f(1) =i x1=1.

Exercice 2. Soit 'application f : R? — R3 définie par
f(.’If,y,Z) = ($+2y,z—x,x+4y+z)

(a) Montrer que f est un endomorphisme de R3.
(b) Trouver une base de Ker(f).

(¢) Trouver une base de Im(f).

(d) Calculer dim Ker f + dim Im f.

K. Koufany

Solution de lexercice 2. (a) Soit u = (x,y, 2),v = (2',y,2') € R® et soit A € R, on a

fu+v)
 FO@ )+ @) = (a2 gz )
(A+2)+20y+y),(Az+2)— Az +2"), Mz +2")+4Q0y + ') + (A2 + 2'))
Az + 2y, Az — Az, Az + 4y + A2) + (' + 2y, 2 — o', 2’ + 4y’ + 2')
Mr+2y,z—x,o+4y+2)+ (' +2y,2 — 2/, 2 + 4y + 2')
= () + 1)

(b) Soit v = (z,y,2) € R3, on a

z+2y=0
v=(x,y,2) € Ker f <= f((z,y,2)) =(0,0,0) <= z—xz=0
r+4dy+2=0
1 2 0[0]a 12 ofo a 2 00 a
-1 0 1{0[b — —1 0 [1]]0 b — 0 2 [1]]0 b+a
1 4 1]0|c 24 0|0|c—0 0 0 0[{0jc—b—2a

D’ou

2x

)

v=(z,y,2) €EKer f < {x Y
z=—

v=(=2y,y,-2y) <= v=y(-2,1,-2)

<~

Finalement Ker f = Vect(—2,1, —2). Le noyau de f est donc de dimension 1.
(c) Soit v = (a,b,c) € R?, D’apres ce qui précede,

v=(a,b,c) elmf < ¢c—b—2a=0 < c=2a+b
d’ou
v=(a,b,c) €eImf < v=(a,b,¢) =(a,b,2a+b) =a(1,0,2) +b(0,1,1)
Ainsi
Im f = Vect((1,0,2),(0,1,1))

La famille ((1,0,2),(0,1,1)) est génératrice dans Im f et comme les deux vecteurs
ne sont pas colinéaires, c’est une base de Im f. Donc dimIm f = 2.

On peut prendre comme vecteurs de la base de Im f les deux vecteurs (de départ de
lalgo de Gauss) ot nous avons choisi les pivots, soit (1,—1,1) et (0,1, 1).

(d) dimKer f 4+ dimIm f = 142 = 3. On peut remarquer que cette somme est égale
4 dimR3, I’espace de départ de f.



Feuille 5 — Applications linéaires

Algebre linéaire 1. S2 — 2023/24

Exercice 3. Soit 'application f : R? — R3 définie par
Yo = (z,y,2) €R?, f(v) = (z — 2,20 +y — 3z, —y + 22)

et soit B = (ey, ez, e3) la base canonique de R3.
(a) Montrer que f est linéaire.
(b) Calculer les coordonnées f(ey), f(e2) et f(es) dans la base canonique.
(c) Déterminer une base de Ker f et une base de Im f.

Solution de l'exercice 3. (a) On montre que f est linéaire de la méme fagon que dans
I’exercice 2.

(b) On a

f(el) f((]-7070)) = (17270) =e1 + 2e
f(eg) = f(O, 1,0) = (O, 1, —1) — €2 — €3
f(eg) f(O, 0, 1) = (—1, -3, 2) = —e; — 3eg + 2e9

() Soit v = (z,y,2) € R3,

r—2z=0
(z,y,2) EKerf < 2x+y—32=0
—y+22=0
1 0 —-1]|0]a 1 0 —-1]0 a
2 1 =3|0/b — 2 [1] -3]0 b
0 -1 2[0]c 0 0 —1]0|c+b
(1] o -1]o0 a 1] o  o]o]a-b-c
— 0 [1] <1]0|b-2a — 0 [1] _0]0| 2a-c
0 0 —1]0| c+b 0 0 [=1]]0 c+b

Donc v = (z,y,2) € Ker f <= =y =2 =0 et Ker f = {Ogs }. L’application linéaire
f est donc injectif et comme f : R — R3, f est bijectif (c’est un automorphisme). On en
déduit que Im f = R3 et que toute base de R? est une base de Im f. On peut prendre par
exemple comme base (f(e1), f(e2), f(es)) c’est-a-dire (1,2,0),(0,1,—1), (-1, -3,2)).

Exercice 4. Soit f une application linéaire de R? dans R? telle que f((1,2)) = (1,0, 1)
et F(2,1)) = (0,2, 1).

(a) Déterminer f((3,3)).

(b) Déterminer f((x,y)), pour (z,y) € R2.

(c) Déterminer le noyau de f et son image.

K. Koufany

Solution de l'exercice 4. (a) Par linéarité de f on a f((3,3)) = f((2,1) + (1,2)) =
F(2.1)) + F(1,2) = (0.2,1) + (1,0,1) = (1,2,2)

(b) On exprime d’abord (1,0) et (0,1) comme combinaisons linéaires de (2,1) et
(1,2) : il suffit de chercher a, b € R tel que (1,0) = a(2,1)+b(1,2) ce qui donne le systeme
2 b=1
aa—|—+2b o On trouve a = § et b= —% d’out (1,0) = 2(2,1) — 3(1,2).

On fait de méme pour (0,1) pour trouver (0,1) = —1(2,1) + 3(1,2)

On en déduit, par linéarité de f, que

linéaire

f((1,0))
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De méme, on trouve f((0,1)) = £(2,-2,1)

Finalement, par linéarité de f on a
f((@y)) = fl2(1,0)+y(0,1)) =z f((1,0) +yf((0,1))

1

-z +2y)=0
Déterminons le noyau de f. Soit (z,y) € Ker f, donc %(4:10 —2y)=0
sty =0
-1/3  2/3|0]a -1 2|0 3a 0 3|0 3a+3c
4/3 —2/3|0|b — 4 —2|0[3% — 0 —6|0|3b—12¢
1/3  1/3|0|¢ 1 1{0]3c (1] 1]o 3¢

0 110] a+c¢ 0 0 a4+ c
— 0 —-2|0|b—4c — 0 0/0|2a+b-—2c
010 2c—a

1] 1]o| 3¢
y

On en déduit que (r,y) € Kerf <= 1z =y = 0, donc Ker f = {(0,0)}. De plus
v=(a,b) eImf < 2a+b-2c=0 <= v=(a,—2a+2¢,c) =a(l,-2,0)+¢(0,2,1).
Par suite, Im f = Vect((1,—2,0),(0,2,1)) et dimIm f = 2.
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Exercice 5. Soit I'application f : R?® — R? définie par
Vo= (z,9,2) €R®, f(v) = (=2x +y+ 2,2 2y + 2).

(a) Montrer que f est linéaire.
(b) Donner une base de Ker f, en déduire dimIm f.
(¢) Donner une base de Im f.

Solution de lexercice 5. (1) Il est facile de montrer que f est linéaire.
(2) On trouve
Ker(f) = Vect(1,1,1)
C’est un sous-espace de dimension 1. D’apres la formule du rang, dim(Im f) = dim R® —
dim(Ker f) = 2.
(3) Comme dim(Im f) = 2 = dimR? et que Im f est un sous-espace de R?, on a
Im f = R? et toute base de R? est une base de Im f.

Exercice 6. Pour tout parametre m réel, soit ’application f,, : R? — R? définie par
fm(z,y) = (mz —y,x —my, (2+m)z — (2m +1)y).

(a) Montrer que, pour tout m, f,, est une application linéaire.
(b) Pour quelles valeurs de m, f,, est-elle injective ?
(c) Déterminer une base de Im(f,).

Solution de lexercice 6. (1) Il est facile de montrer que f est linéaire.
(2) Déterminons le noyau de Ker(f,).

m —-110
1 -m|0 —
24m —-2m—110

m
1 —m?
2(1 —m?)

|
oo!

o O O

Sim = +1, alors on a

\
ool

o O O

m
0
0
et dans ce cas (z,y) € Ker(f11) <= y =ma = £x. Sim = 1, alors Ker f; = Vect(1,1)
et si m = —1, alors Ker f_; = Vect(1,—1) et dans les deux cas fi n’est pas injective.
Sim # +£1, alors on a

o [=1]|o
1—m? 010
0 0]0

et dans ce cas Ker(f,,,) = {0}. Dans ce cas f,, est injective.
Ainsi, f,, est injective ssi m # +1.

K. Koufany

(3) Premier cas: m = —1. Si (a, b, ¢) € Im(f_; alors le systéme linéaire correspondant
donne
-1 —-1|a -1 -1 a
1 1106 — 0 0lb+a
1 1|c 0 Olc+a

Donc b = —a et ¢ = —a. On trouve Im(f_; = Vect{(1,—-1,—1)}.
Deuxieme cas : m = +1 alors le systeme linéaire correspondant donne

1 -1|a 1 -1 a
1 -1|b — 0 0| b—a
3 —3|c 0 0|c+3a

Donc b = a et ¢ = —3a. On trouve Im(f; = Vect{(1,1,-3)}.
Troisieme cas : m # +1 alors d’apres ce qui précede Ker(f,,,) = {0} et donc d’apres
le théoréeme du rang dimIm f,,, = dimR? — 0 = 2. Or

Im(fpn) = Vect(f(er), f(e2)) = Vect((1,2 +m), (=1, —=m, =2m — 1))
et comme ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, il forment une base de Im f,,.
Exercice 7. Soit f : R* — R* I’application définie par
f(xvyazvt) = (I7y+zaoaz+yfz+t7t)

et soit F' = {(z,y,2,t) eR* |z +y—2—t=0}

(a) Donner une base de Ker(f) et sa dimension.

(b) Donner une base (la plus simple) de Im(f) et sa dimension.

(c) A-t-on Ker(f) @ Im(f) = R*?

(d) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*, et donner en une base et sa

dimension.

(e) A-t-on Ker(f) ® F = R*?
Solution de lezercice 7. (a) Soit v = (1, %2, 3, 74) € R%. On montre facilement que

r1 —29+2x3=0

0=0 1‘1:0
v € Ker(f) & o1+ Ty — 25+ ag =0 =3 $2i$3
2174—0

174:0

Donc v = (0, z3,23,0) = 23(0,1,1,0), si on pose v1 = ea+e3 = (0,1, 1,0) alors Ker(u) =
vect(v1) et donc la dimension de Ker(f) est 1.
(b) On a d’apres le cours

Im f = Vect(f(e1), f(ez2), f(e3), f(ea))
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Or
f(e1) =(1,0,1,0) = e +e3; f (e2) = (—1,0,1,0) = —e; + e3;

f (63) = (170a 7170) =€1 — 63;f (64) = (070707 1a 1) = €3 + €4

donc
Im(f) = Vect (e1 + e3, —e1 + e3,e1 — e3,e3 + e4) = Vect (e1 + e3,e1 — e3,e3 + €4)
car f(ea) = —f(es), d’on

Im(f) = Vect (e; + e3,e1 — e3 + €1 + e3,e3 + e4) = Vect (e1 + e3,2eq,e3 + e4)
= Vect (e3, e1, e3 + e4) = Vect (e3, e1,e4)

La famille (g, e3,e4) est une sous-famille de la base canonique de R* qui est libre, elle
donc est libre (et génératrice) et par conséquent c’est une base de Im(f)

(¢) Comme dim (Ker(f) + dim(Im(f)) = dim (R*) Le tout est de savoir si le vecteur
v = ea+e3 = (0,1,1,0) générateur de Ker f appartient & Im(f), si c’est le cas Ker(f) C
Im(f) et il n’y a pas de somme directe et sinon ker(f) NIm(f) = {Og4} et il y a somme
directe.

Mais v; = es + e3 € Im f = Vect(ey, e3, e4) car sinon es serait combinaison linéaire de
e1, e, e4 ce qui contredit que (ey, ez, €3, e4) est une base de R*. Ainsi Ker fNIm f = {Oga}
et donc Ker(f) @ Im(f) = R*.

Autre méthode : Pour montrer que Ker f et Im f sont supplémentaires on peut aussi
montrer que que (e + €3,e1 + €3,e1 — €3, e3 + e4) est une base de R* (la réunion d’une
base de Ker f et d'une base de Im f est une base de R%).

(d) On montre facilement que F est un sous-espace vectoriel de R* en montrant que
F est stable par combinaisons linéaires.

Autre méthode : On peut aussi remarquer que

@5($7y’27t)’_>37+y—2—t

est une application linéaire de R* dans R et que F = Ker ¢ et que c’est donc un sous-
espace de R*.

On montre aussi (facilement) que la famille ((—1,1,0,0),(1,0,1,0),(—10,0,1)) en-
gendre F et qu’elle est libre. C’est donc une base de F.

(e) Le vecteur v; = (0,1,1,0) € Ker f et vérifie ’équation de F il est donc dans F.
D’ou Ker f C F. Les sous-espaces Ker f et F' ne sont donc pas supplémentaires dans
R%.

Exercice 8. Soit f un endomorphisme de R? et soit B = (v1,v2,v3) une base de R3.
On suppose que 'image de la base B est

flv1) = —=Tvy —6ve
flva) = 8vi+Tuy
f(vs) = 6vy+6vy —ug

K. Koufany

(a) Pour tout vecteur v = vy + yva + zvs déterminer f o f(v).
(b) En déduire que f est un automorphisme de R?, puis déterminer f=!.

Solution de lezercice 8. (a) On montre facilement que f o f(v) = v, pour tout v € R3.
(b) D’apres (a), on a f o f = Idgs, donc f est un endomorphisme bijectif (un
automorphisme) et que f~! = f.

Exercice 9. Soit B = (e, e2, e3) la base canonique de R? et soit f 'endomorphisme de
R3 tel que

1 2 2
fler) = —3¢ + 362 + 363
2 1 2
fle2) = 3617 3¢ + 363
2 2 1
fles) = gel + §€2 - 563

Soit By ={v eR3 | f(v) =v}et E_; ={veR3| f(v) = —v}.

(a) Montrer que E; et E_; sont des sous-espaces vectoriels de R?.

(b) Montrer que e1 + e2 + e3 appartient & E1 et que e; — eg et e; — e3 appartiennent
aFE_q.
(¢) Que peut-on en déduire sur les dimensions de Fq et de E_1 ?
(d) Déterminer E1 N E_;.
(e) A-t-on B @ E_; =R3?
(f) Calculer f o f et en déduire que f est un automorphisme de R? et déterminer
=
Solution de l’exercice 9.
Exercice 10. Soit f : R3[X] — R Papplication définie par

VP e R3[X], f(P)= P(2).
(a) Montrer que f est une application linéaire.
(b) Déterminer Ker(f) et Im(f).

Solution de l'exercice 10. (a) Soit A € R et soient P et () deux vecteurs de Rg[X]. On a
FAP+Q) = (AP +Q)(2) = AP(2) + Q(2) = Mf(P) + f(Q)-

Donc f est linéaire.
(b) Soit P € R3[X]. On a

PeKerf < f(P)=0 < P(2)=0
<= 2 est racince de P
< Ja,b,ccR: P(X) = (X —2)(aX?+bX +¢)
< Ja,b,c€R: P(X) =aX?*(X —2) +bX (X —2) + (X —2)
= Pc Vect(X?(X —2),X(X —2),(X —2))
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Donc Ker f = Vect(X?(X —2), X(X —2), (X —2)).
La famille (X2(X —2), X(X —2), (X —2)) est génératrice dans Ker f et comme ces po-
lyndmes ont des degrés deux a deux distincts, il forment une famille libre. Par conséquent
(X%(X —2),X(X —2),(X —2)) est une base de Ker f et on a dim Ker f = 3.

(b) D’apres la formule du rang, dimKer f + dimIm f = dim R3[X], on a dimIm f =
dimR3[X] — dimKer f =4 — 3 = 1. et Comme Im f C R e que ce deux espaces ont la
méme dimension (égale & 1), il s’en suit que Im f = R.

Exercice 11. Soient a,b deux réels distincts et f : R4[X] — R;[X] 'application définie
par
VP e Ry[X], f(P)(X)= XP(a)+ P(b).

(a) Montrer que f est une application linéaire.
(b) Déterminer Ker(f) et en donner une base.
(c) Déterminer Im(f) et en donner une base.

Solution de l'exercice 11. a) Soit A € R et soient P et ) deux vecteurs de R3[X]. On a

FOP+Q)(X) = X(AP + Q)(a) + (AP + Q)(b)

= A(XP(a) + P(b)) + XQ(a) + Q(b)
= A(P)(X) + f(Q)(X)

Ainsi f(AP 4+ Q) = Mf(P) + f(Q) et f est linéaire.

(b) On montre comme dans P'exercice précédent que Ker f = Vect(X2(X — a)(X —
b), X(X —a)(X —b),(X —a)(X —b)). Comme ces trois polyndmes ont des degrés deux
A deux différents, ils forment une famille libre. Donc X2(X —a)(X —b), X(X —a)(X —
b), (X —a)(X — b)) est une base de Ker f et dimKer f = 3.

(¢) D’apres la formule du rang, dimIm f = dimRy[X] — dimKer f = 5 —3 = 2.
Comme Im f C Ry[X] et que ces deux espaces ont la méme dimension (égale 2), on a
Im f = Ry [X].

Exercice 12. Soit f et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E.
Montrer que g o f = 0 si, et seulement si, Im f C Kerg.

Solution de l’exercice 12. Supposons que g o f = 0. Soit y € Im f, donc il existe z € F
tel que y = f(z). Dot g(y) = g(f(z)) = go f(x) =0, ce qui veut dire y € Kerg.
L’autre implication est laissé au lecteur.

Exercice 13. Soit f et g deux endomorphismes d'un K-espace vectoriel E.
(a) Comparer Ker f NKer g et Ker(f + g).
(b) Comparer Im f +Im g et Im(f + g).
(c) Comparer Ker f et Ker f2.
(d) Comparer Im f et Im f2.

K. Koufany

Solution de l'exercice 13. (a) Six € Ker fNKerg, alors f(x) = g(x) =0et (f+g)(x) =
f(x) +g(z) =0, dott z € Ker(f + g).

(b) Si x € Im(f + g), alors il existe v € E tels que x = (f + g)(v) = f(v) + g(v) €
Im f 4+ Img.

(c) Si x € Ker f, alors f(z) = 0 et en composant par f, on a f2(z) = f(f(z)) =
f(0) =0, d’ou = € Ker f2.

(d) Si z € Im f2, alors il existe v € E tel que x = f2(v) = f(f(v)), dott x € Im f.

Exercice 14. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. Montrer
(a) Im f NKer f = {0} <= Ker f = Ker f2.
(b) E=Ker f+Im f <= Im f =Im f2.

Solution de Uexercice 14. (a) = : Supposons Im f N Ker f = {0}. L’inclusion Ker f C
Ker f? étant toujours vraie (voir exercice 6), il suffit de montrer I'inclusion réciproque.
Soit z € Ker f2, alors f2(x) = 0 ou encore f(f(x)) =0, d’ou f(x) € Ker f. Or f(z) €
Im f donc f(z) € Im f NKer f = {0} et f(x) =0 ce qui assure que x € Ker f.
<« : Supposons Ker f = Ker f? et soit x € Im f N Ker f. Alors f(z) = 0 et il existe
v € E tel que z = f(v). Dot 0 = f(z) = f(f(v)) = f2(v), par suite v € Ker f2. Or
Ker f = Ker f2, donc v € Ker f et 2 = f(v) = 0. On en déduit que Im f N Ker f = {0}.
(b) = : Supposons E = Ker f + Im f. L’inclusion Im f2 C Im f étant toujours vraie
(voir exercice 6), il suffit de montrer I'inclusion réciproque. Soit z € Im f, il existe alors
v € E tel que x = f(v). Comme E = Ker f + Im f, il existe a € Ker f, f(b) € Im f tels
que v =a+ f(b). Dotz = f(v) = f(a+ f(b)) = f(a) + f2(b) = f2(b). Ce qui montre
que z € Im f2.
< Supposons Im f = Im f2. Soit z € E, alors f(r) € Im f = Im f2. 1l existe donc
v € E tel que f(z) = f?(v) ou encore f(z — f(v)) = 0. D'ott  — f(v) € Ker f et
x=(x—f(v)+ f(v) €eKerf+1Imf. Ainsi E = Ker f + Im f.

Exercice 15. Soit f et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E tel que
f og=1d. Montrer

(a) Ker f = Ker(g o f).

(b) Img = Im(go f).

(c) E=Ker f®Img.

Solution de l'exercice 15. (a) Il est clair que Ker f C Ker(g o f). Réciproquement, soit
x € Ker(go f), alors go f(x) = 0, puis en composant avec f on obtient fogo f(x) =0
d’ott Id o f(x) = 0 ou encore f(z) = 0. Ainsi x € Ker f. Les deux inclusions montrent
que Ker f = Ker(g o f).

(b) 1l est clair que Im(g o f) C Img. Réciproquement, soit y € Im g, alors il existe
z € E tel que y = g(z). Comme fog=1d, z = f(g(x)), donc g = g(x) = g(f(g(x))) =
go f(f(x)) € Im(go f). Les deux inclusions montrent que Im g = Im(g o f).

(c) Montrons d’abord que Ker f NIm g = {0}. Soit € Ker f NIm g, alors f(z) =0
et il existe z € E tel que = ¢g(z). En composant cette derniére égalité par f on obtient

10
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0=f(z)=fog(z) =1d(z) =z, dott z =0 et Ker f NIm g = {0}.
Montrons maintenant que F = Ker f + Im g. Soit = € E, alors

r=(xr—g(f(x)+g(f(z))

avec g(f(x)) € Tmg et 2 — g(f(x)) € Ker f puisque f(z—g(f(z))) = f(z)— fogo f(x) =
f(z)—=Ido f(z) = f(z)— f(x) = 0. Donc x € Ker f+Img et par suite E = Ker f+Im g.
En conclusion F = Ker f & Img.

Exercice 16. Soit E un K-espace vectoriel et p € L(E).
(a) Montrer que p est un projecteur si, et seulement si, Id — p Dest.
(b) Exprimer alors Im(Id — p) et Ker(Id — p) en fonction de Im(p) et Ker(p).

Solution de l'exercice 16. (a) Si p est un projecteur (c-a-d p? = pop = p) alors

(Id—p)o(Id—p) = Idold—Idop—pold+pop
= Id-2p+p
= Id-p

Donc p est un projecteur.

Pour I'implication réciproque on va utiliser ce qu’on vient de montrer : si Id — p est
un projecteur alors Id — (Id — p) = p est un projecteur.

(b) Soit z € E, on a

x € Im(Id — p) (Id —=p)(z) ==
z—plx)==x
p(z) =0

r € Kerp

to o

Donc Im(Id — p) = Ker p. De méme
x € Ker(Id — p)

re

Donc Ker(Id — p) = Imp.

Exercice 17. Soit E un K-espace vectoriel et p,q € L(FE) deux projecteurs. Montrer
qu’on a équivalence entre

(a) pog=petgop=gq;

(b) Kerp = Kerg.

K. Koufany

Solution de l'exercice 17. Supposons (a) et montrons (b). p et ¢ sont deux projecteurs.
Soit « € E alors

xreKerp = p(g)=0
= qop(z)=q(0)=0
= gq(z)=0

= z € Kerg

Donc Kerp C Ker g. Comme p et g jouent le méme role, on a Kerq C Ker p.
Supposons (b) et montrons (a). Soit € E, comme E = Kerg®Imq alors = u+v
avec u € Kerq et v € Imgq. D’ou

p(z) = p(u+v)=pu)+p)

Or Ker ¢ = Ker p, donc p(u) = 0. D’autre part, comme v € Img, v = ¢q(v), donc

p(x) = plu+v)=pu)+p)

Ainsi p(z) = pog(z) et ceci pour tout x € F, d'ott po g = p.
Comme p et ¢ jouent le méme réle, on montre de méme que gop = q.

Exercice 18. Soit F un K-espace vectoriel et p,q deux projecteurs de E qui com-
mutent.

(a) Montrer que p o g est un projecteur de FE.

(b) Monter que Ker(po q) = Kerp + Kerq et Im(po ¢) =ImpNImg.

Solution de lexercice 18. (a) On a p et ¢ sont deux projecteurs (p? = p, ¢*> = q) tels

quepoqg=4gop.
Montrons que p o ¢ est un projecteur,

(poq)? = (pog)o(pog)=po(gop)og
= po(pogq)ogq (p et ¢ commutent)
= (pop)o(goq)
= Pogq

(b) Soit & € Ker p+ Ker g, alors il existe u € Kerp, v € Ker ¢ tels que £ = v+ v. On

poq(x) =pogq(ut+v)=poq(u)+ pogq(v) =poq(u)=gop(u)=0
——

=0carveEKerq

12
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d’ott x € Ker(poq). Ainsi x € Kerp + Kerq C Ker(p o q).
Réciproquement, soit z € Ker(p o ¢). Comme E = Kerp ® Imp, on a z = u + v avec
u € Kerpetvelmp. On a

q(p(v))  =q(v)
——
p(v)=vcarvElmp

0= (poq)(z) = (qop)(z) = (qop)(u)+ (gop)(v) = (¢gop)(v) =

donc v € Kerg et © = u+ v € Kerp + Kergq. Ainsi Ker(p o q¢) C Kerp + Ker ¢ et par
suite Ker(p o ¢) = Kerp + Kergq.

Montrons maintenant que Im(p o ¢) = ImpNImg.

Soit € Im(p o q), alors il existe v € E tel que © = po q(v) = p(q(v)) € Im p. Comme p
et ¢ commutent, on a aussi ¢ = pog(v) = gop(v) = ¢(p(v)) € Img. Ainsi z € ImpNImgq
et Im(pog) CImpNImg.

Réciproquement, soit x € Imp NImgq, alors p(z) = x et q(z) = x, ot po g(x) = = ce
qui entraine x € Im(pogq), car poq est aussi un projecteur. Donc ImpNImg C Im(poq)
et par double inclusion Im(p o ¢) = ImpNImg.

Exercice 19. Soit E un K-espace vectoriel. Soit s un endomorphisme de E tel que
5?2 =1Id. On pose F = Ker(s —Id) et G = Ker(s + 1d).

(a) Montrer que F & G = E.

(b) Montrer que s est la symétrie vectorielle par rapport & F et parallelement & G.

Solution de l'exercice 19. (a) F et G sont des s.e.v. de E car noyaux d’applications
linéaires.
Soit x € F NG, alors (s —Id)(z) = 0 et (s + Id)(z) = 0, ce qui conduit & s(z) = x et
s(z) = —x, donc = 0. Dot F NG = {0}.
Soit € E. Posons u = 3(z+5(x)) et v = 3(z—s(x)). Onaz = u+v, s(u) = 3(s(z) +
s*(z)) = 3(s(z) + ) = u, donc u € F et s(v) = 2(s(z) — s%(z)) = L(s(z) —2) = —v,
donc v € GG. Par conséquent '+ G = E. Ainsi F& G = E.

(b) Puisque F = F® G, Vz € E, Jlu € F et v € G tels que z = u + v. Par
définition de F et G on a s(z) = s(u) + s(v) = u — v. Donc s est la symétrie vectorielle
par rapport a F' parallelement a G.

Exercice 20. Dans 'espace vectoriel R*, on considere les parties F et I définies par

E = VeCt((1’07071)7(1a0a170))
F = {(z,y,2,t)|224+t=0et z — 3t = 0}.

(a) Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R* et qu’ils sont
supplémentaires.

(b) Soit (x, v, z,t) un élément quelconque de R*. Donner son image par le projecteur
sur E parallelement a F', puis son image par le projecteur sur F' parallelement a F.

(c) Déduire de ce qui précéde I'image de (z,y, z,t) de R* par la symétrie vectorielle
par rapport a F, parallelement a FE.

K. Koufany

Solution de Uexercice 20. (a) Il est clair que E et F sont deux sous-espaces vecto-
riels de R*. Pour F, un vecteur (v,y,2,t) € F & z = t = 0. On trouve alors
F = Vect((1,0,0,0),(0,1,0,0)).

On montre ensuite que la famille

(v1 == (1,0,0,1),v5 := (1,0,1,0),v5 := (1,0,0,0),vs := (0,1,0,0))

est une base de R* (car libre), donc E@® F = R* (réunion d'une base de E et d'une base
de F est une base de R*).

(b) Tout vecteur v € R* s’écrit donc de maniére unique v = vg + vr avec vg € E
et vp € F. Le projecteur sur E parallelement & F' est donné par pg(v) = vg. Soit v =
(x,7,2,t) € R* et déterminons sa décomposion dans E® F. Pour cela il suffit d’exprimer
v dans la base (v1,v2, v3,v4) : cherchons «, 8,7, € R tels que v = avy + Bvg +yv3 4 dvy.
On obtient donc le systeme linéaire

a+f+y=z
o=y
8=z
a=t
d’ont
a=t
g==z
y=xz—2—1
o=y
et
(z,y,2,t) =tvy + zva+ (x — 2 — t)vs + Yvy
—_
€EE EF
d’ou

pE((x7 Y, =z, t)) = tvl + 2V = (Z + ta 0; 2 t)
On trouve de méme le projecteur sur F' parallelement a F
pF((x,y,z,t)) = (l‘— z _t)U?) +yvs = (l‘— z _tayvovo)

(c) Soit s la symétrie vectorielle par rapport & F, parallélement & E, alors Vv € R*,
sp(v) = 2pp — Id. Ainsi
SF((xay,Zat)) = QPF((xayazat))_Id((l'vyaZ,t))
= Q(x—z—t,y,0,0)—(aj,y,z,t)
= (z—2z-2ty,—z —t).
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Exercice 21. On considere les applications linéaires p et ¢ de R? dans R? données pour
tout (z,y,2) € R3 par :

p(xvyvz) (—y—z,—x—z7x+y+3z)

q(fE,y,Z) - ($72y3 Y, —2x+2y72)

(a) Montrer qu’il existe deux sous-espaces vectoriels F, G de R3 tels que F &G = R3
et tels que p est le projecteur sur F parallelement a G. Déterminer F et G.

(b) Montrer qu'il existe deux sous-espaces vectoriels H, L de R tels que H ® L = R
et tels que ¢ est la symétrie vectorielle par rapport a H, parallelement a L. Déterminer
H et L.

Solution de lexercice 21.

Exercice 22. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E. Montrer que les
conditions suivantes sont équivalentes

(a) Ker(f?) C Ker(f).

(b) Ker(f) = Ker(f?).

(c) Ker(f) nIm(f) = {0}.

Solution de lexercice 22.

Exercice 23. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel F de dimension n.
Montrer

Kerf=Imf <= f*=0etn=2rg(f).

Solution de l’exercice 23. Supposons Ker f = Im f, alors d’apres le théoréeme du rang
n =dimKer f + dimIm f = 2dimIm f = 2rg(f). L’égalité Ker f = Im f implique aussi
f? = fo f=0 (voir exercice 12).

Réciproquement, supposons f2 = 0 alors (toujours d’apres I'exercice 12) Im f C
Ker f. Si de plus n = 2rg(f) alors d’apres le théoréme du rang dimKer f = dimIm f,
d’ou Ker f = Im f.

Exercice 24. (CPU) Soit E l'espace des suites réelles convergentes. Soit I’application
f: E — E qui & chaque suite (u,) de F associe la suite de terme général

fluy) =up —u

ol u = limy,— o0 Up,-

(a) Montrer que f est un projecteur de E

(b) Déterminer Ker f et Im f;

(c) Soit Ey le sous-espace vectoriel des suites qui convergent vers 0.
Déterminer un sous-espace supplémentaire a Fy dans F. Donner sa dimension.

K. Koufany

Solution de U'exercice 2. (a) Montrons d’abord que f est linéaire. Soit (uy,)n et (vn)n
deux suites réelles convergentes et soit A € R. On note u = limwu,, et v = limv,. Donc
lim(Aup, +v,) = Au+v. On a

f(A(un)n + (vn)n) = f(()‘un + vn)n) =Au+v= )\f((un)n) + f((vn)n)

Montrons maintenant que f est un projecteur. Soit (u,), une suite réelle convergente
et uw =limu,. On a f((un)n) = (Un)n — u et comme la suite (uy, ), — u est convergente
et converge vers 0, alors son image par f est f((un)n —u) = (Un)n —u—0= (Upn)n — U,
d’ou
fofl(un)n) = F(f((un)n)) = f((un)n — 1) = (un)n —u = f((un)n)

Ainsi fo f = f et f est un projecteur.

(b) Soit (un)n € E avec u = lim uy,.
On a

(up)n €EKer f <= (up)n —u=0 <= (up)n =u < (uy), est constante

Donc Ker f est I’espace des suites réelles constantes.
Soit (un)n € E avec u = limu,,.
On a

(up)n €EIm f <= f((un)n) = (Un)n <= (Un)n —u = (Up)p <= u=0.

Donc Im f est I'espace des suites convergente qui convergent vers 0.

(b) Puisque f est un projecteur, E = Ker f @ Im f. D’aprés la question (a), Ey =
Im f, donc un sous-espace supplémentaire a Ey dans E est Ker f qui est I’espace des
suites réelles constantes. Sa dimension est dim Ker f = 1.

Exercice 25. (CPU) Soient f,g € L(E) tels que fogof=fetgofog=yg.
(a) Montrer que E = Ker(f) @ Im(g).
(b) Montrer que f(Im(g)) = Im(f).

Solution de exercice 25. (a) Soit z € Ker fNIm g, alors il existe a € E tel que f(a) =«
et g(z) = 0. On déduit

z=fla)=(fegoflla) =(fog)(z)= flg(x)) = f(0) =0

D’ott Ker f NIm g = {0}.
Soit x € E, on a

z=x— (g0 f)(x)+ (g0 f)(z)
11 est claire que g o f(x) € Img. De plus

fle=(gof)(x) = f(z) = fogo flx) = f(z)— f(x) =0

16
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donc x — (go f)(x) € Ker f. On en déduit que E C Ker f+Im G. L’autre inclusion étant
évidente. Par conséquent E = Ker f @ Im g.
Remarque : Oo peut montrer de méme (en utilisant go fog = g) que E = Ker g®Im f.
(b) I est claire que f(Img) C Im f. Réciproquement, soit y € Im f, alors il existe
x € FE tel que y = f(x). On décompose x dans la somme directe E = Ker f @ Im g, donc
z=u+g(a) ot u € Kerg et a € E. Il s’ensuit que

y=f(x)=flutgla)) = f(u)+ fogla) = fg(a)) € f(Img).
Ainsi f(Im(g)) = Im(f).

Exercice 26. (CPU) Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f,g € L(E).
Etablir :

(a) dimKer(f o g) < dimKer(f) + dim Ker(g).

(b) dim(Im(f) N Ker(g)) = rang(f) — rang(g o f).

(c) rang(f) + rang(g) — dim £ < rang(f o g) < min(rang(f),rang(g)).

Solution de l'exercice 26. (a) Soit H un supplémentaire de Ker f dans E. On consideére
h: H — FE la restriction de go f & H.

(1) (a) Siz € Ker h alors z € Ker go f et si x € Ker f alors ¢ € Ker go f donc Ker
h+Ker f C Kergo f.

Inversement, soit x € Ker g o f. On peut écrire x = u + v avec u € H et v € Kerf.

(go f)(x) =0 donc h(u) = (go f)(u) =0 d’on x € Kerh + Ker f.

(2) f réalise une bijection de H vers Im f donc

I‘g(h) =1rg (g|Im f)
Or d’apres le théoreme du rang on a

donc
rg(h) = rg(f) — dimKergl;,, f > rg(f) — dimKerg
(3) dimKerg o f < dim Ker h + dim Ker f. donc

dimKer h = dim H —rg(h) < rg(f) — (rg f — dimKer g) < dim Ker g

puis l'inégalité rg h > rg f — dim Ker g.
(b) L’application h = g|1m(s) : Im(f) — E est linéaire. D’aprés la formule du rang,

dimIm(f) = dim Ker(h) + dim Im(h)
Or Im(h) = Im(g o f) et Ker(h) = Im(f) N Ker(f). D’ou

dim(Im(f) N Ker(g)) = rang(f) — rang(g o f)

K. Koufany

(c¢) La deuxieéme inégalité est bien connue et provient de Im(f og) C Im f qui donne

rg(fog) <rgfetdelm(fog) = f(9(F)) = Im fy4g) qui donne rg(f) < rgg car le rang
d’une application linéaire est inférieure a la dimension de ’espace de départ. Montrons
maintenant la premiere inégalité. Comme déja écrit Im(f o g) = Im fi4) donc par la
formule du rang

rg(f og) = dimg(£) — dimKer f4(g)
Or Ker frqp) C Ker f donc
rg(fog) >rgg—dimKer f =rgf+rgg —dim F
Exercice 27. (CPU) Soient E, F' deux espaces vectoriel de dimensions finies et f, g €
L(E,F).

Montrer que dim Ker(f + ¢g) < dim(Ker(f) N Ker(g)) + dim(Im(f) N Im(g)).
(appliquer le théoreme du rang & h = fiKer(f+g¢))

Solution de l’exercice 27.
Exercice 28. (CPU) Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E vérifiant
f2—=3f+2ld=0.

(a) Montrer que f est un automorphisme et exprimer f~! en fonction de f.
(b) Montrer que E = Ker(f —Id) @ Ker(f — 2Id).

Solution de l'exercice 28.
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