Feuille 4 — Espaces vectoriels de dimension finie

Algebre linéaire 1. S2 — 2023/24

Exercice 1. Vérifier si les vecteurs suivants forment une famille libre, sinon extraire
une sous-famille libre maximale (écrire les autres vecteurs comme combinaison linéaire
des vecteurs de la famille libre maximale) et la compléter en une base de R%.

( ) ( 5 15 20) ( 4727 _6a _8) , U3 = (1a2737 1)7
( ) U1 = ( 42 6 8) (1723331)71}3:(13031,1);
(C) v = (23 _1 1- ) - (37 13070) , U3 = (332a0,2) y Vg = (13 170,2)7
=(0,2,-1,3);
d) v =(2,1,3,1), 00 = (1,1,0, 1), 03 = (0,1,1,1),v4 = (1,2,1,0),

vs = (1,0, -1, —2).
Determiner dans chacun des cas (a), (b) et (d) un sous-espace supplémentaire du
sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs proposés.

Exercice 2. Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et de base B = (e, ea,€3).
Vérifier si les vecteurs suivants forment une famille libre, sinon extraire une sous-famille
libre maximale (écrire les autres vecteurs comme combinaison linéaire des vecteurs de
la famille libre maximale) et la compléter en une base de E.

(a) vy =e; +eates, vo=—e;+ex+es;

(b) v1 = e1 —e3, va = —e1 + €2, U3 = —ex + €3

(c) v1 =e1 +eg+ ez, va =2e; —ea+ 2e3, v3 = €1 — 2e5 — €3, Vg = 2e1 + 2es + 4de3.

Exercice 3. Soit E un espace vectoriel sur C de dimension 3 et de base (e, ez, e3). On
considere les vecteurs de E suivants :
v = (1 - i)el + ieg + (1 + i)eg, Vg = —e1 + e + 363, V3 = (1 - 7:)61 + i62 + i63.
(a) Montrer que (v1,va, v3) est une base de FE.
(b) Calculer les coordonnées du vecteur w = (1+14)e; +2ez +ies dans la base (v1, v2,vs).

xerci . n n nne cing vecteur:
Exercice 4. Dans R*, on se donne ¢ ecteurs

U1 = (1’ 17 171)7 V2 = (172a3a4)7 V3 = (3717472)7

= (10,4,13,7), vs = (1,7,8,14)

et soit F = Vect(vy,vs,v3, U4, Us).

(a) Déterminer une base de E et donner dim E.

(b) Déterminer un sous-espace supplémentaire de £ dans R*.

(c) Définir E par une ou plusieurs équations.

(d) Soit w = (a1, az, as,as) € R*. A quelle(s) condition(s) le vecteur w appartient-il
aE?

. ' . . . ) v . o
Exercice 5. Dans R* muni de sa base canonique, soit F' le sous-espace vectoriel défini
par les d’équations linéaires suivantes :

r+2y—52— t=0
r— y+ z2+2t=0
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(a) Trouver une base de F' et calculer dim F.

(b) Soit G le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs
vy =(0,3,1,1), vo = (1,—-1,1,1), v3 = (2,0,1,—1).

Trouver une base de G et donner dim G.
(c) Définir G par une ou plusieurs équations.
(d) Trouver une base de F NG et donner dim(F N G).

Exercice 6. Dans R*, comparer les sous-espaces vectoriels suivants
F = Vect((1,0,1,1),(-1,-2,3,—-1),(-5,-3,1,5)),
G = Vect((-1,-1,1,-1),(4,1,2,4)).
Exercice 7. Dans R?, on considére les vecteurs
vp = (0,1,-2,1), vo = (1,0,2, —1), v3 = (3,2,2,—1),
vy = (0,0,1,0), vs = (0,0,0,1).

Les propositiosn suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier votre réponse.
(a) Vect(v1, ve,v3) = Vect((1,1,0,0), (—1,1,—4,2);
(b) (1,1,0,0) € Vect(v1,v2) N Vect(ve, vs, v4) ;
(c) dim (Vect(v1, v2) N Vect(ve, v3,v4)) = 1;
(d) Vect(vy,vs) + Vect(va, v3,v4) = R*;
(e) Vect(vy,vs) @ Vect(vy,v2,v3) = R
Exercice 8. Dans I'espace R? soient
Ep={(z,y,2) ER} |z —2y+2=m} et F = Vect((1,1,0)).

(a) Déterminer m pour que E,, soit un sous-espace vectoriel de R3.
(b) Trouver alors une base de E,,.
(c) Montrer que E,,, ® F = R3.
Exercice 9. Dans I’espace vectoriel R, soient les trois vecteurs
vy = (0,1,1), va =(2,1,0), v3 = (1,0,—1).
Montrer que R? = Vect (v, v2) @ Vect(vs).

Exercice 10. Dans R3 on considere les sous-espaces vectoriels

2 —2z=0
F = (z,y,2) €R? | Try-—z
r+2y+2=0

G = {(Z‘,y,Z)ER3|2$—3y+Z:0},
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et soit les vecteurs v; = (1,—1,1), vo = (=2,—1,1) et v3 =
(a) Déterminer une base de F.
(b) Montrer que (vg,v3) est une base de G.
(c) Montrer que (v, vs,v3) est une base de R3.
(d)
()

(_17 Oa 2)

A-t-on F & G =R3.
e) Soit v = (z,vy,2) € R3. Exprimer v dans la base (v1,v2, v3).

Exercice 11. Dans R* on considére les sous-espaces vectoriels

r+y+z—-t=0

E = (z,y,2,t) ER* | {z — 29+ 22+t=0
T—y+2=0
F = {(z,y,2,t) R [20+6y+T7z—t=0}

Soient v = (2,1,-1,2),v9 = (1,1,—-1,1),v3 = (—=1,—-2,3,7) et v4 = (4,4,—5,-3)
quatre vecteurs de R?.

(a) Déterminer une base de E et en déduire la dimension de E.

(b) Compléter cette base en une base de R*.

(c¢) Déterminer une base de F.

(d) A-t-on E @ F = R*? Troisiéme partie

(e) Montrer que F' = Vect(va, v3, v4).

(f) Soit u = (z,y, 2,t) € F, exprimer u comme une combinaison linéaire de vy, v3 et
Vyq.

Exercice 12. Dans 'espace vectoriel R*, soient les vecteurs

v1 = (0,1,2,3), vy = (1,1,1,1)

et soit
F={(z,y,2t) eR* [z +y+2z+t=0}.

(a) Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de R%. Trouver une base de F et
donner dim F'.

(b) Montrer que F + Vect{v,v2} = R* mais que F U Vect(vy,v2) # R*.

(c) Les sous-espaces F' et Vect(vy,vq) sont-ils supplémentaires dans R* ?

Exercice 13. Dans 'espace vectoriel R* muni de sa base canonique B =
et soient v; = 2e4 — €3, Vo = eg + €3.

(a) Définir le sous-espace vectoriel Vect(vy,vs) par une ou plusieurs équations. Don-
ner dim Vect(vy, v2).

(b) Déterminer un sous-espace vectoriel supplémentaire de Vect(vy,vz).

(617 €2, €3, 64)

Exercice 14. Quel est le rang des familles de vecteurs suivants de R* :
(a) vq (1,1,1,1,)7 =(1,-1,1-1), v3 = (1,0,1,1);
(b) v1 = (1,2,1,2), vo = (3,1,1,1), v3 = (2,7,2,1), v4 = (3,2,1,0).

K. Koufany

Exercice 15. Dans R® on considere le sous-espace vectoriel F' engendré par
vy = (3,2,3,4,5), vo = (3,1,3,5,6), v3 = (2,1,0,1,4)
et le sous-espace vectoriel G engendré par
wy = (2,0,0,—2,4), we = (1,0,7,3,1), wg = (2,1,2,0,2).
Donner une base de F' 4+ G et une base de F N G.

Exercice 16. Soit R3[X], l'espace vectoriel des polynémes & coefficients réels de degré
d < 3.

(a) Montrer que (X3 +1,X? — X, X —1,X? +1,1) est une famille génératrice de
R3[X].

(b) Extraire de cette famille une base de R3[X].

Exercice 17. (a) Dans R, [X] (pour n > 3) on considére les polynomes

PU(X) = X(X — 1)(X —2), By(X) = X(X — 2)(X —3),
Py(X) = X(X — 1)(X — 3), P4(X) = (X — 1)(X — 2)(X — 3).
Forment-ils une famille libre ?
(b) Méme question pour les polynémes
Q1(X) = (X —1)°, Q2(X) = (X -~ 1)*(X - 2),

Qs(X) = (X - 1)(X - 2)%, Qu(X) = (X - 2)°.
Exercice 18. Pour k € [0, n], on pose
Pp(X) = (X + 1) — XxF+L
Montrer que la famille (P, - , P,) est une base de R, [X].
Exercice 19. Soient n € N et E = R, [X]. Pour tout ¢ € [0, n], on note
Fy={PeE|Yje0,n]\{i}, P() =0}
Montrer que les F; sont des sous-espaces vectoriels et que
E=F®: @ F,.
Exercice 20. Dans F(R,R) on considére les fonctions fj et g définies par :

folx) =1, fr(x) =cos(kz) et gx(x) = sin(kx)

pour tout entier k € [1, n].

(a) Montrer par récurrence que la famille (fo, f1,91 -+, fn, gn) est libre.

(b) Soit F le sous-espace vectoriel de F(R,R) engendré par (fo, f1,91, f2,92) et soit
la fonction h : z — 1+ sinz + sin(2z). Apres avoir donné une base et la dimension de
F, déterminer si la famille (h, k', h”, h®) h*) est une base de F.
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Exercice 21. (a) Vérifier que l’ensemble F' des fonctions qui s’écrivent sos la forme
f(z) =a+bsinz + ccosz avec a,b,c € R est un sous-espace vectoriel de F(R,R).
(b) Calculer dim F.
(¢) Montrer que pour tout réel «, la fonction f,(x) = cos(x — «) appartient & F.
(d) Soient ¢, 8,y € R deux & deux distincts. Le systeme (fq, f3, fy) est-il libre ?

Exercice 22. Dans E = F(] — 1,1[,R) on considére

14z 1—x 1 z
fl(iﬂ):\/:a fo= m, fg(x)Z\/ﬁ7 f4($)=\/17_7
Quel est le rang de la famille (f1, fo, f3, f4) ?

Exercice 23. (CPU) Soient F et G deux sous-espace vectoriels de dimension 2 de R*.
Montrer que

—ou bien F et G sont supplémentaires dans R*;

— ou bien il existe trois vecteurs u,v,w linéairement indépendants de R* tels que
G = Vect(u,v) et F = Vect(v,w)

—ou bien F' = G.

Exercice 24. (CPU) Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-
espace vectoriel de F.

(a) Montrer que F peut s’écrire comme une intersection d’un nombre fini d’hyperplan
de E.

(b) Déterminer le nombre minimum d’hyperplans nécessaire.
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