Examen partiel du 26 Mars 2024

Algebre linéaire 1/S2 — 2023/24

N.B. Documents et calculatrices non autorisés. Vous pouvez traiter les
exercices dans l'ordre de votre choix. Développez avec précision I'argument
qui justifie votre réponse a chaque question.

Exercice 1. (1) Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant, d’in-
connues i, Ts, 3, T4, T5 € R

T+ 229+ 3r3+ 204+ 25=0
(X) : Q@ — 2294323 — 34 +25=0
ZL’1+10(L’2+3.’L’3+12(L’4+$5:0

(2) Soit E le sous-espace vectoriel de R® formé par les vecteurs v =
(71, T, T3, x4, T5) qui vérifient le systeme (X).

(a) Donner une famille génératrice de E.

(b) Cette famille est-elle libre ?

Solution de 'exercice 1. (1) Nous allons résoudre le systeme linéaire ¥ par
I’algorithme de Gauss. On a

1 23 210 [1] 23 2 1]o0
1 23 =310~ 0 -40 —-50|0
1 10 3 12 10 0 80 10 00

03 -1 1]0

— 0 [-4] 0 =5 00

0O 00 00|0

Donc le systeme X est équivalent au suivant (dans lequel les inconnues x;
et x9 sont principales et les autres inconnues sont auxiliaires)

1 +3r3— izt x5=0
4%2 +5.’L'5:O

on trouve alors
1
xr1 = —3133 + 511)4 — Iy
5
Ty = —ZZE4
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En posant x3 = «, x4 = et x5 = 7, 'ensemble de solutions est

1 )
S = {(—30é + 5/8 -7 _Zﬂaaaﬁa’Y) aa677 S R}
(2) (a) Soit v = (w1, T2, T3, T4, T5) € R®. D’apres (1) on a

1 5!
veE R <— EIOZ,B,’YER :v:(_3a+§5_77_157a7677)
<~ da,B,7€R :

1 5
v=0(-3,0,1,0,0) + (5, ~7.0,1,0) +(~1,0,0,0,1)

<< v E VeCt(’Ul,UQ,’U3)

ou
1 5
v =(-3,0,1,0,0), vy = (5, _Z’O’ 1,0), v3(—1,0,0,0,1).
On déduit donc que la famille (vy,vy,v3) est une famille génératrice de

I’espace vectoriel E.

(b) Montrons qua la famille (vq, vy, v3) est libre. Pour cela, soit a, 8,7 €
R tels que awv; + fvs + yv3 = Ors. D’apres le calcul précédent, cela est
équivalent a

1 5)
(_3a+ 5/8_77_167047557) = (070507070)

ce qui donne clairement « = f = v = 0. Ainsi la famille en question est
libre.

Exercice 2. Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant, d’incon-
nues x,v, z € R, et de parametre a € R.

r+ y+ z=1
ar+ y+ z=«
r+ay+ z=1
rT+ yt+oaz=«

Faire une discussion selon le parametre «.
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Solution de [’exercice 2. Nous allons résoudre le systeme

T+ y+ z=1
ar+ y+ 2=«
r+oay+ z=1
r+ y+toazr=«w

(1) :

par l'algorithme de Gauss. On a

11 1]1 1 1 1
al 1|« _ 0 —a+1 —a+1 0
1 o 11 0 a-—1 0 0
1 1 a|la 0 0 a—1 |a—-1
~Sia#1ona
1 1 1 1 1 1
0 —a+1| 0 0 [-a+l| —at+l| 0
0 0 —a+1| 0 0 0 —a+1]| 0
0 0 a—1 |a—-1 0 0 0 a—1

Le systeme X; est donc équivalent au systeme triangulaire suivant

r+y+z =1
(—a+1l)y—(a—1)z =0
(—a+1)z =0

0 =a-1

qui n’a pas de solution a cause de la derniere ligne 0 = a—1 qui est absurde
puisque « # 1.
— Sia =1 le systeme ¥y est équivalent a

r+y+z=1
qui a comme ensemble de solutions

S={(1-a-1b,a,b) :a,beR}.
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Exercice 3. Soit la matrice

()

(1) Calculer A% —2A — 315.

(2) Montrer que A est inversible et calculer A~

3) Montrer que pour tout entier n > 2, il existe un polynéme @,, et
deux entiers «,, et 3, tels que

X" =Qu(X) (X?—2X —3) + 0, X + B, (1)

Indication : On peut faire une récurrence sur n ou bien utiliser une
division euclidienne de polynomes.

(4) En évaluant l'identité (1) en —1 et 3, déterminer «, et [3,,.

(5) Evaluer l'identité (1) en A et déduire A™ pour tout n > 2. Cette
expression reste-elle vraie pour neN? pour n € Z7?

Solution de [’exercice 3. (1) On a :

, (54
=5
donc A2 —2A — 31, = 0.

(2) Comme A? — 2A — 3, = 0, on a A(A — 2,) = 3I3 donc A est
inversible et sont inverse est

Al = é(A —20)

1/ -1 2

3\ 2 -1
(3) Méthode 1 : D’apres la division euclidienne de X™ par X?—2X —3, il
existe deux polynomes P, et Q,, tels que X" = (X?—2X —3)Q,(X)+R,(X)
et deg(R,) < deg(X? —2X — 3) = 2. Donc R, est un polynome de degré

< 1 et il est de la forme R,(X) = a, X + 5, ou ay,, B, € R. Ainsi X" =
(X2 —2X — 3)Qn(X) + anX + 511
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Méthode 2 : (récurrence sur n). Pour n =2, on a :
X?=(X?-2X-3)+2X+3

donc Q2 =1 et (ag, B2) = (2,3). Supposant le résultat acquis pour n > 2,
on a:
Xt = xXxn
= X(Qn(X)(X? —2X —3) + a, X + f3,)
= XQn(X) (X* —2X = 3) + 0, X* + 3, X
= XQn(X) (X*—2X = 3) + a, ((X? —2X —3) +2X +3) + 3, X
= (a + XQn) (X) (X? = 2X = 3) + (20 + B,) X + 30,
soit le résultat au rang n + 1.

(4) Posons P(X) = X? —2X — 3. On remarque —1 et 3 sont les racines
de P (P(—1) = P(3) =0), donc

(=D)"=Qn(-1)P(=1)+ ay,(-1)+ B, = —a, + B, car P(—1) =0
3" = Qn3)P(3) + an(3) + fBn = 3y, + B, car P(3) =0
d’otu le systeme

—Qn + Bn = (_1)n
3o, + Bn = 3"

et en résolvant le systeme on trouve

{ 0, =
e e e

n 4

(5) On remplace X par A dans 1'égalité, donc pour tout entier n > 2,

X" = Qu(X) (X% = 2X = 3) + a, X + ful

K. Koufany

en utilisant A2 — 24 — 31, = 0. On trouve :

A" = Qn(A)(A? — 2A — 3L3) + a, A+ B,
= anA + Bnl2

(B" = (=" A+ (" +3(-1)") L)
( 3" — (=1)" 43"+ 3(—1)"

23" = (=1)")

( 3"+ (=)™ 3" —(=1)" )
3" — (=)™ 3" 4 (—1)"

2(3" = (=1)") )
3" — (—1)" 4 3" + 3(—1)"

DO = ==

Clairement, cette derniere formule reste vraie pour n = 0 et n = 1,
puisqu’on trouve A’ = I, (pour n = 0) et A' = A (pour n = 1). Ainsi
I’expression de A™ est valable pour tout n € N. De plus la matrice A est
inversible, donc I'expression de A™ est vraie pour tout n € Z.

Exercice 4. Soit a € R et soient les matrices

a 00 011 a 11
D=0 a 0], N=|00o0]|, A=|0a 0
00 a 010 01 a

(1) Calculer N? et N3.
(2) Vérifier que DN = ND.
(3) Utiliser la formule du binéme de Newton et déduire A" pour n € N.

Solution de l’exercice 4. (1) On a
010 000
N2=1000],N=|000
0 00 000

(2) Un calcul direct montre que ND = DN.
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(3)Ona A= D+ N et ND = DN, donc d’apres la formule du binéme
de Newton, pour tout n € N,

" /n
A" — no__ k yn—=k
(D+N) Z(k>ND
k=0
Comme N3 =0, on N* = 0 pour tout k > 3, donc

2
A" — Z (Z) Nk pn—Fk

k=0

n n n
— NODn—O Nl Dn—l N2Dn—2
(o) ()= ()

— D" 4 nND"_l + n(n — 1)N2Dn—2
2
Or pour tout entier k,
a 0 0
DF=10 da 0
0 0 df

donc en mettant tout ensemble on trouve

_ —1 _ _
a® na® 1+n(n2 )an 2 na® 1

A" = 0 a”

0 nan—l n

Qo

K. Koufany




