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Algebre linéaire 1
Examen du 23 Mai 2023. Durée 3h

N.B. Documents et calculatrices non autorisés. Vous pouvez traiter
les exercices dans l'ordre de votre choix. Développez avec précision
I’argument qui justifie votre réponse a chaque question.

Exercice 1. Dans I’espace R muni de sa base canonique, on considére
les vecteurs suivants

v = (1,1,1),v3 = (1,0,1),v3 = (0,1,1),v4 = (3,-2,1)
et on pose
E={(z,y,2) ER3 |z+y—22=0c¢t 20 —y—2z=0},

F = Vect(ve, v3,v4).

(1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3.
(2) Déterminer une base de E. Quelle est la dimension de E'?
(3) Déterminer une base de F'. Quelle est la dimension de F'?
(4) Déterminer F' par une ou plusieurs équations.
(5) Montrer que E @ F = R3.
(6) Déduire que B = (v1,v2,v3) est une base de R3.
Solution de l’exercice 1. (1) E est I’ensemble de solutions d’un systeme
d’équations linéaires homogenes en (z,y, z), par conséquent c’est un
sous-espace vectoriel de R3.
(2) Soit v = (7,y,2) € R3. On a

_ z+y—22=0 =z
v—(x,y,z)EE@){ %y — 2 =0 @{ Y= =

Donc v = (x,y,2) € E < v = z(1,1,1) = zv;. Il s’ensuit que
E = Vect(vy). Comme vy n’est a nul la famille (v1) est une base de
EetdimFE =1.

(3) On peut remarquer que v4 = 3vy — 2v3, donc

F = VeCt(UQ, V3, 1)4) = VeCt(UQ, 1}3)

Les deux vecteurs vy et v n’étant pas colinéaires, la famille (vy, v3)
est donc une base de F et dim F' = 2.

(4) Soit v = (z,y,2) € F, alors il existe o, 5 € R tels que v =
avg + Bvs. On obtient donc le systéeme linéaire

a =z
b=y
a+pB=z
ou encore
a =z
B =y
O=z—z—y

On trouve F = {(z,y,2) € R* |z +y — z = 0}.
(5) En utilisant les équations de E et F' on montre facilement que
ENF = {0gs}. Comme dim F + dim F = dimR3, on a E® F = R3.
(6) On a (v1) est une base de E et (vq,v3) est une base de F.
Comme E @ F = R3, la concaténation (vy,vs,v3) est une base de R3.

Exercice 2. Soit R? muni de sa base canonique By = (e1, ez, e3).
Pour tout vecteur (z,y, z) € R on pose

flx,y,2) = (2y — 2,22 — by + 4z,3x — 8y + 62).

(1) Montrer que f est un endomorphisme de R3.
(2) Quelle est la matrice A de f dans By ? Calculer A2,
(3) Déterminer une base de Ker(f —Id).
(4) Déterminer une base de Ker(f2 +1d), ot f2 = fo f.
(5) Montrer que Ker(f — Id) @ Ker(f? +1d) = R3.
(6) Déterminer deux vecteurs u,v de R? tels que Ker(f —Id) =
Vect(u) et Ker(f? + Id) = Vect(v
(u,v, f(v)) est une base de R3.
(7) Q
(8) Q

, f(v)), puis justifier que B =

Quelle est la matrice de f dans B.

8) Quelle est la matrice de f? dans B.
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(9) (Question optionnelle avec bonus) Calculer, A>" pour
tout n € N (utiliser la formule de changement de bases de By a B).

Solution de lexercice 2. (1) Soient o € Retu = (x,y,2),v = (2, v/, 2)

deux vecteurs de R3. On a
flau+v) = flaz+ 2oy +y, 0z + 2')
= (2[az + 2'] — [az + 2],
lax + 2'] = 5lay + y'] + 4[az + 2],
3[(az + 2] — 8[ay + ¢] + 6]az + 2')])

= a2y — 2,2z — 5y +4z,3x — 8y + 62)
+ (2 — 2,22 — 5y + 42/, 32" — 8y +62')
= af(u) + f(v)
Ainsi f est linéaire, et comme f : R? — R3, c’est donc un endomor-

phisme de R3.
(2) On trouve

0o 2 -1
A=11 2 -5 4
3 -8 6
et
1 -2 2
A= 2 -3 2
2 =21
x
(3) Soit v = (x,y,2) et X = Matp,(v) = [y |.Ona
z
veKer(f—Id) & f(v)—v=0& (A—13)X =0
-1 2 -1
OrA—1I3= 2 —6 4 |, dou le systeme linéaire
3 -8 5

—r+2y— z2=0
20 -6y +42=0
3z —8y+5z=0

et apres résolution on trouve
xr = ’y _= 2;7

donc v = z(1,1,1). Ainsi Ker(f — Id) = Vect((1,1,1)).
x
(4) Soit v = (x,y,2) et X = Matg,(v)= [y |.Ona

IS

veKer(f24+1d) & fP(v) +v=0s (A + 5)X =0

2 =2 2
OrA2+I3=[ 2 -2 2 |, donc
2 =2 2

veEKer(fP4+1d) e r—y+z=0
“v=(y-2y72) =y110) +2(-1,0,1)

Donc Ker(f? +1d) = Vect((1,1,0),(—1,0,1)) et comme les vecteurs
(1,1,0) et (—1,0,1) ne sont pas colinéaires, ils forment une famille
libre et donc une base de Ker(f? + Id).

(5) On montre que ((1,1,1),(1,1,0),(—1,0,1)), la concaténation
des bases de Ker(f —Id) et Ker(f? + Id), est une base de R3, donc
Ker(f —Id) @ Ker(f% + Id) = R3.

(6) On pose u = (1,1,1) et v = (1,1,0). On a d’apres la question
2 Ker(f —1Id) = Vect(u). De plus f(v) = f(e1+e2) = f(e1)+ f(e2) =
2e9 + 3e3 + 2e1 — beg — 8eg = 2e1 — 3eg — Heg = (2, -3, —5). Ce
vecteur appartient bien & Ker(f2 + Id) car ses coordonnées vérifient
I’équation de cet espace : 2 — (—3) + (=5) = 0. Comme v et f(v)
ne sont pas colinéaires, ils forment une famille libre de Ker(f? + Id).
Comme dim Ker(f2 +1d) = 2, la famille (v, f(v)) est une base de cet
espace.

D’aprés la question (5) on sait que Ker(f—Id)@Ker(f2+1d) = R3.
Donc par concaténation des bases, la famille B = (u, v, f(v)) est une
base de R3.

(7) On a

o fluy=u=1xu+0xv+0x f(v) car u € Ker(f —1d);

o f()=0xu+0xv+1x f(v);
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o f(f(v)) = fP(v) = —v = 0x u+ (—1) xv+0x f(v) car
v € Ker(f? +1d).
Donc la matrice de A dans la base B est

0 O
0 —1
1 0

T = Matg(f) =

S O =

(8) On a Matg(f2) = (Matg(f))* = T? avec

1 0 0
°=10 -1 0
0 0 -1
(9) Soit
11 2
P=|(11 -3
1 0 =5

la matrice de passage de By a B. Son inverse est

1 -1 1
-1 _ 2 7
5 5 0

La formule de changement de bases pour I’endomorphisme f donne
A=PTP™!, donc A> = (PTP~)* = PT2P~'. On en déduit

A2n — (AQ)n — (PT2P_1)n — P(TQ)nP—l

plus précisément

11 2\ /1 0 0 1 -1 1
A=(1 1 =3|[0 (=1~ 0 -2 I -1
10 -5/\0 0 (-n)*) \+ -1 0
1 ()" =1 —(-1)"+1
=|-(-1)"+1 2(-1)"=1 —(-1)"+1
—(-D)"+1 (- -1 1

Remarquons que lorsque n = 1, on retrouve bien I’expression de A2
de la question (2).

Exercice 3. Soit Ro[X] l'espace des polynomes de degré < 2 muni
de sa base canonique By = (1, X, XZ). Pour tout P € Ro[X] on pose

J(P)=P—(X - 2P,

ou P’ est la dérivée de P.

(1) Montrer que f est un endomorphisme de Ro[X].

(2) Déterminer le noyau et I'image de f.

(3) Déterminer la matrice A de f dans By.
(4) On pose Py =1, P, = X —2 et P, = (X — 2)%. Montrer que
= (Py, P1, P;) est une base de Ry[X].

(5) Déterminer la matrice de passage Q de By & B. Calculer Q1.

(6) En utilisant la formule de changement de bases, déterminer
la matrice de f dans B.

(7) Calculer f(Fp), f(P1) et f(P») puis retrouver d'une autre
maniere la matrice de f dans B.

3
4
B=(

Solution de l’exercice 3. 1. Soient P, Q) € Ro[X], soient A\, € R

fFAP+Q)=(AP+Q)— (X -2)(AP+Q)
=AP+Q— (X -2)(\P' +Q)
= (AP = (X =2)P)+(Q - (X -2)Q)
= A (P)+f(Q)
Donc f est linéaire.

De plus, pour tout P € Ry[X], on a d°P < 2 et d°P’ < 1. Donc
d°(X —2)P' <1+ 1= 2. Par conséquent d°f(P) < 2. On en déduit
que f : Ro[X] — Ry[X] et par suite f est un endomorphisme de
Ry [X].

(2) Soit P € Ry[X] et posons P(X) = aX? +bX + c.

PecKer(f) & f(P) =04 (aX*+bX +¢) — (X —2)(2aX +b) =0

s —aX?+4aX +c+2b=0

—a=0

& 4a =0 4:){ ca—:—%b
c+2b=0 N
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Donc P = bX — 2b = b(X — 2). Les polynomes de Ker(f) sont pro- (6) D’apres la formule de changement de bases, la matrice D de
portionnels au polynémes X —2, il s’agit d’une droite vectorielle dont f dans la base B est D = Q7' AQ. Apres calcul on trouve
une base est le polynéme X — 2.
D’apres le théoreme du rang dim Ker(f)+dimIm(f) = dimRy[X] = . 124\ /1 2 0 1 -2 4
3. Donc 1 + dim Im(f) = 3 et par suite dimIm(f) = 2. D=Q7AQ= (0 1 4)10 0 4 0 1 -4
Or f(1) =1, f(X) =2 et f(X?) = —X? 4 4X. Donc 00 1/\0 0 -1/ \0 0 1
1 2 4 1 0 —4
Im f = Vect(f(1), f(X), f(X?)) = Vect(1,2, —X* +4X) =10 1 4]0 0 4
— Veet(1, - X2 + 4X). 00 1)/ \0 0 -1
10 0
Les deux polynomes 1 et —X? 4+ 4X ne sont pas proportionnels, ils —lo o o
forment donc une famille libre de Im(f), c’est une base de Im(f). 00 —1

(4) Comme

F) =1, f(X) =2, f (X?) = 4X — X? (7) On a

F(1) =1, done f(Py) = Py

par consequent F(X—2)=X -2 (X-2)x1=0, donc f(Py) =0
—(

12 0 fF(X =23 =(X-27—(X-2)x2(X—-2)
A=Matqxx2)(f)=| 0 0 4 = —(X —2)%, donc f(P2) = —P,
0 0 -1
Donc
(5) Les polynomes Py = 1, P, = X — 2, P, = (X — 2)? forment 1 0 0
une famille libre de Ry[X] car leurs degrés forment une suite stricte- D=0 0 0
ment croissante. Comme le cardinal de B = (Py, P;, P») est égal a la 0 0 -1

dimension de Ry[X], on déduit que B est une base de Ra[X].
(6)OnaPyp=1,P = 2+ X et P, =4—4X + X2, donc la
matrice de de passage de By a B est

Son inverse est



