Examen d’algebre linéaire 1, 2021-22

Licence de Mathématiques, S2

Algebre linéaire 1

Examen du 25 Mai 2022 — durée 3h

N.B. Documents et calculatrices non autorisés. Vous pouvez traiter les exer-
cices dans l'ordre de votre choix. Développez avec précision 'argument qui
justifie votre réponse a chaque question.

Exercice 1. ( sur 6 ) On considére la matrice

0o 1 -1
J=| 4 -3 4
3 =3 4

(1)[0,5] Calculer J2.

(2)[0,5] En déduire que J est inversible et calculer J 1.

(3)[2] Soient a et b deux réels, et soit M = als + bJ.
Montrer que M? = (b? — a?) I3 + 2aM.

(4)[1,5] En déduire que si a # +b, alors M est inversible et écrire M ~! sous
la forme cl3 + dJ.

(5)[1,5] En déduire que la matrice

V2 1/2 —~1/2
A=| 2 -3/2+v2 2
3/2 —-3/2 2+2

est inversible et calculer son inverse (donner I’expression explicite de A~1).

Solution de l'exercice 1. (1) On a J2 =1Is.

(2) Donc J est inversible et J 1 = J.

(3) Ona M = al3+bJ, donc M2 = a?I3+b%J%+2abJ = (a®+b?)I3+2abJ.
Or bJ = M — alz, donc M? = (a® + b?)I5 + 2aM — 2a*1 = (b*> — a®) I3 + 2aM.

(2) On déduit de la question précédente que M (M — 2al3) = (b* — a?)I5.
Donc si b — a? # 0, M est inversible et son inverse est

M= (M — 2al3).

b2 — 2

(5) On a A = V213 + +J. Comme (%)2 — (v2)?2 = =T # 0, la matrice A
est inversible et son inverse est

A7l = —g(A —2V2I)

4v2 =2 2
7 7 7
= -8 4246 =8
7 7 7
—6 6 4v2-8
7 7 7

K. Koufany

Exercice 2. ( sur 20 ) On considere I'espace R* muni de sa base canonique
By = (e1,e2,e3,e4). Un vecteur v = xey + yea + zeg +tey € R* écrit dans cette
base sera noté v = (x,y, z,t). Soit f l'application

fi R*—> R
(x,y,2,t) = (=4 — 4y + 22,3z + 2y — 3z, —2x + 42,2 — z + 2t)

(1)[2] Montrer que f est un endomorphisme de R*.
(2)[1] Ecrire la matrice A = Matg,(f) de f dans la base By.
(3) (a)[1] Déterminer le rang de A. En déduire

(b)[0,5] que A n’est pas inversible;

(¢)]0,5] la dimension de Ker(f).
(4)[2] Déterminer une base de Ker(f).
(5) [1+2]Calculer A2, en déduire une base (v, vs) de Ker(f?) telle que vy
soit dans Ker(f).

(6)[2] Déterminer une base (vs,vs) de Ker(f — 2Id).

(7)[1] Montrer que la famille B = (v, v, v3,v4) est une base de R*.

(8)[1] Les sous-espaces Ker(f?) et Ker(f — 2Id) sont-ils supplémentaires
dans R*?

(9)[2] Ecrire (avec un minimum de calculs) la matrice N = Matg(f) de f
dans la base B.

(10)[1] Montrer que N3 —2N? = 0.

(11)[1] Donner la relation qui lie A, N, P et P~! olt P est la matrice de
passage de By a B.

(12)[2] En déduire que pour tout entier n > 3, A" = 2242,

Solution de Uezxercice 2. (1) Il est facile de montrer que f est linéaire. De plus
f: R* = R*, c’est donc un endomorphisme de R*.

(2) On a
—4 -4 2 0
3 2 -3 0
A= MatBo (f) I =) 0 4 0
1 0 -1 2
(3) (a) L’algorithme de Gauss
—4 -4 20 -2 -2 1 0
3.2 =30 3 2 -3 0
2 0 40 -1 0 2 0
1 0 -1 2 1 0 -1
0 -2 -3 0 0 00 0
0 2 3 0 0[2] 3 o
T[=1] o 2 0o 7 [Z1] 02 o
0 0 1 0 0 1
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montre que rang(A) = 3 (nombre de pivots).

(b) Comme ce rang n’est pas égal & 4 (n’est pas maximal) la matrice A
n’est pas inversible.

(c) Comme rang(A) = 3, on a dim(Im(f)) = 3 et d’apres le théoreme du
rang dim(Ker(f)) =4 -3 =1.

(4) Cherchons une base de Ker(f). Soit v = (z,v, 2,t) un vecteur de R*.
On a

—4dx — 4y + 2z =0
3z + 2y — 3z =0

=(z,y,2,t) €K —
v=(paneKe(f) < ¢ T T
T — z4+2t=0

D’apres Palgorithme de Gauss développé dans la question (3)(a) on trouve

—4 —4 2 0l0 0 0 0 00
3.2 -3 0/0 0 (2] 3 0]0
2 0 4 00 [-1] o0 2 ofo
1 0 -1 2]0 0010

On en déduit que

3 1
v=(x,y,2,t) € Ker(f) < x=2z,y= —§,t: —3%
3 1

z
21,-= ) =2(4,-3,2,-1).
277 ) 2(’377 )

= v=2z|(2,—
v z(, 5

Le vecteur non nul vy = (4,—3,2,—1) engendre Ker(f), il forme donc une
base de Ker(f) (ce qui est cohérent avec dim Ker(f) = 1).

(5) On a
0 8 12 0
. |o -8 —12 0
A= 0 8 120 (1)

0 -4 -4 4

11 est claire que cette matrice est de rang 2 (les trois premieres lignes sont
colinéaires), donc dim Ker(f?) =4 —2 = 2.
Soit v = (,y, z,t) un vecteur de R%.
On a
8y + 12z =0

= (z,9,2,t) € Ker(f?) <
v=(z,y,2,t) € Ker(f?) {4y A+ 4t — 0

K. Koufany

La résolution de ce systeme conduit a

3 1
v = (x?yyz7t) €Ker(f2) <> y:_§Z7t:_§Z

3 1

§Z7 2, _52)

— v=2(1,0,0,0) + g(o, 3,2, 1)

— v=(x,—

Donc
Ker(f?) = Vect((1,0,0,0), (0 — 3,2, 1))

(

— Vect((1,0,0,0),4(1,0,0,0) + (0 — 3,2, —1))
= VeCt((la 07 07 O)a (4 - 3a 2a _1))

Si on pose v = (4,-3,2,—1) et v2 = (1,0,0,0), alors la famille (vy,vs) est

génératrice dans Ker(f?) et comme son cardinal est égal & la dimension de
Ker(f?), c’est une base de Ker(f?). De plus v; € Ker(f) d’apres la question

(4).

(6) On a
-6 -4 2 0
3 0 -3 0
Mats,(f—21d)=A—2Li= | 5 o 0 ¢
1 0 -1 0

Il est claire que cette matrice est de rang 2, donc dim Ker(f —2Id) =4—2 = 2.
On raisonne comme dans la question (4) ou (5) pour déterminer un systéme
générateur de dim Ker(f — 2Id). On trouve

Ker(f — 2Id) = Vect((1,-1,1,0),(0,0,0,1)).

On pose v3 = (1,—1,1,0) et v4 = (0,0,0,1). La famille (v3,vs) engendre
Ker(f — 2Id) et comme les deux vecteurs ne sont pas colinéaires, cette famille
est libre. C’est donc une base de Ker(f — 2Id).

(7) On montre sans difficulté (utilisez ’algorithme de Gauss) que la famille
B = (v1,v2,v3,v4) est libre et maximale dans R*. C’est donc une base de R%.

(8) D’apres la question précédente, la concaténation (vq,ve,vs,vs) de la
base (v1,v2) de Ker(f?) et la base (v3,v4) de Ker(f — 2Id) est une base de R*.
Il s’ensuit que Ker(f?) et Im(f — 2Id) sont supplémentaires dans R*.

(9) On a:

e v3,v4 € Ker(f — 2Id), donc f(v3) = 2v3 et f(vq) = 204.

e vy,vs € Ker(f?) avec v; € Ker(f), donc f(vy) = 0. Calculons main-
tenant f(ve) : rappelons que vo = (1,0,0,0) = ey, donc f(vy) = f(e1) =
(—4,3,-2,1) = —vy.



Examen d’algebre linéaire 1, 2021-22

Licence de Mathématiques, S2

On en déduit (avec le choix du vecteur ve que nous avons fait) que la matrice
de f dans la base B = (v1,va, vs,v4) est

0 -1 0 0

0 0 00

N=1o 0 2 0

0 0 0 2

(10) On a

000 0 0000
, o000 s oo oo
N=10 04 0] *NM=1]00 8 0
00 0 4 000 8

Donc N2 —2N? = 0.

(11) Soit P la matrice de passage de la base By & la base B. D’apres la
formule de changement de bases, A= PNP~!.

(12) On a

A3 = (PNP )3 = PN3P!
= P(2N?)P~' =2P(N?)P~! =2(PNP1)? = 24%

A partir de cette relation, on montre par récurrence que pour tout entier n > 3,
A" = 2772 A2 Les détails sont laissés au lecteur.

Exercice 3. ( sur 14 ) Soit » > 3 un entier. Soit R, [X] I'espace des po-
lyndémes & coefficients réels et de degré inférieur ou égal & n et soit a € R.
Pour tout P € R, [X], on note f(P) le polynéme donné par

f(P)(X) = (X —a) [P(X) + P'(a)] — 2[P(X) — P(a)].

(1)[2] Montrer que f est un endomorphisme de R, [X].
(2)[sur 1] Soit la famille de polynémes

P(X)=1,P(X)=X —a, Po(X)=(X —a)? - ,P(X) = (X —a)".

Montrer que la famille B = (P, Py, - , P,) est une base de R, [X].

(3)[0,540,54-0,541] Calculer f(P), f(P1), f(P2) puis f(Py) pour tout en-
tier k entre 3 et n.

(4)[1,5] Ecrire la matrice de f dans la base B.

(5)[2] Déterminer une base de Im(f).

(6)[1+2] En déduire dim Ker(f) et une base de Ker(f).

(7)[2] Montrer que Ker(f) @ Im(f) = R, [X].

K. Koufany

Solution de exercice 3. (1) Pour tout réel a et pour tous polynémes Py, P, de
RiX],

faPy+ P) =(X —a) [(aP1 + P) (X) + (aPy + P2) ()]
—2[(aP 4+ P) (X) — (aP1 + P) (a)]
=a[(X —a) (P{(X) + P{(a)) = 2(P(X) — Pi(a))]
+[(X = a) (P3(X) + P3(a)) — 2(Pa(X) — Py(a))]
=af (P1)+ f (P).

Comme il est clair que f(P) est encore un polynéme de degré < n, f est un
endomorphisme de R,,[X].

(2) Pour tout entier k, le degré de Py = (X — a)* est égal & k. La famille
B = (Py, -+ ,P,) est une famille de polynémes dont la suite des degrés est
strictement croissante. Elle est libre.

Puisque son cardinal est n + 1 = dimR,,[X], la famille B est libre et maxi-
male dans R,[X] : c’est une base de R, [X].

(3) Calculons f (Py), ou Pi(X) = (X —a)*.

f(Po)=0

f(P)=2(X—-a)—2(X—a)=0
f(P)=2(X—0a)>?-2(X —a)’=0

f(P3)=3(X —a)x (X —a)?—-2(X —a)®=(X —a)®

et pour tout k£ > 3,
f(P)=k(X —a)x (X —a) ! -2(X —a)’=(k-2)(X —a)

(4) D’ou la matrice de f dans la base B,

0000 0 -~ 0
0000 0 -~ 0
0000 O

1
v_| 000 0
2
.0
0000 -+ -+ n—2

(5) Comme f (Py) = f(P1) = f(P2) =0et
Vk >3, f(P)=(k—2)P
il en découle que

Im f = Vect (f (Po),f(P1), -, f(Pn)) = Vect (f (P3),- -
= Vect (Ps, -+, P,)
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Pour des raisons de degré, la famille (Ps,---, P,) est libre. Etant génératrice
de Im f, (Ps,...P,) est une base de Im f. Donc la dimension de Im f est
n+l—-3=n-2.

(6) On déduit que dim(Ker f) =n+1—dim(Imf) =n+1—-n+2 = 3.
Comme Py, P, P, € Ker f et compte tenu de la dimension de Ker f, la famille
(Po, P1, P3) est donc une base de Ker f.

(7) La réunion des deux bases (P, P1, P») et (Ps,--- , P,) étant une base de
R, [X] (d’apres la question (3)), on conclut que les sous-espaces Im f et Ker f
sont supplémentaires dans R,,[X], c-a-d. Ker f @ Im f = R, [X].

K. Koufany



