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PARTIE 1
MATRICE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

1. Représentations matricielles

Soit £ un K espace vectoriel de dimension n muni d’une base B = (e1, - - , ep).

Tout vecteur x € F s’écrit d’une maniere unique = = x1e; + - -+ + x,e, avec
n
(1, ,xp) € K.

May 15, 2024, Khalid Koufany



2 MATRICES

Définition 1.1. — On appelle matrice des composantes dans B du vecteur x
la matrice colonne dont les coefficients sont les composantes x1--- , Ty de x
dans la base B. On note

Ty
Matp ($) = S Mn,l (K)

Tn

Ezxemple 1.2. — On a pour tout 1 < i <mn,

0
0
Matg(e;) = [ 1| = E; (1)
0
0
Proposition 1.3. — L’application Mp : x — Matg(x) est un isomorphisme
du K-espace vectoriel E sur My, 1(K).
Démonstration. — L’application Mp est linéaire car ’application qui a un

vecteur associe I'une des ses composantes dans B est linéaire.
L’application Mp est bijective car pour toute matrice colonne X de coef-

ficients (x1,---,x,) il existe un unique vecteur dont les composantes dans B
sont (1, ,xy) & savoir le vecteur = = xie; + - - - Tpey. O

Soit F = (v1,---,xp) une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E
muni d’'une base B = (e, - ,ey).

Pour tout 1 < j < p, notons C; la colonne des composantes dans B du
vecteur v;.

Définition 1.4. — On appelle matrice des composantes dans la base B de la
famille F, la matrice de M, ,(K) dont les colonnes sont les colonnes Cq,Ca, -+ ,C)
des composantes dans B des vecteurs vy, -- ,v,. On note

Matg(F) = Matg(vy, - - avp) € Mn,p(K)

Exemples 1.5. — (a) Pour tout 1 <i <n, d’apres (1) on a Matg(e;) = E;
donc
Matg(B) = Matg(er, - ,e,) = In.
(b) Considérons E = R? muni de sa base canonique B = (ey, e, e3) et soit
les vecteurs

v = (1,2,3), v =(2,0,1), v3 = (1,0,1), v4 = (2,1,1).
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Alors

1 2
Matg(vi,ve,v3) =2 0
3

—_ o =

2

1] e M3,4(R)

1 1
(c) Considérons E = R3[X] muni de sa base canonique B = (1, X, X2, X?3)
et soit les polynomes

Ph=1, P =14X,P=1+2X+X?% Ps=1+3X+3X?>+X?
Alors

1 1 11

01 2 3
MatB(Pg,Pl,PQ,P3> = 00 1 3 €M4(R)

0 0 0 1

2. Matrice d’une application linéaire

Définition 2.1. — Soit E et F deux K-espaces vectoriels de dimension p et
n et munis des bases B = (e1,--- ,ep) et B = (€}, --- ,¢},) respectivement. Soit
feL(EF).

On appelle matrice de ’application linéaire f la matrice

Matp g (f) = Matg (f(B)) = Matp (f(e1), -+, f(ep)) € Mnp(K)

Ainst, si pour tout 1 < j <p, f(ej) = a1 €] + -+ an e}, alors

fler) - (ep)
6/1 a1 Ceay
Matg s (f) =
e;l an1 S
Remarque 2.2. — La matrice représentative de f dépend du choix des bases

B de E et B’ de F, il est donc nécessaire de préciser celles-ci.
Exemples 2.3. — (a) Soit f : R? — R? I'application linéaire définie par
f(xvyVZ) = (I‘+2y —Z,T = y)

Déterminons la matrice de f relativement aux bases canoniques B = (eq, ez, e3)
de R? et B = (e}, ¢h) de R2.
On a
f(el) = f(l,0,0) - (171) - ell +€/2
fle2) = £(0,1,0) = (2,-1) = 2¢] — ¢}
f(e?)) - f(0,0, 1) = (_LO) = _ell



4 MATRICES

Donc
1 2 -1
MatB,B’(f) = <1 -1 0 )
(b) Soit a,b,c € R et f: R3[X] — R3 I'application linéaire définie par
f(P) = (P(a), P(b), P(c))

Consgdérons les bases canoniques B = (1, X, X2, X3) de R3[X] et B' = (€}, €}, €})
de R

On a
f(l) = (17171)
f(X) = (a,b,¢)
f(X?) = (@0,
f(Xs) = (a37bsvcg)
Donc
1 a a® o
Matsp(f)= |1 b b b3
1 ¢ & &
Définition 2.4. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une

base B = (e1, - ,en).

On appelle matrice dans la base B d’un endomorphisme f € L(E) la matrice
représentative de f dans la base B au départ et a U'arrivée. Cette matrice est
notée Matp(f). Autrement dit

Mats(f) = Matg 5(f)-

Exzemples 2.5. — (a) La matrice de ’endomorphisme Idg dans base B =
(€1, ,ep) est

Matg(Idg) = Matg(Idg(e1), - ,Idg(e,)) = Matg(e, - ,e,) = L.
(b) Soit f : R?® — R? I’'endomorphisme défini par
f@y,2) = +2z2+z0+y)

Relativement & la base canonique B = (ey, €2, e3) de R3, la matrice de f est

01 1
Matg(f)= |1 0 1
110

Considérons maintenant la famille de vecteurs
e =(1,1,1), e =(1,1,0), e3 = (1,0,0)

Il est facile de vérifier que la famille B’ = (e, €2, €3) est une base de R3. Pour
déterminer la matrice de f dans cette base, il suffit de calculer les composantes
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de f(e1) = (2,2,2), f(e2) = (1,1,2), f(e3) = (0,1,1) en fonction de €1, €2 et
€3. On trouve
fle1) =2e1, f(ea) =2e1 — €2, fle3) = €1 — €3

Donc

2
MatB/(f) =10 -1 0
0 0 -1

3. Application du calcul matriciel aux applications linéaires

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels munis respectivement des bases B =
(e1,---,ep) et B = (e}, - ,¢€l).

Pour x € F et y € F, on note X = Matp(z) et Y = Matp (y) les matrices
colonnes des composantes de x et y dans B et B’ respectivement.

Théoréme 3.1. — Pour f € L(E,F) on a,Vx € E,Yy € F

y=[f(z) <= Y = Matgp(f)X (2)
Démonstration. — Posons Matgp/(f) = (a;;) et z = Z§:1 zje;. Donc
flz) = ?:1 zjf(e;). Or pour tout 1 < j < p, f(e;) = D.i,aije;, on
en déduit
p p n n P
flo) = zifle)) = ) ) aigmje; = | D _eijzi | e
J=1 j=11=1 i=1 \j=1

Posons y = Y ", y;e}. Par identification des composantes, on a

p
Y= f(ﬂ?) <— V1<i<n,y = Zai,jxj
j=1

Parallelement
31 Y1 a1 1Ty + -+ a1 pp
X = ], Y = et AX =
Tp Yn (p,1T1 + -+ npTp
Donc
P
Y =AX < V1<i<n, yizzai,ﬂj
=1
Ainsi

y=f(r) <= Y =Matgp(f)X
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Exemple 3.2. — Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une
base B = (e1,e9,€e3). Soit f I'endomorphisme de E dont la matrice dans la
base B est

1 1 2
Matg(f)=[1 -1 0| =4
1 0 1

Soit z = x1e1 +xoes + x3e3 € E. On peut calculer le vecteur f(x) par produit
matriciel

1 1 2 T 1+ x2 + 223
Matg(f(z))=AX =1 -1 0| [=z2] = 1 — T
1 0 1 T3 x1 + x3

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels munis respectivement des bases B =
(€1, ,ep) et B = (e, -+ ,el).
Théoréme 3.3. — L’application Mpp : L(E,F) — My, (K) définie par
Mlg?B/(f) = Mat3731(f) est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Démonstration. — Soit A € K, et f,g € L(E,F). Posons A = Matg 5 (f) et
B = Matgp(9).
Pour z € E, on a (f + Ag)(z) = f(z) + Ag(z). Or successivement,

Matg (f(z)) Matg p(f) x Matg(z) = AX

Matpg (g(x)) = Matgp(g) x Matg(z) = BX
MatB/( ( ) + )\g(:v)) = AX +)BX
= (A+2AB)X

= Matg g ((f + \g)(z))

Par unicité de la matrice permettant de calculer les composantes d’un vecteur
image, on a

Mat&B/(f + )\g) = A+ )\B = MatB,B/(f) + )\MatB’B/ (g)

Ainsi I'application Mp s/ est linéaire.
Soit f € Ker M. On a Matg i (f) = Opyp. Soit € E et soit X =
Matg(z). On a

Matlg(f(:n)) = Mat&B/(f) X MatB(IL‘) = On’p x X = On,l = MatB/(OF)

On en déduit que f = 0 est I'application nulle, puis que Mp s est injective.

Soit A € M,,,(K) et considérons I'application f : E — F qui envoie un
vecteur * € E de matrice composantes X dans B sur le vecteur y € F de
matrice composantes AX dans B’. On peut vérifier sans peine que f est
linéaire. De plus, par construction Matg g/ (f) = A. Ainsi 'application Mg 5/
est surjective et finalement c’est un isomorphisme.

O
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Corollaire 3.4. — Si E et I sont des K-espaces vectoriels de dimensions
finies, alors Uespace L(E, F) est un K-espace vectoriel de dimension finie et

dim L(E,F) =dim F x dim F.
En particulier, dim £(E) = (dim E)? et dim E* = dim E.

Démonstration. — Posons p = dimE et n = dim F. Par I'isomorphisme
du théoreme précédent, dim L(E, F) = dimM, ,(K) = n x p = dimE x
dim F. O

Soit E, F' et G trois K-espaces vectoriels munis respectivement des bases
B= (e, - ,ep), B =(e, - ,e) et B =(ef,---,el).

Théoréme 3.5. — Pour tout f € L(E,F) et tout g € L(F,G) on a
MatB7B//(g of)= Matlglﬁll(g) X MatB,B/(f).
Démonstration. — Soit x € E. Posons y = f(x), z = g(y) = go f(x),

X = Matp(z), Y = Matg (y) et Z = Matgi(z). On a
Y = Matp (f(z)) = AX et Z=Matp(g9(y)) = BY
Donc
Matlg//(g o f(ﬂj‘)) = BY = (BA)X

Par unicité de la matrice permettant de calculer les composantes d’un vecteur
image, on a

Mat&lg// (g o f) = BA = MatB/ﬁ//(g) X Mat[ig/(f).
O

Corollaire 3.6. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une
base B = (e1, - ,en). Pour tout f € L(E) et pour tout m € N, on a

Matg(f™) = (Matg(f))™

ot f"=fo---of, m fois.

4. Isomorphismes et matrices inversibles

Soit E, F deux K-espaces vectoriels de méme dimension n munis respec-

tivement des bases B = (e1, - ,ey), B = (€], ,eh).

Théoréme 4.1. — Soit f € L(E,F) et A= Matgp/(f). On a équivalence
entre :

(a) f est un isomorphisme;

(b) A est inversible.

De plus, si tel est le cas, alors

Matglﬁ(f_l) = AN
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Démonstration. — (a) = (b) Supposons que f est un isomorphisme. Puisque
f~lof=1dg, on a Matgp(f~tof)=Matsps(dg) =I,. Or Matgg(f o
f) = Matp 5(f1) x Matgg(f). Ainsi en posant B = Matp 5(f~1) on a
BA = I,,, donc A est inversible et A™! = B = Matg g(f}).

(b) = (a) Supposons A inversible. Considérons 'application linéaire g €
L(F,E) telle que Matp 5(g9) = A™L. Puisque A~'A=1,, on a

Mat&B(g ) f) = Matlg/ﬁ(g) X MatB,B/(f) = Mat&B(IdE)
et donc go f = Idg. On peut donc affirmer que f est un isomorphisme et que
g est son isomorphisme inverse. ]
Exemple 4.2. — Soit f : Ry[X] — R3 I'application linéaire définie par
f(P) = (P(0), P(1), P(2)).

Soit B = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X] et C = (e1, ez, e3) celle de R3.
On a

100
A= Mat37c(f) = 1 1 1
1 2 4

Un calcul direct montre que A est inversible et que

1 0 0
At =|(-3/2 2 -1/2
/2 -1 1/2
On en déduit que 'application linéaire f est un isomorphisme.
a
Soit = (a,b,c) et X = Mat¢(z) = |b]. Ona
c
1 0 0 a
Matg(f1(z)) = A'X=|[-3/2 2 —1/2] (b
12 -1 1/2 ) \c
a
= —3a/2 +2b—c/2
a/2—b+c/2

Par conséquent f~!: R3 — Ry[X] est donné par :
fYa,b,¢) =a+ (=3a/2+2b—c/2)X + (a/2 — b+ c/2) X

Cet isomorphisme inverse permet de résoudre un probleme d’interpolation,
a savoir déterminer un polynoéme P € Ro[X]| prenant des valeurs donnée en
0,1,2. Par exemple P(0) =1, P(1) =0 et P(2) = 2. Ce polynéme est donc

5 3

-1 2
1,0,2)=1—-X 4+ =-X~.
F02) =1 2x 4
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PARTIE II
FORMULES DE CHANGEMENT DE BASES

K désigne R ou C et m,n,p,q,r désignent des entiers naturels. FE,F,G
désignent des K-espaces vectoriels de dimensions finies.

5. Matrice de passage

Soit E un K-espace vectoriel de dimensio n muni de deux bases B =
(€1, ,en) et B = (e, - ,el).

Définition 5.1. — On appelle matrice de passage de la base B a la base
B' la matrice
PB—>B’ = MatB(Bl) = MatB(ell, ce ,6%).

Exemple 5.2. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une
base B = (e1, e, e3). Soit B’ = (€], €, ,e4) la famille de vecteurs

e = er—extes
6/2 = e9 —e€3
eg = —2e; + 2e9 — €3

On vérifie facilement que B’ est une base de E (elle est libre maximale). la
matrice de passage de B a B’ est

I

el 1 0 -2

Pg,p= es| -1 1 2
es\ 1 -1 -1

Proposition 5.3. — Si Pg_. est la matrice de passage de la base B a la
base B', alors
PB—>B’ = MatB’,B(IdE)-

Démonstration. — Par définition
Matp p(Idg) = Matg(Id(e)), - ,1de],)) = Matg(e}, - ,el,) = Psop
O

Remarque 5.4. — Ici la matrice de 'endomorphisme Idg n’est pas la ma-
trice de l'identité car la représentation matricielle de I'identité est formée en
choisissant une base a l'arrivée qui n’est pas a priori la méme que la base au
départ.
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Proposition 5.5. — Si P est la matrice de de passage de la base B a la base

B’ alors P est inversible et son inverse P! est la matrice de de passage de la
base B' a la base B,

-1
Py = P

Démonstration. — Notons @ la matrice de de passage de la base B’ a la base
B. On a P = Matg g(Idg) et Q = Matp /(Idg), donc

PQ = MatBQB(IdE)Mat&B/(IdE)
= Mat&B(IdE oldg) = Matp(Idg) = I,.

Donc P est inversible et son inverse est (. ]
Exemple 5.6. — Reprenons 'exemple précédent

el ey eh

€1 1 0 —2
Poag=e| -1 1 2
es\ 1 —1 —1

L’inverse de P exprime ey, ez, e3 en fonction de €], e, e

€1 €2 €3

/1 2 2
Pily=¢f1 1 0
s\ 0 1 1

6. Formules de changement de bases

Proposition 6.1. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni de

deux bases B = (e1,--- ,e,) et B = (e}, ,e).

Soit € E et notons X = Matg(z) et X' = Matp/(x). Alors X = PX' ou
P est la matrice de passage de de la base B a la base B'. D’ou la formule

Matp(x) = Matg(B') Matg ().
Démonstration. — On a

X = Matg(x) = Matg(ld(.’ﬂ)) = MatB’B/ (Id) MatB:(x) =PX’

Corollaire 6.2. — On a aussi,

X' =plx.
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Théoréme 6.3 (Formule de changement de bases)
Soient E un K-espace vectoriel muni de deux bases B et B' et F' un K-espace
vectoriel muni de deuz bases C et C'

Soit f € L(E,F) dont on note A = Matgc(f) et A" = Matp ¢/(f). Alors
on a
A =Q AP
o P = Pg_,p est la matrice de passage de B a B' et Q = Po_,¢r est la matrice
de passage de C a C'. On retient donc la formule

Matg ¢/ (f) = Mat¢ (C)Matgvc (f)Matp (B/) .

Démonstration. — Soit x € E, X = Matp(z) et X' = Matg (z). Soit de
méme y € F, Y = Mate(y) et Y/ = Mate/(y). Ona X = PX' et Y = QY.
Donc

y=f(z) &= Y =AX < QY' = APX — Y' =Q 'APX’
Or la matrice A’ est 'ubique matrice telle que

y=f(z) <= Y =4X

Par conséquent, A’ = Q1 AP. O
Remarque 6.4. — On peut aussi retenir que le diagramme suivant est com-
mutatif : f =Idyo fold;, <= A' =Q 'AP
f
(E,B) (F,C)
Id; | P Q! |Idy
/
(B,B) —— (F,C)

Théoréme 6.5 (Formule de changement de bases d’un endomor-
phisme)

Soit E un K-espace vectoriel muni de deux bases B et B'. Soit f € L(E) et
notons A = Matg(f) et A’ = Matg/(f). Alors on a

A =PtAP
ot P est la matrice de passage de B a B'.

Exemple 6.6. — Soit la matrice

2 1 1
A=|[-3 —2 -1
3 5 4
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Considérons I’endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique
B = (e1,e2,e3) est Matp(f) = A. Considérons la famille B = (e}, eb;eh)
définie par

ey = (0,1,-1) =ey —e3
ey = (L-L1)=er—extes
eg = (1,-1,2) = e; — ex + 2¢3

On vérifie facilement que B’ est une base de R3. La matrice de passage de B
a B est

0o 1 1
P=(1 -1 -1
-1 1 2

1 1 0
Pl=(1 -1 -1
0 1 1

et
D = Matg (f) = P~ AP = diag(—1,2,3)
De cette formule, on peut calculer les puissances A™ pour tout entier n € N.
En effet, on a A = PDP~! et
A" = (PDP Y = (PDP~YY(PDPY)...(PDP™!) = PD"P!
Or D™ = diag((—1)",2",3™). On trouve alors
2m -2 4+ 3" -2+ 3"
—(=n"+2" —(-1)"—-2"+2.3" —2"42.3"

PARTIE III

RETOUR SUR LE RANG D’UNE MATRICE ET D’UNE
APPLICATION LINEAIRE

7. Définition

Nous allons tout d’abord faire quelques rappels.

Si F = (21, -+ ,xp) est une famille de vecteurs d'un K-espace vectoriel £
alors on appelle rang de la famille F la dimension de ’espace engendrée par
F,

rang(F) = dim Vect(zq,-- -, zp).
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Si E et F sont deux K-espace vectoriels de dimensions finies et f € L(E, F)
alors on appelle rang de I’application linéaire f la dimension de 'image de f,

rang(f) = dimIm f.
Ces deux définitions sont liées puisque si B = (eq,--- ,e,) est une base de E
alors Im(f) = Vect(f(e1),---, f(ep)) et
rang(f) = rang(f(el)a e 7f(€p))'

Soit A = (a;;) € My p(K) de colonnes Cy,Cs,---,C,. Les C; sont des
vecteurs du K-espace vectoriel M, 1(K), on peut donc considérer le rang de
la famille de vecteurs (Cy,Cy, - ,Cy).

Définition 7.1. — On appelle rang d’une matrice A € M,, ,(K) le rang de
la famille (Cy,Cy,--- ,Cp) des colonnes de A. On note

rang(A) = rang(Cq,Ca, -+, Cp).

Théoréme 7.2. — SiF = (x1,--- ,xp) une famille de vecteurs de d’un K-espace
vectoriel E/ et si A est la matrice de la famille F dans une certaine base B de
E alors

rang(A) = rang(z1,--- ,zp).

Démonstration. — Soit ¢ : E — M, 1(K) définie par ¢(z) = Matg(z). 11 est
facile de voir que ¢ est un isomorphisme de K-espace vectoriels. Puisque les
colonnes de A sont les Cj = ¢(z;), on a

rang(A) = rang(p(x1), -+, ¢(xp)) = dim Vect(p(z1),-- -, p(xp))
Or puisque ¢ est une application linéaire injective donc
dim Vect(p(z1), - -+, p(xp)) = dim Vect(z1, - -+ ,xp) = rang(z1,- -+, xp)
Ainsi
rang(A) = rang(xy, -+ ,xp).

O

Exzemple 7.3. — Pour 0 < r < min(n, p), on note J, la matrice de M,, ,(K)
définie par

1 0 |0

J, = 0
0 1

0 |0

Précisément, les coefficients de J, € M,,,(K) sont nuls sauf le coefficient
d’indice (7,7) est égal & 1 pour s € {1,--- ,r}. On a

rang(Jy) =7
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En effet, si B = (e1,---,e,) désigne la base canonique de K" alors la ma-
trice J, peut se voir comme la matrice de la famille formée des p vecteurs
(e1,-- ,€.,0,---,0) dans B. Cette derniére est de rang r car la sous-famille
(e1,--- ,e,) est libre et donc rang(J,) = 7.

Théoréme 7.4. — Si f est une application linéaire d’un K-espace vectoriel
E vers un K-espace vectoriel F' et si A est la matrice de f relative a des bases
BetC de E et F alors

rang(A) = rang(f).

Démonstration. — Si I'on note eq,--- ,e, les vecteurs constituant la base B
alors A est la matrice de la famille (f(e1),---, f(ep)) dans la base C et par
suite rang(A) = rang(f(e1), -, f(ep)) = rang(f). O

8. Propriétés

Soient A € M,, ,(K) et f € L(KP,K") I"application linéaire canoniquement
associée a la matrice A, c’est-a-dire application linéaire représentée par la
matrice A relativement aux bases canoniques de KP et K".

Puisque rang(A) = rang(f), les propriétés relatives au rang d’applications
linéaires se transposent aux matrices. Comme rang(f) < min(dim K?, dim K"),
ona:

Proposition 8.1. — Pour tout A € M, ,(K), rang(A) < min(n, p).

Proposition 8.2. — VA € M, ,(K), VB € M, ,(K),
rang(AB) < min(rang(A), rang(B)).

De plus :
Si A est une matrice carrée inversible alors rang(AB) = rang(B).
Si B est une matrice carrée inversible alors rang(AB) = rang(A).

Démonstration. — Soient f 'application linéaire représentée par la matrice
A relativement aux base canoniques de KP et K" et g 'application linéaire
représentée par la matrice B relativement aux base canoniques de K9 et KP?.
Comme rang(fog) < min(rang(f),rang(g), on arang(AB) < min(rang(A),rang(B)).
De plus rang(f o g) = rang(f) si g est surjective et rang(f o g) = rang(g) si
f est injective. Cela démontre la deuxiéme partie de la proposition.
O

Remarque 8.3. — D’apres cette proposition on ne modifie par le rang d’une
matrice en multipliant celle-ci par une matrice inversible.
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Théoréme 8.4. — Soit A € M, (K) une matrice carrée. On a équivalence
entre :
(a) A est inversible;

(b) rang(A) = n.

Démonstration. — Soit f I'application linéaire représentée par la matrice A
relativement a la base canonique de K. On a A est inversible si, et seulement
si, f est un automorphisme de K" i.e. si, et seulement si, rang(f) = n. O

Théoréme 8.5. — Soient A € M,, ,(K) et r € N tel que 0 < r < min(n,p).
On a équivalence entre :

(a) rang(A) = r;

(b) 3P € GL(p,K), 3Q € GL(n,K), A= QJ,P.

Démonstration. — (a) = (b) : découle de la remarque 7.3 et la remarque &.3.
(b) = (a) : Soit f : KP — K" l’application linéaire représentée par la ma-

trice A relativement aux bases B de KP et C de K", A = Matgc(f).

Puisque r = rang(A) = rang(f), on a dimKer f = p — r en vertu de la

formule du rang. Soit H un supplémentaire de Ker f dans KP et B’ =

(€1, €€y, - ,€,) une base adaptée a la supplémentarité de H et Ker f
dans E.
Posons vy = f(€}), - ,vr = f(e)). Ce sont des vecteurs de K". Sup-

posons A\jv; + -+ + AMv, = 0. On a f(\e] + -+ + A\el) = 0 et donc
Ael 4+ -+ M\e, € Ker f. Or M\ie} + -+ M\el. € H et HNKer f = {0},

donc A\ief +- -+ A\rel. = 0. Puisque la famille (€], --- ,e.) est libre, on obtient
A1 =+ = A = 0. Ainsi la famille (vy,---,v,) est libre. Complétons-la en
une base de K" de la forme C' = (v1,- -+, Up, Upi1,** , Un)-

Par construction, on a
Matp ¢/ (f) = Jr
et par formule de changement de bases, on obtient A = QJ,.P avec P =
Pg_p € GL(p,K) et Q = Pery¢ € GL(n,K). O
Corollaire 8.6. — VA € M,, ,(K), on a
rang(A') = rang(A).

Démonstration. — Soit A € M,, ,(K). On peut écrire A = QJ, P avec P,Q
inversibles et 7 = rang(A). Onaalors AT = PTJ QT avec PT,QT inversibles.
il en résulte que rang(A") = rang(J," ) = r, puisque la matrice J, est analogue
a la matrice J, sauf qu’elle est de type (p,n) au lieu d’étre de type (n,p). O
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