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K désigne R ou C et m,n,p, q,r désignent des entiers naturels.

1. Matrices

Définition 1.1. — On appelle matrice de type (n,p) ou a n lignes et p
colonnes a coefficients dans K toute famille A = (a; j)1<i<n,1<j<p d éléments
de K. Une telle matrice est généralement représentée sous la forme d’un
tableau a n lignes et p colonnes :

@11 Airz2 - Aip

Q21 Q22 -+ d2p
A=1 . . .
Gp1 Ap2 - dpp

Le terme a; ; est appelé coefficient d’indice (i,j) de la matrice A, il est
positionné a l'intersection de la i-ieme ligne et j-ieme colonne.

Dans la notation a;; le ler indice est toujours ['indice de ligne et le
2nd indice est toujours l'indice de colonne.

February 16, 2024, Khalid Koufany
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On note M., ,(K) lensemble des matrices de type (n,p) a coefficients
dans K.

Exemples 1.2. — (a) Pour la matrice
1 2 3
4 5 6
A= 7 8 9
10 11 12
A = (a;5)1<i<an<j<s avec a;p = 1,--- ;ags =8, ;a3 = 12
(b) Pour A = (ij)1<i<n1<j<p € Mup(K) on a
1 4 9 - p?
2 8 18 ... 22
n 4n 9n --- np?

(c) Pour A = (L

H'J) 1<i,j<n,1<5<p

I SNl e

e M, ,(K) on a

1 1 1 1
2 3 4 14

T 1 P
3 4 5 2+

A= . 7
1 1 1 . 1

n+l n+4+2 n+4+3 n—+p

(d) La matrice O, , = (0);; € M, ,(K) est appelée matrice nulle de
type (n,p),
0 --- 0
On,p =
0 --- 0
Définition 1.3. — Pourn =p =1, les matrices de My 1(K) sont des
matrices uni-coefficient. Elle sont de la forme

(a)
1l est usuel d’identifier cette matrice et son coefficient a € K.

Pour n quelconque et p = 1, les matrices de M,,1(K) sont appelées
matrices colonnes. Elle sont de la forme

a1

Qn,
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Il est usuel d’identifier cette matrice au n uplet (ay, -+ ,ay,).
Pour n = 1 et p quelconque, les matrices de My ,(K) sont appelées
matrices lignes. Elle sont de la forme

(al ap)

Il est usuel d’identifier cette matrice au p uplet (ay,--- ,ap).

Définition 1.4. — Soit A= (a;;) € M, ,(K),

11 Qir2 -~ Aip

Q21 Q22 - d2p
A=

Qp1 Ap2 - dnp

Pour 1 < 7 <p, la matrice

est appelée j-éme colonne de A.
Pour 1 <11 <mn, la matrice

L; = (ai,l ai,p)

est appelée i-eme ligne de A.

2. Matrices carrées

Définition 2.1. — Les matrices de type (n,n) sont appelées matrices
carrées d’ordre n. Elles ont n lignes et n colonnes.
On note M, ,(K) ou simplement M,,(K) l’ensemble de ces matrices.

Ezxzemple 2.2. — Pour A = (min(i, j))1<ij<n € Mn(R),
11 --- 1
12 2 ... 2
a-l123 ... 3

123 -+ n
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Définition 2.3 (Matrice diagonale). — Soit A = (a; ;) € M, (K).

Les coefficients a;; d’indice (i,1) de A sont appelés coefficients diagonaux

de A.

La famille (ay1,a229, -+ ,an,) est appelée diagonale de la matrice A.
Une matrice D € M, (K) est dite matrice diagonale si tous les

coefficients hors de la diagonale sont nuls. Une telle matrice est de la

forme

A1 0
0 An
On la note parfois,
D = diag(A1, -+, \p).
On note D,,(K) lensemble des matrices diagonales an lignes et n colonnes.
Remarque 2.4. — Pour A = (a;;) € M,(K), on a
AEDn(K) e V].S’L?éjgn, (IZ'J‘:O.

Exemple 2.5. — On appelle matrice identité d’ordre n la matrice
1 0
I, = diag(1,--- ,1) = e M, (K)
0 1

1 sii=j

Sous forme contractée, elle s’écrit I, = (0; j)1,<ij<n OUJ;; = {O Gty

Définition 2.6 (Matrice triangulaire). — Une matrice T € M,,(K)
est dite triangulaire supérieure si tous les coefficients en dessous de
la diagonale sont nuls. Une telle matrice est de la forme

ail - Aain

0 An,n

Une matrice T € M,,(K) est dite triangulaire inférieure si tous les
coefficients au dessus de la diagonale sont nuls. Une telle matrice est de
la forme
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aia 0

Ap1 *° Qnn

On note T,H(K) (resp. T, (K)) lensemble des matrice triangulaires
supérieures (resp. inférieures) de type (n,n).

Remarque 2.7. — Pour A = (a;;) € M,(K), on a
AeT (K) < Vi<j<i<na,=0,
AeT (K) < Vi<i<j<na,;=0.
La proposition suivante est immédiate d’apres les définitions ci-dessus.

Proposition 2.8. — On a
T, (K)N T, (K) = Du(K).

3. Opérations sur les matrices
3.1. Addition. — Soient A = (CLZ'J‘) c Mn’p(K) et B = (bz‘,j) S
M, »(K).

Définition 3.1. — On définit la matrice A+ B € M,,,(K) par A+B =
(aij + bij) € Myp(K), ice.,

a11 v Qip bii - biy arg+big oo ary by
+ : : = : :
Qp1 " App bn,l e bn,p Qp,1 + bn,l ccr Anp + bmp
Remarque 3.2. — Attention ! on ne somme que des matrices de
meme type.

Exemple 3.3. — On a

abc_l_:z:yz_a+xb+yc+z
d e f u v w) \d4+u e+v fHw
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3.2. Multiplication scalaire. — Soit A = (a;;) € M, ,(K) et soit
Are K

Définition 3.4. — On définit la multiplication scalaire de A par A par
M = (Na; j) € M, ,(K), i.e.,

aig e i Aayy oo Aag

apn1 " an,p )\an,l Tt )\an,p

)

Exzemple 3.5. — On a
10 0 -1 I 1\ [(a+c —b+c
a(o 1>+b<—1 O>+C(—1 —1)_<—b—c a—c)

3.3. Produit de matrices. — Soit A = (a;;) € M, ,(K), B =
(bi,j) € M7)7Q(K)~

Définition 3.6. — On définit le matrice produit C = A x B = (¢; ) €
M, ,(K) par

p
Vl S 1 S n, Vl S j S q, Cm‘ = Zai,kbk,j
k=1
Remarque 3.7 — Pour calculer la matrice C, il est usuel de disposer

les matrices comme

B
A C

Pour déterminer le coefficient d’indice (7, j) de la matrice C', on repere
la ieme ligne de A et la jeéme colonne de B. On peut alors évaluer ¢; ;
en procédant a la somme des produits des coefficients respectifs, voir
ci-dessous pour le calcul de ¢y,
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B : p lignes ¢ colonnes

aj ay 2 Ce ayp 1 C1,2 L Cl,q
@9 B G’27p> 02’1 o 027q

Qp1 QAp2 ... Qpp Cn1 Cp2 ... Cngq

A tn hgnes p Colonnes C - A X B n hgneS q COlOIlneS

Coo = A2,1b1 2 + a22b292 + a23b39 + - - + a2 pbp 2

Attention. Pour que cette multiplication soit possible, il est nécessaire
que le nombre de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de B. On
peut alors retenir la regle

type (n,p) x type (p,q) = type (n,q).

Exemple 3.8. — (a) Pour
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on obtient
5 2 -1
Ax B = (_1 1 _2)
(b) Pour
1 1
1) s
01
on obtient
4 2
Ax B = <2 3>
(a) Pour
ay ayp T
A= : : et X =
a"I’L71 P an7p a’/‘p
on obtient

1121+ - F Q1T
Ax X = :

Un,1 %1+ T+ A pTp

Remarque 3.9. — En général AB # BA (lorsqu’il est possible de cal-
culer les deux produits), par exemple Pour

10 01
A‘(o 0) etB—(o 0)

0 1 ) 00
AB:(O O) mais BA—(O 0)

Cependant la matrice identité I,, commute a toute matrice A € M,,(K),
Iy x A=A X I, (voir ci-apres).

alors

Proposition 3.10. — Soit Ae M,,,,Be M,, et C € M,,, alors
(AB)C = A(BC).

Démonstration. — Notons A = (a;;), B = (bjx) et C = (¢, p) avec
1<i<n,1<j<p 1<k<qgetl1<{<r. PosonsD = AB = (d;)



CALCUL MATRICIEL 9

et = (AB)C = DC = (e, y). On a alors

p

dis = Y ;b
Jj=1
n q p

€i7€ = E di,kckj: E E al-’jbmck’g
k=1 k=1 j=1

Posons aussi F' = BC' = (f, p) et G = A(BC) = AF = (g,¢). On a alors

q
fio = Zbﬂlkckﬁ
k=1

p p q
Z CLi’ij.’g = Z Z ai,jbmck[

j=1 7j=1 k=1

9i 0

En réorganisant I'ordre des sommes, on obtient g, p = e, y pour tout
1, 0. O

Proposition 3.11. — Pour tout A € M,,,,,

Al,=A etI,A=A.

Démonstration. — Notons A = (a; ;). Le produit Al, est possible, no-

tons Al, = (b;;). On a

P
bij = Z%Mk,g‘ = Q5.
k=1
Donc AI, = A. On montre de méme que [, A = A. ]

Proposition 3.12. — On a
VA, B e M,,, VC e M,,, (A+ B)C = AC + BC.
VAe M,,, VB,CeM,, A(B+C)=AB+ AC.
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Démonstration. — Posons A = (a;;) € Myy, B = (b;;) € My, et
C = (cjk) € Mpg On a

j=1

p
(A+B)C = D (ai;+ bz;j)%k)
ik

p
= E i jCik + bijCin
1,k

=1 ,
p p
= Z aw»cj,k) + (Z bi,jcj,k>
J=1 ik j=1 ik
= AC+ BC
On montre de méme 'autre égalité. m

Proposition 3.13. — On a
VAe M, ,, VBe M,,, VAeK, (A\-A)B=X-(AB)=A(\-B).

Démonstration. — Calcul direct, a faire. n

Définition 3.14. — Pour A € M,(K), on note A° = 1I,, A' = A et
Vk>1, AF=A1A (= Ax Ax---x A, k termes).

=)

o (1 2 3 42 (1 3
o (2w (19,

et par récurrence, on montre que tout k£ € N

s (1 k
v=(1)

Remarque 3.16. — Attention : si A, B € M,,(K), alors en général
(AB)? # A’B? | (A+ B)* # A> + 2AB + B2

Exemple 3.15. — Si

alors

Mais on a

(AB)? = (AB)(AB), (A+B)*=(A+B)(A+B) = A*+AB+BA+ B>
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Théoréme 3.17 — Si A, B € M, (K) commutent (i.e. AB = BA)
alors pour tout m € N,

(AB)™ = Am™B™

k

(A+B)™ = Z <m> A*B™ ™ formule du binéme de Newton
k=0

—_

A" —B™ = (A-B)) A*pmtt
0

3

T

Démonstration. — Montrons par récurrence sur m la formule du binome
de Newton. Soit H(m) la proposition
" /m

A+Bm: ()AkBm—k:

(A+B) ; L
Au rang m = 0, les deux membres de 1'égalité sont égaux a la méme
matrice : I,,.
Soit m € N. Supposons que la proposition H(m) soit vraie. Alors

(A+B)" = (A+ B)™(A+ B)

_ (i (’Z) AkBm—k) (A+ B)

k=0
_ ~ (m k pm—k — (m k pm—k
= Z(k)AB A+Z(k)AB B
k=0 k=0
= Z (7:) Akripm=k 4 Z (?) AFBmktL car AB = BA
k=0 k=0
m+1 m
= (km 1) ARy (7;) AFBT R B =k 4 1
k=1 - k=0
[T 4yma1 0 < m m k pm+1—k M\ 0 pmtl
— (m>A B+§[(k—1 +(k)]AB +(O)AB

()=
() =("") =
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donc
+1 = /m+1 m+1
A+ gyt — (™ Am+1 o Ak gm+1—k
armrt = (0T () ("5
m—+1
_ Z m+1 Ak g1k
k
k=0
D’ou H(m + 1).
On peut aussi montrer les deux autres formules par récurrence. ]

Remarque 3.18. — Soit n > 2. Pour A, B € M,,(K), I'égalité AB =
O,, n’implique pas que A = O,, ou B = O,,. En conséqunce, ’équation
A% = [, possede dans M,,(K) d’autres solutions que les matrices I, et
— I, comme par exemple

066

Définition 3.19. — On dit q’une matrice A € M,,(K) est nilpotente
s’il existe m € N* tel que A™ = O,,.

Exemple 3.20. — La matrice

0 a b
B=10 0 ¢
000
est nilpotente.
En effet,
0 0 ac 000
B*=100 0] et B*=|0 0 0
00 0 000

Plus généralement, on peut montrer que n’importe quelle matrice carrée
triangulaire supérieure de diagonale nulle est nilpotente.

Ezxzemple 3.21 (Puissances d’une matrice triangulaire)
Calculons les puissances de

A:

S O =
O =
_ 0 o

)AOBm+1
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On peut écrire A = I3 + B ou B est la matrice de 'exemple précédent,

0 a b
B=10 0 ¢
0 0O

On a la valeur de B? et on sait que Yk > 3, B¥ = Os, donc d’apres la
formule du binéme de Newton

A"=(B+I)" = Y (Tk”) By *

1
_ Ig+mB+m(m2+ ) g2
Donc

100 0 ma mb 0 0 mmlge

A" = 01 0)J+10 0 me]l+100 0
0 01 0 0 0 0 0 0
1 ma mb+ m(WQLH)ac

= 0 1 mec

0O 0 1

4. Inverse d’une matrice carrée

Définition 4.1. — Une matrice carrée A € M,,(K) est dite inversible
s’il existe B € M,,(K) telle que

AB=BA=1,
Cette matrice B est alors unique, c’est I’ inverse de A et elle sera notée
AL
Ezemple 4.2. — La matrice I, est inversible et [} = I,,.
Proposition 4.3. — Soit A, B € M, (K).

(a) Si A et B sont inversibles alors AB est inversible et (AB)™! =
B7'A-L.
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(b) Si A est inversible alors A= est inversible et (A™1)" = A,

Démonstration. — (a) Ona (AB)(B™'A™!') = A(BB ')A ' = A[LA™!' =
I,. On montre de méme que (B~'A™')(AB) = I,. Donc AB est in-
versible et (AB)™! = B~1A~L.

(b) On a AA™' = A~'A = I, donc A™* est inversible et (A=)~ =
A. O

Définition 4.4. — Onnote GL,(K) l’ensemble des matrices inversibles
de M, (K). D’aprés la proposition précédente, 'ensemble GL,(K) est
stable par le produit et par passage a linverse. On dira que (G L, (K), X)
est un groupe appelé groupe linéaire.

Théoréme 4.5. — Pour A € M, (K), on a équivalence entre
(a) A est inversible;
(b) A est inversible a droite, i.e. 3B € M,,(K) telle que AB = I,,;
(c) A est inversible a gauche, i.e. 3C € M, (K) telle que CA = 1I,,.
De plus, si tel est le cas, B=C = AL

Démonstration. — (a)=-(b) et (a)=-(c) sont immédiats.

(b)=(a) Supposons qu’il existe B € M, (K) telle que AB = I, et
soit ¢ : M,(K) — M, (K) l'application définie par ¢(M) = MA.
L’application ¢ est surjective (on reviendra sur cette démonstration au
chapitre 3).

Par surjectivité, il existe C € M, (K) telle que CA = I, et alors
CAB = B dou C = B car AB = I,,. Finalement AB = BA = I, et
donc A est inversible d’inverse B.

(c)=(a) s’obtient de fagon semblable en considérons I’application 1) :
M — AM. [

Ezxzemple 4.6. — Soit la matrice
1 2
4= 3)

On vérifie que A? —5A = 21, d’on

1 5

Donc la matrice A est inversible et A= = %A — gIQ.

Proposition 4.7. — Soit A, B € M,, ,(K).
Si pour tout X € M,,1(K), AX = BX alors A= B.
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Démonstration. — Supposons AX = BX pour tout vecteur (matrice
colonne) X € M, (K).

Pour X = Ej colonne élémentaire, ou

0

le produit AE; est égale a la jeme colonne de A. Or par hypothese
AE; = BEj;, donc les jeme colonnes de A et B sont égales et ceci pour
tout 1 < 7 < p. Par conséquent A = B. n

Application. Pour établir I'inversibilité et calculer 'inverse de A =
(a; ;) € M, (K), on introduit

I hn
X = eEM1(K) et Y=AX=1| : | € M,1(K)
Tn Yn
On a
Y1 = a1 + -+ a7,
Yn = GQp1l1 + -+ Ap nn
Si cela est possible, on résout ce systeme linéaire en les inconnues x4, - - - , ,
et on obtient
1 = by + o+ binln
Ty = bn,lyl + -+ bn,nyn

Soit B la matrice dont les coefficients apparaissent dans ce systeme, i.e.,
B = (b;j) € M, (K).

Le systeme précédent donne X = BY et ainsi X = BAX et ceci
pour tout X € M, ;(K). D’apres la proposition précédente, on peut
affirmer que BA = I,, et par conséquent A est inversible et son inverse
est A7l = B.

Si on ne parvient pas a résoudre le systeme, c’est que la matrice A
n’est pas inversible.
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Exemple 4.8. — Etudions I'inversibilité de la matrice

011
A=[1 0 1] € M3(R).
110

Soit
I W
X =1z et Y=y | =AX
T3 Ys
On a

Y1 = T2 + T3
Yo =21 + T3
Y3 = Ty + Ta

En résolvant le systeme on trouve

1= (—y1+y2+y3)/2
Ty = (1h — Y2 +y3)/2
3= (1 +y2 — y3)/2

On en déduit que A est inversible et que

12 172 1)2 .
At=11/2 —1/2 12 |==|1 -1 1
12 12 -172) 2\1 1 -1

Dans la pratique on accole la matrice identité a notre matrice : inscrivez
sur votre feuille la matrice de départ A sans ’accolade de droite, tirez un
trait vertical a droite de celle-ci, inscrivez la matrice identité et fermez
I’accolade. Vous obtenez alors une sorte de matrice a trois rangées et six
colonnes (matrice augmentée). Appliquez I'algorithme de Gauss. Votre
but est d’obtenir la matrice identité dans la partie gauche de la matrice
augmentée. Toutes les opérations que vous ferez a gauche, vous devrez
les faire a droite, c’est-a-dire dans la matrice identité. Continuez ainsi
jusqu’a obtenir la matrice identité a gauche. Quand cela sera fait, la
matrice a droite du trait vertical sera la matrice inverse recherchée :

01 1[1 00 0 1 1 0 0
101(010])—=[]o 1]0 1 0
1 10[/00 1 0 1 —-1/0 -1 1
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0 1 1]1 0 0 0 [1] 1]1 0 0
(0 1 o|—={[1]o 1l0 1 0

0 1 —1/0 —1 1 0 0 —2|-1 -1 1
0 [1] 1]1 0 o0 0o [1] 1] 1 0 0
1] o 170 1 o|=([1] o 1[0 1 o0
0 0 —2/-1 -1 1 0 0 1/1/2 1/2 —1/2

o (1] 1] 1 0o o0 0 [1] o] 1/2 -1/2 1/2

0 1[0 1 0 — 0 0/|-1/2 1/2 1/2

0 0 1]1/2 1/2 —1/2 0 0 /2 1/2 —1/2
Maintenant pour obtenir la matrice identité a gauche, nous allons per-
muter la premiere et la deuxieme ligne de la matrice augmentée

0 0] 1/2 —1/2 1/2 0 0]-1/2 1/2 1/2
0 0|-1/2 1/2 12 | —=| 0 0| 1/2 —1/2 1/2
0 0 12 1/2 —1/2 0 0 12 1/2 —1/2
Ainsi
y —1/2 1/2  1/2 -1 1
AT = /2 —1/2 1)2 =35 1 -1 1
12 1/2 —1/2 1 1 -1
Proposition 4.9. — Pour
ay (0)
A= € D,(K)
(0) ap
On a équivalence entre
(a) A est inversible;
De plus si tel est le cas,
1
o (0)
A7l =
(0) o
Démonstration. — (b) = (a) par contraposée :
Supposons qu'il existe i € {1,--- ,n} tel que a; = 0. Pour toute matrice

B € M, (K), la ieme colonne du produit AB est nulle car la ieme ligne



18 CALCUL MATRICIEL

de A est nulle. Ainsi, il n’existe pas de matrice B € M,,(K) vérifiant
AB = 1I,.
(a) = (b) Supposons que pour tout ¢ € {1,---,n}, a; # 0 Posons

On a AB = I,, donc A est inversible et A~ = B.
]

Proposition 4.10. — Soit A € M, (K) et P € M,(K) une matrice
inversible. Alors pour tout entier k € N,

(PAP™)* = patp.

Démonstration. — Nous allons faire une démonstration par récurrence
sur k.

Pour k = 0, on a d'une part, A° = I,, et PA°P~! = [,. D’autre part
(PAP™’ = .

Soit k£ € N et supposons le résultat vrai au rang k. Au rank k +
1 on a (PAP Y = (PAP)* (PAP™Y) = (PA*P~') (PAP™') =
PAFAP™! = PAFIP~1 ce qu'il fallait démontrer. O

5. Transposition

Définition 5.1. — On appelle matrice transposée de A = (a; ;) € M, ,(K)
la matrice AT = (b; ;) € M, (K) définie par

VI<i<pV1I<j<n, b;=a,

Ainsi, la iéme ligne de B est égale a la iéme colonne de A (ou la jeéme
colonne de B est égale a la jeme ligne de A),

i1 - Qip 1,1 - Gp
A= | : : et AT =

An1 - Anp aip “°° Qnp

La transposée de A est également notée parfois ‘A, At ou A’.
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Exemple 5.2. — Pour

1 2
A=13 4
5 6
on a
r (1 3 5
A _(2 4 6)
Pour
T
X = .
x?’l
on a

XT — (iflfﬁn)
Les propriétés suivantes sont faciles a établir.

Proposition 5.3. — On a

(a) Pour tout VA € M, ,(K), (AT)T = A;

(b) VA, B € M, ,(K), VA € K, (A+ AB)T = AT + \BT;

(c) VA e M, ,(K), VB e M, ,(K), (AB)T = BTAT;

(d) Si A € M, ,(K) est inversible, alors AT est inversible et (A™1)T =
(AT

6. Calcul du rang d’une matrice - premiére approche

Définition 6.1. — Soit A = (a;;) € M,,. On appelle rang de A,
le nombre de pivots trouvés a ['issu de ['application de [’algorithme de
Gauss a A. On notera ce nombre rang(A),

rang(A) = nombre de pivots de A.

Etudions cela sur la matrice

121 1] 2 1
1320 1 1]-=1{o0
110 0 -1 -1 0
g(A) =

Donc ran
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Proposition 6.2. — Une matrice carrée A € M, (R) est inversible si,
et seulement si, rang(A) = n.

Démonstration. — Ce résultat sera démontré au chapitre 6. O
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