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Dans tout ce chapitre E est un espace euclidien de dimension n et de
produit scalaire (-|-).

1. Adjoint d’un endomorphisme

Théoréme 1.1. — Soit u € L(E). 1l existe un unique endomorphisme
de E noté u* tel que

Vo,y € E, (u(x)ly) = (z|u*(y)).

u* est appelé ’endomorphisme adjoint de wu.

Démonstration. — Soit B = {e;}, une b.o.n. de E, alors pour tout
T =" xe; et tout y =Y " y;e; éléments de E on a

(z]y) = inyz- = XY
=1

ou X = Matg(z) et Y = Matg(y). On note A = Matg(u), alors
(u(z)ly) = (AX)TY = XTATY.
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Soit u* € L(E) tel que Matg(u*) = AT alors
(u()ly) = XTATY = XT(ATY) = (z[u’(y)).

Supposons qu'il existe un autre endomorphisme v € L(FE) vérifiant
(u(z)]y) = (x|v(y)) pour tout z,y € E. On a alors

Vo,y € B, (z|(u” —v)(y)) = (zlu"(y) —v(y)) =0

donc, pour tout y € E, (u* —v)(y) € E+ = {0g}, ce qui entraine v = u*,
d’out I'unicité.
[

Ezxzemple 1.2. — On considére £ = M,,(R) muni de son produit scalaire
usuel (A|B) = tr(A” B) et on considére I'endomorphisme w4 défini pour
tout A € F par
On a pour tout M, N € F,
(ua(M)|N) = tr(MA)'N) = tr(ATMTN) = tr(MTNAT) = (M|NAT).
On en déduit que ’endomorphisme adjoint est donné par

uwiy(N) = NAT = u,r(N).

Proposition 1.3. — (a) Soient B une b.o.n. de E, uw € L(F) et A =
Matg(u), alors Matg(u*) = AT.

(b) 1dy, = Idg.

(¢) L’application u +— u* est un automorphisme involutif de ’espace
vectoriel L(E), c-a-d. Yu € L(E), (u*)* = u.

(d) Vu,v € L(E), (uov)* =v*ou*. En particulier, siu est inversible,
alors u* est inversible et (u=1)* = (u*)7L.

(e)Vu € L(E), Keru* = (Imu)t et Imu* = (Keru)*. En particulier
rang(u*) = rang(u).

(f) Vu € L(E), u et u* ont le méme polynéome caractéristique, donc
méme déterminant et méme trace.

(g9) Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F* est
stable par u*.

Démonstration. — (a) Découle de la démonstration du théoréme précé-
dent.
(b) Vz,y € E on a

(zly) = (de(2)]y) = (x[1dg(y))
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donc pour tout x € E, (x|y — Idi(y)) = 0, d'oa Vy € E, y — Id;(y) €
E+ = {0} ce qui entraine Id}, = Idp.

(¢) Yo,y € E on a (u'(x)ly) = (ylu*(x)) = (u(y)lz) = (zfu(y)) et
(u*(2)ly) = (z[(u*)*(y)) donc (zfu(y)) = (=[(u")"(y)) et u(y) = (u)*(y)
pour tout y € E, d’out (u*)* = u.

(d) Vz,y € Eon a

((wov)(2)ly) = (u(v(@))ly) = (v(x)|u’(y)) = (|v"(u"(y)) = (z|(v ou")(y))

donc par unicité de I'adjoint, (uov)* = v* o u*.
En particulier, si u est inversible, uou™ = Idg, donc (u™1)*ou* = Id}, =
Idg., c-a-d. (u™1)* = (uv*)~L.

(e) On a

r € Keru* <= u*(z)=0
— Vy ek, (ylu () =0
— Yy eE, (uly)z)=0
<~ z € (Imu)t

La seconde égalité se déduit de (u*)* = u et (F1)t = F car I est de
dimension finie. D’oul

€1

rang(u*) = dimImu* = dim(Ker u)~ = n—dim Ker v = dim Im u = rang(u).

(f) On a xu+ = Xu, car x4 = xar. Donc det(u*) = det(u) et tr(u*) =
tr(u).

(g) Supposons u(F) C F et soit # € F*, alors pour tout y € F,
(u*(2)|y) = (z|u(y)) = 0 car u(y) € F. On en déduit que u*(x) € F* et
F* est stable par u*.

O

Definition 1.4. — Soit u un endomorphisme de E.

On dit que u est symétrique ou autoadjoint si u* = u ;

(b) On dit que u est un automorphisme orthogonal siu € GL(FE) et
u* =u~'. On notera O(E) l’ensemble des automorphismes orthogonauz

de F.

Proposition 1.5. — Soit p € L(E) un projecteur de E. On a équiva-
lence entre :

(a) p est un projecteur orthogonal, c-a-d. Kerp = (Imp)*;

(b) p est autoadjoint ;

(c) |lp(x)| < ||z|| pour tout x € E.
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Démonstration. — On peut d’abord remarquer que si p est un projec-
teur, c-a-d. p? = p, alors p* l'est aussi.

(a) = (b) : puisque p est orthogonal, on a Kerp = (Imp)*, donc
Imp = (Ker p)t. Or d’aprés la proposition précédente (Im p)* = Ker p*
et (Kerp)t = Imp*. Donc Kerp = Ker p* et Imp = Im p*. Puisque p
est un projecteur, K = Kerp®@Imp. Soit xr =a+b € EF = Kerp®Imp.
On a p*(z) = p*(a) + p*(b) =0+ b = b= p(x). On en déduit que p* = p.

(b) = (c) : soit z € E, on a

Ip(2)]]? = (p(a)|p(x)) = (z|(p* o p)(2)){z|(p o p)(x)) = (z|p(x))

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, (x|p(z)) < ||z||||p(x)]|, on dé-
duit que [|p(z)[|* < [lz{[[|p(=)]]

Si ||p(x)]| = 0, alors l'inégalité demandée est triviale.

Si ||p(x)]| # 0, alors on clairement ||p(z)|| < ||z||.

(c) = (a) : 1l suffit de montrer que (Kerp)t = Imp. Soit = €
(Kerp)t ¢ E = Kerp® Imp. Alors x = a + b avec a € Kerp et
b€ Imp. On a (zfa) =0, donc [|b]|* = ||z — af* = [lz|* + [la]* = [|z||*.
Or b = p(x), donc [|b]] = |[p(x)[| < [lz]|. On en déduit que [z = [/b]
et a = 0,donc x = b € Imp et (Kerp): C Imp. Puisque ces deux
sous-espaces ont la méme dimension, on a (Ker p)* = Imp. ]

Remarque 1.6. — Un projecteur orthogonal différent de id n’est pas
un automorphisme orthgonal.

La norme euclidienne de F induit une norme sur £(F) en posant pour
tout u € L(E),

|tu|lop ;== sup
i zeE\{0} ||95||

On remarque que, pour tout = € E, ||u(z)|| < [Jullop||z]-

Proposition 1.7. — Pour tout u € L(E), on a
() |[u"llop = [lullop
(b) [lu* o ullop = [[ullgp-

Démonstration. — Si u = 0, alors les deux égalités sont évidentes. Sup-
posons que u Z 0.
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Pour tout x € FE,

lu(x)]* =

d'out flullZ, < [lu* o ullep. De plus, pour tout z € E tel que z # 0 et
u(z) # 0, on a

lu (@) _ lu(u@)]] |, Jlu@)l]

] [[u(z)]] ]

et en passant au sup, on trouve ||[u* o ullop < ||u*||op||tt]lop- On en déduit
que [Jul, < 1 0 ullop < [[a*loplltep-

Comme u # 0, alors ||ul|op # 0, A0l ||ullop < ||u*]|op. En utilisant cette
derniére inégalité avec I'endomorphisme u*, on a ||[u*||op < |[(u*)*||op =

[ullop d’0tt [[u*[lop = [[u|op. Finalement [lull3, < [Ju*oullop < [Ju*lop||ullop =

[ullz,, ot [[u o ullop = [ull3,- O

Remarque 1.8. — Si p est un projecteur orthogonal non nul de F, alors
Ip()]l

[Pllop = SUDem\ {0} e <1 d’apres la proposition 1.5. Ce sup est atteint
en tout € Imp. On en déduit que ||pop, = 1.

Manel
2. Automorphismes orthogonaux
Théoréme 2.1. — Soit u € L(FE). Les assertions suivantes sont équi-
valentes :
() ue O(E);
(b) u conserve la norme :Vx € E, ||u(z)| = ||z ;

(¢) u conserve le produit scalaire : Vx,y € E, (u(z)|u(y)) = (z|y) ;
(d) L’image par u de toute b.o.n. de E est une b.o.n. de E.
(e) Il existe une b.o.n. de E telle que l'image par u est une b.o.n. de

L,
(f) Il existe une b.o.n. B de E telle que ATA = 1,, ou A = Matg(u);
(g) 1l existe une b.o.n. B de E telle que AAT = I,,, ou A = Matg(u).

Démonstration. — On peut tout d’abord remarquer que

u€OE) <= ucGL(n,R) etu ' =u* <= vou =u*ou=Idg.
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(a) = (b) : Vo € E, |lu(x)]* = (u(x)|u(x)) = (z|u* o u(x)) = (z|z) =
(1%, ot [Ju(z)|| = [l].
(b) = (c) : Vz,y € E, on a

Au(@)u(y)) = llu(@) +u@)l® = [[ulz) —uly)|?
= Ju(z+y)I* = u(z —y)|*
= Jlz+yl* = llz =yl
= 4(zly).

D’ou le résultat.

(c) = (d) : si B = {e;}; est une b.omn. de E et B = {u(e;)},
alors pour tout 4,j € {1,...,n}, (u(e;)|u(e;)) = (e;le;) = d; ;. Donc B’
est orthonormée et par suite libre. Comme le card B’ = n = dim E, la
famille B’ est une b.o.n. de E.

(d) = (e) : car l'espace euclidien E posséde au moins une b.o.n.

(e) = (f) : st A = Matg(u) = (aij)i<ij<n alors u(e;) = > p_, a e
et {u(er)fule;)) = Y, apaang. Or {ule)fule;)) = (eile;)diy ot ATA =
(Ci,j)lgi,jgn ou Cij = ZZ:l A Ak j- Donc ATA = ]n-

(f) = (g) : conséquence du fait qu'une matrice est inversible & droite
si et seulement si, elle est inversible a gauche si, et seulement si, elle est
inversible.

(g) = (a) : Ona A € GL,(R) et A™! = AT donc u € GL(E) et
ul =u*, c-a-d. u € O(F).

O

Théoréme 2.2 (Groupe orthogonal). — (a) O(E) est un sous-groupe
de GL(FE) appelé groupe orthogonal de E ; ou groupe des isométries
de F ;

(b) Pour tout u € O(E), detu = +1;

(c) SO(E) = {u € O(E), detu = +1} est un sous-groupe de O(E)
appelé groupe spécial orthogonal ou groupe des rotations vectorielles
de E.

Démonstration. — (a) Ona O(E) C GL(E) et O(E) # 0, puisque Idg €
O(E).

Soient u,v € O(F). On aVz € E, |[ucv™(z)|| = ||[v™(z)]|| car u conserve
la norme. Or ||z|| = ||Idg(z)|| = |Jvo v (x)|| = |[v~ (z)|| car v conserve
la norme. Par conséquent ||uov=t(x)|| = [Jv~ ()| = ||z||. Ainsi uov*

conserve la norme et donc uov™ € O(E).
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(b) Siu € O(F), alors uou* = Idg. Comme det(u*ou) = (det u*)(det u)
et det u* = detu, on a (detu)? = 1.

(c) L’application 6 : O(E) — {—1,+1} définie par (u) = detu est
un morphisme du groupe (O(FE), o) dans le groupe ({—1,+1}, x). Son
noyau, Ker¢ = {u € O(F), detu = +1} = SO(FE) est donc un sous-
groupe de O(FE) (distingué d’indice 2) de O(F). O

Remarque 2.3. — (a) Le sous-groupe SO(E) est parfois noté, O (E).
L’ensemble O~ (E) = {u € O(F), detu = —1} n’est pas un sous-groupe
de O(F) puisqu’il n’est pas stable par la loi o.

(b) Un automorphisme orthogonal u de E est une application qui
conserve l'orthogonalité, c-a-d. Vo, y € E

(zy) = 0 = (u(z)|u(y)) =0
mais une application qui conserve l'orthogonalité n’est pas nécessaire-
ment pas un automorphisme orthogonal comme le montre ’exemple d’une
homothétie de rapport A ¢ {—1,1}.
(¢) Un automorphisme orthogonal u de E conserve les mesures d’angles
géométriques. En effet, pour z,y non nuls dans F, on a

— Gl @) |
(2. y) = arccos(E ] Ta@ul]) ~ 4w

(d) Un automorphisme orthogonal de E est parfois appelé isométrie
de F.

) = arccos(

On revient sur la notion de symétrie orthogonale par rapport & un
sous-espace vectoriel traitée dans le paragraphe 5 du chapitre 3.

Proposition 2.4. — Soit F' un sous-espace vectoriel de E et sp la sy-
métrie par rapport a F, sp = 2pp — Idg = Idg — 2pp.. On a,

(a)Vx,y € E, (sp(x)|y) = (x|sr(y)), autrement dit sp est autoadjoint.

(b)Vz,y € E, (sp(x)|sr(y)) = (x|y), autrement dit sp est une isomé-
trie.

(d) Si F est de dimensionp € {1,...,n—1}, il existe alors une b.o.n. de

E dans laquelle la matrice de sp est ( ]6 g 0 > etdet sp = (—1)"P.
n—p

Démonstration. — A faire par I’étudiant. m

Definition 2.5. — On appelle réflexion une symétrie orthogonale par

rapport a un hyperplan et demi-tour ou retournement une symétrie
orthogonale par rapport a une droite.
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Remarque 2.6. — D’aprés la proposition 2.4, si sy est une réflexion,
onadetsy = (—1)""""Y = —1 et si sp est un demi-tour, on a det sp =
(_1)71—1.

Comme conséquence du Théoréme 2.1 on a :

Théoréme et définition 2.7. — Une matrice A € M, (R) est dite or-
thogonale si ['une des assertions équivalentes suivantes est vérifiée :

(a) A€ GL,(R) et A=t = AT ;

(b)) AAT =1, ;

(c) ATA=1,;

(d) Les vecteurs colonnes de A forment une b.o.n. pour le produit sca-
laire usuel de R™;

(e) Les vecteurs lignes de A forment une b.o.n. pour le produit scalaire
usuel de R™ ;

Théoréme et définition 2.8. — (a) L’ensemble des matrices orthogo-
nale est un sous-groupe multiplicatif de GL,(R) appelé groupe ortho-
gonal et il sera noté O(n) ou O,(R);

(b) Si A€ O(n), alors det A = £1;

(c) SO(n) = {A € O(n), det A = +1} est un sous-groupe multiplicatif
de O(n) appelé groupe spécial orthogonal.

Démonstration. — On considére 1'espace vectoriel euclidien R™ muni de
son produit scalaire usuel. Soit u € O(R™). Si B est une b.o.n. de R™ et
A = Matg(u), alors u € O(R") <= A€ O(n).

L’application ¢ : O(R") — O(n), u — Matg(u) est un isomorphisme de
(O(R™),0) sur (O(n), x). On en déduit (a), (b) et (c). O

Remarque 2.9. — A € O(n) = det A = £1 mais la réciproque est
1 «

0 1 ) est une ma-

fausse comme le montre le contre-exemple : A = (
. ) . T 1+a? « )
trice de déterminant 1, alors que A" A = o 1 # Iy sia#0.

Proposition 2.10. — Soit B une b.o.n. de R" et soit P = Matg,(B) €
O(n). On a les équivalences suivantes :

(a) B est une b.o.n. directe <= P € SO(n);

(b) B est une b.o.n. indirecte <= P € O~ (n).

Démonstration. — Conséquence directe de det P = +1. O
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Théoréme 2.11. — Soit u € O(E).

(a) Sp(u) C {—1,1} et les sous-espaces propres sont orthogonau.

(b) u est diagonalisable si, el seulement si, u est une symétrie ortho-
gonale de F.

(c) Si F est un sous-espace vectoriel stable par u, alors F* est stable
par u et Uapplication induite uy,, (resp. ), ) paru sur I’ (resp. sur Ft)
est un élément de O(F) (resp. O(F1)).

(d) Ker(u — idg) et Im(u — idg) sont supplémentaires orthogonauz,

E = Ker(u —idg) & Im(u — idg)

(e) La matrice de passage d’une b.o.n. a une autre b.o.n. est orthogo-
nale.
(f) Si A € Ot (n) et n impair, alors 1 est une valeur propre de A.

Démonstration. — (a) Si A est une valeur propre de w, il existe z €
E\ {0} tel que u(z) = Ax. Comme ||u(z)|| = |||, alors |Az|| = ||z|| et
IAl||z]| = ||z|| ce qui entraine que |A| = 1, puisque x # 0.

Notons F, (1) = Ker(u —id) et F,(1) = Ker(u + id) les sous-espaces
propres associés aux valeurs propres éventuelles 1 et —1. Pour (z,y) €
Ey(1) x Ey(=1), on a (zly) = (u(@)lu(y)) = (=] —y) = —(zly), donc
(o) = 0 ot B,(1) L E,(~1).

(b) Si u est diagonalisable, £ = E,(1)® E,(—1). Donc u est la symétrie
orthogonale par rapport & E,(1) = Ker(u — id).

(c) Soit F' est un sous-espace vectoriel de E stable par u, u(F) C F.

Notons uj, la restriction de u a F', alors u, : I — F est linéaire et v, €
L(F). Comme Vz € F, |uy.(2)] = [lu(z)|| = [[z]|; donc v, € O(F).
F é&tant stable par u, F'* est stable par u* = u~!, donc u=}(F+) C F* ou
encore F+ C u(F*). Puisque u est inversible u(F*) a la méme dimension
que Ft, don u(F+) = F+ et Ft est stable par u. On montre comme
ci-dessus que uj_, € O(F*).

(d) D’apres la Proposition 1.3, Ker((u — idg)*) = (Im(u — idg))*.
Comme (u—idp)* = u*—idf = v ' —idg = v ' (idg —u), donc Ker((u—
idg)*) = Ker(u™'(idg — u)) = Ker(idg — u). D’ou le résultat.

(e) Comme idp € O(E), si B et B’ sont des b.o.n. de F, la matrice de
passage P = Matg s (idg) est orthogonale.

(f) Soit A€ OF(R).Ona A—1I,=A— AAT = A(I, — AT) = A(I,
A)T donc det(A — I,,) = det(A)det(l, — A) = (—1)"det(A) det(A —
I,) = (=1)"det(A —I,,). Par conséquent, si n est impair, det(A — I,
—det(A —I,), d’ou det(A — I,,) = 0 et 1 est une valeur propre.

1l
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Soit TS (R) I'ensemble des matrices n x n triangulaires supérieures
dont les coefficients diagonaux sont > 0. Alors il est facile de montrer le
lemme suivant :

Lemme 2.12. — TS (R) est un sous-groupe de GL,(R).

Théoréme 2.13 (Interprétation matricielle du procédé de Gram-
Schmidt)

Pour toute matrice A € GL,(R), il existe une unique matrice orthogo-
nale @ € O(n) et une unique matrice triangulaire supérieure a diagonale
strictement positive R € TS!(R) telles que A = QR.

Démonstration. — On considére R™ muni de son produit scalaire usuel
et sa base canonique By (qui est une b.o.n.).

Soit A € GL,(R), notons vy, ..., v, les vecteurs colonnes de A. Alors
B = (v1,...,v,) est une base de R" et A = Matg,(B). D’apreés le théo-
réme de Gram-Schmidt, il existe une b.om. C = (fi,..., f,) de R™ telle
que, pour tout kK =1,...,n, on ait Vect(vy,...,vx) = Vect(f1,..., fr) et
(felve) > 0 et ceci équivaut a dire que la matrice de passage R = Mat¢(B)
appartient & TS (R). D’autre part, comme C est orthonormée, la matrice
de passage @) = Matg,(C) apparrient & O(n). D’aprés la formule de chan-
gement de bases, on a

A= MatBO(B) = MatBO(C) X Matc(B) = QR

ce qui prouve l'existence.

Montrons 'unicité : supposons qu’on ait A = Q'R’ avec ' € O(n)
et R € TS/ (R) et notons f1,..., f, les vecteurs colonnes de la matrice
Q/ = ARI_l et R/ = (mij)1§i7jgn. Alors C = (fl, ey fn) est une b.o.n. de
R"™. On a Matp,(C) = Q' et la matrice de B dans la base C est

Matc(B) = Matc(BO) x Matp, (B) = QlilA =R.

Comme A = Q'R', on a, pour tout k = 1,...,n, v, = Zle mif; avec
(Ug|fx) = mux > 0. Donc, pour tout i = 1,...,n, les vecteurs fi,..., f;
appartiennent a Vect(vy, ..., v;), et par suite en forment une base ortho-
normée. La base C = (f1, ..., fn) vérifie donc les conditions du théoréme

de Gram-Schmidt, d’ott par unicité, R = R', puis Q' = AR"'=Q. O
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3. Groupe orthogonal en dimension 2

On note R/277Z le groupe abélien additif, quotient de R par le sous-
groupe 277 : deux réels ¢,t' définissent le méme élément de R/27Z si et
seulement si, il existe k € Z tel que t' — t = 2kw. Autrement dit, c’est
I’ensemble des nombres réels définis modulo 27.

Rappelons le lemme élémentaire suivant :

Lemme 3.1. — Soient a,b € R tels que a® +b* = 1. Il existe un unique
0 € R/2nZ tel que cos() = a et sin(f) = b.

Dans ce qui suint, on munit R? du produit scalaire usuel (|}, de la
norme correspondante, et de l'orientation définie par la base canonique

B(] = (617 62).

Proposition et définition 3.2 (Angle orienté de deux vecteurs
de R?)

Soient w,w’ € R? \ {0}. Il existe un unique 0 € R/27Z vérifiant les
deux conditions suivantes :

(a) (wlw’) = Jullllw’]| cos(6) ;

(b) sin(f) est du méme signe (>0, =0, < 0) que detp,(w,w’).

On appelle 0 ’angle orienté de w a w', on le note ww'. On a ww' =
—w'w.
Démonstration. — Soient les vecteurs unitaires v = mw et v = mw’ )
alors la condition (a) devient cos(d) = (v[v'). D’aprés l'inégalité de
Cauchy-Schwarz, on sait que (v[v') € [—1,1] et que

(V)Y = +1 <= vetv sontlits <= detp,(v,v') =0.

Par conséquent, en notant € € {—1,0, 1} le signe de detg, (v, '), on voit
que les conditions (a) et (b) sont équivalent & dire que cos(f) = (v|v) =
a € [—1,1] et sin(f) = ev/1 —a? = b; d’aprés le lemme précédent, ceci
détermine un unique # € R modulo 27. n

Pour tout 6 € R, soit le vecteur xy = cos(6)e; +sin(f)ey. C'est 'unique

vecteur unitaire x tel que e;x = 0. En effet, si x = ae; + bey alors
1 = ||lz|| = a® +1? et il existe 6 tel que a = (ule;) = cos(f) d’ou

b = £sin(#). De plus

detp,(e1,x) = det ( é cosb(H) ) =b
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est du signe de sin(6), d’ou b = sin(f).

On va maintenant étudier le groupe O2(R) des isométries de 1'espace
euclidien R2. Soit u € O9(R) et posons u(e;) = ae; + beg = (Z) Alors
a’?+b? = ||u(ey)|| = ||le1]| = 1. D’autre part, comme u préserve le produit
scalaire, on a

(u(ez)[u(er)) = (ezfer) =0

donc u(es) appartient a a droite (Ru(e1))*, qui est engendré par le vecteur

unitaire —be; +aey = a ) , et comme u(ey) est aussi un vecteur unitaire

. . —b
de cette droite, on a nécessairement u(eg) = + < a )
. —b .
— Si u(ey) = ( a ), alors dans ce cas, la matrice de v dans la base

By = (e1,es) est (Z _ab) et son déterminant est a® + 0> = 1. Par

conséquent v € OF (R). Dans ce cas, la matrice de u dans la base By est

de la forme
cosf@ —sinf
Ry = (sin@ 0089)

. —b .
— Si u(ey) = — 0 ) alors dans ce cas, la matrice de u dans la base

avec € R modulo 27.

By = (e1,ez) est Z _ba) et son déterminant est —a® — b> = —1. Par

conséquent u € O~ (2). Dans ce cas, la matrice de u dans la base By est

de la forme
g — cos sin 0
9=\ sinf —cosfh

avec 0 € R modulo 27.
Ainsi

cosf —esind
sin 6 gcosf

Os(R) = {A = ( ) L 0ER et e=det(A) € {1, +1}},

le réel 6 étant unique si on le prend dans | — m, 7.
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Une isométrie directe u € O5 (R) de matrice Ry dans une base ortho-
normée directe B, est appelée rotation et # est une mesure de l'angle
de cette rotation. Si on impose 6 dans Uintervalle | — 7, 7], il est alors
uniquement déterminée et on dit que c’est la mesure principale de I'angle
de la rotation.

On rappelle qu’'une réflexion dans un espace euclidien est une symétrie
orthogonale par rapport a un hyperplan (une droite dans ce cas) et que
c’est une isométrie indirecte. Une telle réflexion est une involution.

Dans le plan euclidien R?, une réflexion est donc une symétrie ortho-
gonale par rapport & une droite. Si sp est une réflexion par rapport a
la droite, on a alors sp(z) = = pour tout = € D et sp(xr) = —x pour
tout x € Dt. En désignant par f; un vecteur non nul de D et f; un
vecteur non nul de D, la famille (f1, f2) est une base orthogonale de R?

et la matrice de sp dans cette base est . De plus la droite D est

10
0 —1
I'espace des point fixes de sp, soit D = Ker(sp — id).

Les isométries indirectes du plan euclidien R? sont les réflexions. Si

g — cosf sin 6
7 \ sinf —cosf
est la base d'une isométrie indirecte v € O (R) dans la base orthonormée
By et en posant

0 .0 0 .0
h= 005(5)61 + Sm(§)€2, fo=- 008(5)61 + Sln(§)€2

la matrice de u dans la base (f1, fo) est

T N N (I

ce qui signifie que u est la réflexion par rapport a la droite D = R f;.

4. Groupe orthogonal en dimension 3

Nous allons maintenant étudier les isométries en dimension 3. Soit F
un espace vectoriel euclidien de dimension 3, E ~ R3, orienté par le choix
d’une base orthonormée By = (e, es, e3).

Lemme 4.1. — Une isométrie u € O3(R), a au moins une valeurs
propre réelle X € {—1,+1}.
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Démonstration. — Le polynome caractéristique y, de u étant de degré
3 a coeflicients réels, le théoréme des valeurs intermédiaires nous assure
qu’il admet au moins une racine réelle \. Soit & un vecteur propre associé

a A. Comme u conserve la norme ||z| = |[u(Az)]| = |All|z||, dou A €
{~1,+1}. O
Remarque 4.2. — (a) Si u est une réflexion (symétrie orthogonale par

rapport & un plan), sa matrice dans une base orthonormée adaptée est
alors

-1

S =

O = O
—_ o O

0
0
et xu(\) = det(u — Xid) = —(1 — A\)*(1 + ).

(b) Si w est un retournement (symétrie orthogonale par rapport a une
droite), sa matrice dans une base orthonormée adaptée est alors

1 0 O
S=10 -1 0
0 0 -1

et xu(A) = det(u — Xid) = (1 — \)(1+ M)~
Théoréme 4.3. — Soit u € O3(R) et
H = Ker(u —id) = {x € R* u(r) = x}

I’ensemble des points fixes de u.

(a) Si dim(H) =3, on a u = id.

(b) Si dim(H) = 2, on a alors u € O3 (R) \ {—id} et c’est la réflexion
par rapport au plan H. En désignant par (f1, f2, f3) une base orthonormée
de R3 ou (fa, f3) une base orthonormée de H, la matrice de u dans cette

base est
1

0
0

o = O
—_ o O

(¢c) Si dim(H) = 1, on a alors u € OF (R) \ {id} et en désignant par
(f1, fa, f3) une base orthonormée de R® ot (fo, f3) une base orthonormée
de P = H*, la matrice de u dans cette base est

1 0 0
0 cos(f) —sin(0)
0 sin(f) cos(f)
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(d) Si dim(H) = 0 (c-a-d. H = {0}), on a alors u € O3 (R) et soit
u = —id, soit u est la composée commutative d’une rotation ra d’azve
A = Ker(u + id) avec une réflexion sp par rapport au plan P = A+ et,
en désignant par (fi1, fo, f3) une base orthonormée de R® ot (fa, f3) une
base orthonormée de P = AL, la matrice de w dans cette base est

—1 0 0
0 cos(f) —sin(h)
0 sin(f) cos(0)

Démonstration. — (a) Si dim(H) = 3, alors H = F et u = id.

(b) Si dim(H) = 2, alors H* est une droite vectorielle stable par u
et dans une b.o.n. (fi, fo, f3) directe adaptée a la somme directe £ =
H* & H, (c-a-d. (f1) b.on. de H* et (f2, f3) b.o.n. de H) la matrice de
u est

e 00
A=10 1 0
0 01
avec ¢ = det(A) = £1. Comme dim(H) = 2, on a nécessairement ¢ = —1

et u est la réflexion par rapport au plan H, donc u € O~ (F) \ {—id}.

(c) Sidim(H) =1, on a u # id et la restriction v de u au plan stable
P = H* est alors une isométrie qui ne peut étre une réflexion (elle n’a
pas de point fixe non nul), ¢’est donc une rotation et la matrice de u dans
une b.o.n. directe adaptée & £ = H @ H* est

1 0 0
Rog=10 cosf —sinf
0 sinf cos@

donc u € OF(E) \ {id}.

(d) Sidim(H) =0, on a alors H = {0} et 1 n’est pas valeur propre de
u. Dans ce cas —1 est nécessairement valeur propre de u (et Ker(u-+id) #
{0}).

—Siu=—id € O (E), alors c’est terminé.

— Sinon on choisit f; € Ker(f + id) un vecteur unitaire. Le plan P
orthogonal a la droite A dirigée par f; est stable par u et dans une b.o.n.
directe adaptée a la somme directe orthogonale £ = A & P, la matrice

de u est de a forme
-1 0
)
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ou B est la matrice de la restriction v de w a P. Si B € Oy (R), alors v
est une réflexion et a des points fixes non nuls, ce qui contredit H = {0}.
Donc B € OF (R) et det(A) = —1, c’est-a-dire que u € O~ (E) \ {—id}
et il existe un réels 0 tel que

-1 0 0
A=1 0 cosf —sinf

0 sinf cos@

En remarquons que

-1 0 0 1 0 0 -1 0 0
0 cosf —sind = 0 cosf —sinf 0 10
0 sinf cosf 0 sinf cosf 0 0 1

-1 0 0 1 0 0

0 10 0 cosf —sinf
0 01 0 sinf cosf
on voit que u = rpag o0 Sp = sporag oll Tag est la rotation d’axe A et
d’angle 0 et sp est la réflexion par rapport 4 P = A+,

On déduit de cette étude que si H = Ker(u—id) = {0}, et si u # —id,
alors Ker(u + id) est nécessairement de dimension 1, c’est donc I'axe A
de la rotation ra ¢ qui compose 'isométrie u = 759 © Sp.

]
Remarque 4.4. — Comme dim E = 3, si (vy,v2) est une b.o.n. d'un
plan P, et si v3 = v1 A vy, alors (vy,ve,v3) est une b.o.n. directe de E.
Théoréme 4.5. — Soit u un endomorphisme de E, u # id. Alors u est

une rotation si, et seuelemnt si, il existe un vecteur unitaire fs et un réel
0 €] —m, x|\ {0} tels que

u(x) = cos(@)x + (1 — cos(9))(fi|z) fi +sin(@)(fi Ax), YVee E. (1)

Dans ce cas la droite A = R f; est [’axe orienté de la rotation, 6 la mesure
principale de son angle et pour tout vecteur x unitaire et orthogonal au
vecteur fi, on a
cos(d) = (zfu(z)),
1+2cos(f) = tr(u)
sin(0) = [z, u(), fi] = dets, (z, u(z), f1)
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Démonstration. — Supposons u € OT(E) \ {—id}. On utilise la b.o.n.
B = (f1, f2, f3) du théoréme précédent ou Rf; = A = Ker(u — id)
et (fy, f3) est une b.om. de P = A'. Soit * € E, puis posons z =
r1fi + zafo + 3 f3 et u(z) = y1f1 + y2fa + y3f3. Donc

U 1 0 0 T 1
(yg) = (0 cos(0) sin(@)) (@) = (cos(@)xz — sin(@)xg)
Y3 0 sin(f) cos(0) T3 sin(f)xs + cos(0)x3

€1 1 0
= cos(f) (xg) + (1 — cos(6)) (8) + sin(6) (xg)

= cos(0)x + (1 —cos(0))(fr|x) f1 +sin(0)(f1 A z).

Réciproquement, si u € L(F) \ {—id} vérifie (1), on choisit une vecteur
unitaire fo orthogonal a fi, puis f3 = fi A fo. Donc (fi, fa, f3) est une
b.o.n. directe et on a

u(fi) = cos(0)fi + (1 —cos(@))fi = fi

u(fa) = cos(0)f2+sin(0)(f1 A fa) = cos(0) f2 + sin(0)(f1 A fo)
= cos(0) fo +sin(0) f3

u(f3) = cos(0)fs+sin(0)(f1 A f3) = cos(8) f3 + sin(8)(— f2)
= —sin(0) fo + cos(0) fs.

Donc la matrice de v dans cette base est

-1 0 0
0 cosf —sinb
0 sinf cos@

et u est la rotation d’axe A = Rf; et d’angle de mesure principale 6.
Si x € (Rfy)* est unitaire, alors x = zofs + 233 et 23 + 22 = 1. De
plus u(x) = (cos(f)zy — sin(f)x3) fo + (sin(f)za + cos(f)x3) f3. Donc

(z|u(x)) = cos(8)(x3 + x3) = cos(f).

La relation

1+ 2cos(f) = tr(u)
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est évidente. Enfin

0 0 1
[z, u(z), 1] = detg,(x,u(z), f1) =|x2 cos(f)xs —sin(f)zs 0
xg sin(f)xs + cos(fd)xs 0

= sin(f)(z3 + x3) = sin(0).
[l

Proposition 4.6. — Siu =ragosp est la composée d’une rotation ra g
et d’une réflexion sp, alors U'axe de la rotation est A = Ker(u+id) = Rf;
et et la mesure principale de ’angle est déterminé par

—142cos(f) = tr(u)
sin(0) = [z, u(z), fi] = detg,(z, u(z), f1)

pour tout vecteur unitaire v € A+,
Démonstration. — Découle des deux théorémes précédents. O
On peut aussi résumé cette étude comme suit :

Théoréme 4.7. — Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3,
soit u € O(F) — \id et soit A la matrice de u dans la base canonique de
E.

(a) Sidet(A) =1, alors u = ray est une rotation d’aze A = Ker(A—
I3) = Re et d’angle 6 vérifiant 1 + 2cos(f) = tr(u) et signe(sin(f)) =
signe([x, Ax, e]) pour tout vecteur non colinéaire a e.

(b) Si det(A) = —1, alors

(1) si A est symétrique, alors u = sp est la symétrie orthogonale
par rapport au plan P = Ker(A — I3)

(i1) si A n'est pas symétrique, alors u = rpgo sp = Sporag Ol
rag est la rotation d’axe A = Ker(A + I3) = Re et d’angle 6 vérifiant
—1+42cos(f) = tr(u) et signe(sin(f)) = signe([x, Az, e]) pour tout vecteur
non colinéaire a e et sp est symétrie orthogonale par rapport au plan

P=AL

5. Exemples d’isometries en dimension 3 : méthode

On considére R? muni de son produit scalaire usuel et de sa base cano-
nique (eq, €9, €3), qui est une base orthonormale directe (son déterminant
est égal & +1), R? est un espace euclidien orienté (par le choix de la b.o.n.

(61, €9, 63)).
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5.1. Rotation. — Soit u ’endomorphisme de R? dont la matrice dans
la base canonique est
1 -2 -1 2 -2/3 —1/3 2/3
A=- 2 =2 1 | = 2/3 —2/3 1/3
S\ 1 202 /3 2/3 2/3

* Les vecteurs colonnes de la matrice A sont tous de norme 1, par
exemple pour le premier vecteur colonne on trouve (—2/3)2+(2/3)?+
(1/3)* = 1. Les trois vecteurs colonnes sont deux a deux orthogo-
naux, par exemples pour les deux premiers on trouve (—2/3)(—1/3)+
(2/3)(—2/3) + (1/3)(2/3) = 0. On en déduit que A € O3(R).

* det(A) = +1, donc u est une rotaion ra ¢ d’axe A et d’angle 6.

* Recherche de I'axe de rotation : A = Ker(u — id), espace des inva-

riants.
Pour cela on peut appliquer la méthode du pivot de Gauss sur la
matrice
—-5/3 —1/3 2/3
A—1I3= 2/3 —5/3 1/3
/3 2/3 1/3
(on peut aussi considérer 3A — 313 pour éviter les fractions)
-5 -1 2 0 9 -3
2 -5 1|—=10 -9 3
1 2 -1 1 2 -1
0 0 0 0 00
=10 -3 1 |—=10 =31
1 2 -1 1 -1 0
x
Donc un vecteur v = | y | = xe; + yes + zes € Ker(u — id), ssi
z
1
—By+z=0etz—y=0ssiv=y| 1 |.Par conséquent, A est
3
1
) N ol S
I’axe orienté et dirigé par le vecteur e = Wl = Vi ;)

* Recherche de I'angle. De la relation 1+ 2cosf = tr(4) = —2, on
trouve cosf = —g. Pour déterminer 6, il suffit de connaitre le signe
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de sin @ qui est le méme que celui du produit mixte [f, u(f), e] pour
n’importe quel vecteur v non colinéaire a e. On peut prendre tout
simplement f = ey, donc

1 —2/3 1/V11
le1,u(er), e] = det(ey,uler),e) =| 0 2/3 1/4/11 | =5/3V11 >0
0 1/3 3/VIl
On en déduit que 6 = arccos(—2).
* Conclusion : u est la rotation d’axe dirigé et orienté par vecteur
1
75| 1] et d’angle 6 = arccos(—3).

5.2. Réflexion. — Soit u I’endomorphisme de R?® dont la matrice dans
la base canonique est

L -84 8/9 —4/9 —1/9
A=—o| 47 4 )=| -4/9 —7/9 ~4/9
1 4 -8 ~1/9 —4/9 8/9

* Les vecteurs colonnes de la matrice A sont tous de norme 1, par
exemple pour le premier vecteur colonne on trouve (8/9)%+(—4/9)?+
(—1/9)* = 1. Les trois vecteurs colonnes sont deux a deux orthogo-
naux, par exemples pour les deux premiers on trouve (8/9)(—4/9)+
(—=4/9)(=7/9) + (=1/9)(=4/9) = 0. On en déduit que A € O3(R).

x det(A) = —1, et AT = A, donc u est une réflexion.

* Recherche du plan de réflexion : P = Ker(u — id), espace des inva-
riants.

On applique la méthode du pivots de Gauss a la matrice

(1 4 141
A-ILi=——(416 4| =000
9\ 1 41 000

Donc P est le plan d’équation = + 4y + z = 0.
* Conclusion : u est la réflexion par rapport au plan d’équation = +
4y + 2 = 0.
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5.3. Composée d’une rotation et d’une réflexion. — Soit u I’en-
domorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

1 3 1 V6 3/4  1/4  6/4
A=—1 1 3 -6 | =- 1/4  3/4 —6/4
—/6 6 2 —V6/4 /6/4 1/2

* Les vecteurs colonnes de la matrice A sont tous de norme 1 et deux
a deux orthogonaux. On en déduit que A € O3(R).

x det(A) = —1 et AT = —A (la matrice A n’est pas symétrique),
donc u est la composée commutative d’une rotation 75 et d'une
réflexion sp de plan P = At u=rppo0sp =sporag

* Recherche de I'axe de rotation A.

Dans ce cas 'axe A = Ker(u + id). On applique la méthode du
pivots de Gauss a la matrice

1 -1 =6 1 -1 —6 1 -1 0
A+L=( -1 1 V6 |—=([0 0o o0o|—=(0 00
V6 —6 2 0 0 8 0 01
x
Donc un vecteur | y | € Ker(u +id) ssi —z +y = 0et z = 0,
z
T 1
dou | v | =« | 1 |.On normalise ce vecteur, par conséquent
z 0
1
I’axe A est la droite dirigé et orienté par e = \/LE 1
0

— Recherche de ’angle de rotation.
De la relation —1 4 2cos@ = tr(A) = —2, on trouve cosf =

1

-4
donc 0 = %’r ou _2%_ Pour déterminer exactement 6, on cherche le
signe de sin . Le vecteur e; de la bse canonique n’est pas colinéaire

ae, et

1 —3/4 1/V2
le1,u(er), €] = det(ey, fler),e) =| 0 —1/4 1/y/2 |=—3/4<0
0 V6/4 0

donc 6 = —%”.
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* Recherche du plan de réflexion.

x x
Unvecteur | v | e P=Arssi (| v |,e) =0ssixz+y=0.
z z

Ainsi P est le plan d’équation x + y = 0.

% Conclusion : u =rap05p = sporag est la composée commutative
de la rotation 7 ¢ d’axe orienté et dirigé par le vecteur e et d’angle
—%” et de la réflexion sp de plan d’équation = + y = 0.
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