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Dans tout ce chapitre F désigne un espace vectoriel réel non nul.

1. Produit scalaire

On rappelle q'une fbs ¢ sur E est :
— positive si p(z,x) > 0 pour tout = € E,
— définie si pour x € F, I'égalité p(x,z) = 0 équivaut & x = Og.

Definition 1.1. — On appelle produit scalaire sur F foute fbs définie
positive.

Un espace préhilbertien est un espace vectoriel réel muni d’un pro-
duit scalaire. Un espace préhilbertien de dimension finie est dit espace
euclidien.

Dans le cas ou E est un espace euclidien de dimension n, on peut
aussi dire qu'un produit scalaire sur E est la forme polaire d’une forme
quadratique de signature (n,0).
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On notera, quand il n’y a pas d’ambiguité (z,y) — (z|y) ou (z,y) —
(x|y) un tel produit scalaire et pour x =y, ||x|| = +/(z|z). L’application
x — ||z]|* = (z|z) est tout simplement la forme quadratique associée a

Exemples 1.2. — (a) Soient a,b,c,d € R et considérons I’application
définie sur R? x R? par

©: (z,y) = (x|y) = ax1y1 + br1ys + cxays + drays

Il est clair que cette application est bilinéaire. Elle est symétrique si et
seulement si b = c.
Pour b = ¢, ¢ est bilinéaire symétrique et pour tout z € R?, on a

(z|r) = ax? + 2bx29 + da3.

Si on a un produit scalaire, alors pour z = e; = (1,0), a = (e1]|e1) > 0,
et pour tout vecteur z = e; +tes, out € R, on a (x|x) = a+2bt+dt* > 0,
ce qui équivaut & dire que le discriminant § = b* — ad < 0.

Réciproquement, si b = ¢, a > 0 et b*> — ad < 0, alors {-|-) est une fbs
et pour tout = € R?, on a

(x|lz) = ax?+ 2nzixy + daj
=a (x% + 2%:{:‘1952 + gxﬁ)
= a(:zcl + §$2)2 + _ada—b 1’% >0

et (x|x) = 0 si, et seulement si, z; + gxg =0 et x5 = 0, ce équivaut a
T = ORQ.
(b) Produit scalaire canonique sur R" :

(z,y) = (zly) = Zl'zyz

est un produit scalaire. En effet, il s’agit bien d’une fbs car (x|y) = "z1,y.
Pour z € R", on a (z|z) = Y1 2 > 0 avec (z]|z) = 0 si, et seulement
(c) Produit scalaire canonique sur M, ,(R) :

(A, B) s (A|B) = tr('AB).

L’application est bien une fbs. De plus si A = (a; ;)1<i j<n, alors (A|A) =
15055 > 0 avec (AJA) = 0 si, et seulement si a;; = 0 pour tout
i,j€{l,...,n}, soit A=0.
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(d) Produit scalaire sur £2(I,R), espace des fonctions continues sur
un intervalle I et de carrée intégrable. :
L’ensemble

L2(I,R) ={f: I — R, continue, /f(t)th < 400}
I

est bien un sous-espace vectoriel de C(I,R), puisque pour tout A € R
et pour tout f,g € L%I,R), on a (\f + ¢)* < 2((\f)? + ¢?), donc
Ji(Af+9)* < +oo.

On considére 'application

(f,9) /f

Elle est bien définie, car si f,g € L2(I,R), on a |fg| < 5(f*+ ¢*), donc

[i119<5 )12 +5 [9° < +oo.

Il est claire que (f,g) — (f, g) est une fbs positive. De plus si (f, f) =0,

alors f Cf(t)?dt = 0. Or t — f(t)* est continue et positive sur I, donc

f( ) =0 pour tout ¢t € I et par suite f = 0 sur I. On en déduit
= [, f(t)g(t)dt est un produit scalaire sur ,CQ(I R).

( ) Prodmt scalalre sur /?(N,R), espace des suites numériques (uy)s,
telles que Z 2o Un converge. C’est bien un sous-espace vectoriel de (N, R),
puisque pour tout A € R et pour tout u = (u,),v = (v,) € /2(N,R), on
a (Aup, + v,)? < 2(A%u2 + 0v?2), donc la série > (A, + v,)? converge.

On considére 'application

(u,v) — (u,v) = Zunvn.

Elle est bien définie, car si u = = (up),v = (v,) € *(N,R), alors pour
tout n € N, 2|u,v,| < u? + v2. La convergence absolue entraine donc la
convergence de la série Zn Uy Uy,

De plus I'application (u, v) +— (u, v) est une forme bilinéaire symétrique
définie positive, puisque si u € (*(N,R) est une suite non nulle, alors
(u,u) =322 Ju2 >0 car un des u, au moins est non nul.

(f) Produit scalaire sur R[X] : On considére application

(P.Q)  (P.Q) = / PIOQt)w(t)dt
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ol w :Ja,b[— R™ une fonction continue telle que ¢ — t"w(t) soit in-
tégrable sur ]a,b[, pour fout n € N. Cette application est bien défi-
nie. C’est une fbs définie positive, puisque pour tout P € R[X] \ {0},
(P, P) = f; P(t)*w(t)dt > 0 car lapplication t — P(t)?w(t) est inte-
grable, continue sur |a, b[ positive et non identiquement nulle.

[Compétence Visée.]

Savoir montrer qu’une fb est produit scalaire

Proposition 1.3. — E est un espace préhilbertien réel de produit sca-
laire {-,-). Pour tout x,y € E, on a

(zly) = 5l +yl? = 2> = [[yI1*) = (llz + ylI* =z — y*)
lz + ylI* + |z — yl|* = 2(||z||* + ||ly||?) (Identité du parallélogramme)

Démonstration. — Déja faire dans chapitre 2 pour toute fbs. O

2. Inégalité de Cauchy-Schwarz et de Minkowski

Dans ce qui suit E désigne un espace préhilbertien muni du produit
scalaire (-|-).

Théoréme 2.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Pour tout x,y € 2 on a

[{zly)] < [l=[lyl

L’égalité étant réalisée si, et seulement si x et y sont liés.

Démonstration. — La démonstration a déja été faite dans le cadre d'une
fbs définie positive. L’idée est la méme pour un produit scalaire.

Sixz =0, on a alors légalité pour tout y € E.

Six #0ety=Aravec A € R, on a encore I'égalité.

On suppose donc x non nul et y non lié & z. La fonction polynomiale
P définie par

P(t) = lly + tal|* = (y + taly + tx) = |2]** + 2{zly)t + |ly|

est & valeurs strictement positive. Le coefficient dominant étant non nul,
il en résulte que son discriminant est strictement négatif, soit

(@ly)® = lll*lyl* < 0
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ce qui équivaut a |(zly)| < [lz|[[[y].

D’autre part, |(z|y)| = ||=||||y| si, et seulement si le polynéme P admet
une racine (double) ty € R, autrement dit P(¢y) = 0 ou encore ||y+toz| =
0, ce qui est équivalent & y + topx = 0, c-a-d., z et y liés. O
Remarque 2.2. — L’inégalité de Caucgy-Schwarz nous dit que pour
tous vecteurs non nuls z,y € E, on a

1< (z;9) <1
[l

ce qui implique qu'il existe un unique nombre réel 0 € [0, 7| tel que

(z;y) = cos(0)||z(l[[y]-

Le réel 6 est la mesure dans [0, 7] de 'angle géométrique (ou angle non
orienté) que font les vecteurs x et y dans E.

Pour # =0 ou 6 =7, on a (x;y) = ||z||||y||, ce qui équivaut & dire que
les vecteurs x et y sont colinéaires.

Pour § = 7, on a (z;y) = 0, ce qui équivaut & dire que les vecteurs x
et y sont orthogonaux.

De maniére générale, on a

lz +yl1* = [|]|* + 2 cos(@) |z lyll + Iy

Ezxzemples 2.3. — Reprenons 1.2.
(a) Pour le produit scalaire dans R", on a pour tout = = (z1,...,2,),y =

(y17"' ;yn) S HQ”?

Y Sl < Qe PO v
i=1 i=1 i=1
(b) Pour le produit scalaire sur M, (R), on a pour tout A, B € M,(R),
|tr(*AB)| < (tr(*AA))Y?(tr(* BB))"/2.

(c) Pour le produit scalaire dans £2(I,R), on a pour tout f,g €
L2(I1,R),

| / F(t)g(tdt] < ( / F()2d0) / S(0Rd0)?.

(d) Pour le produit scalaire sur ¢?(N,R), on a pour tout (u,) (v,), €

(N, R),
|Zunvn| < (Z Ui)l/z(z Ui)l/z'
n=0 n=0 n=0
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Théoréme 2.4 (Inégalité de Minkowski). — Pour tout =,y € E,
on a

2+ yll < =]l + llyll-

L’égalité étant réalisée si, et seulement st x =0 ou x # 0 et y = A\x avec
A €RT (ie. x ety positivement liés).

Démonstration. — Si x = 0, on a égalité quelque soit y € E.
Sizx#0ety=Aravec A€ R, ona
[z +yll = [[(1+ M)l
= [1 4 Afl[]]

< (4 DNl = [lell + Mzl = (=]l + 1A
L’égalité etant réalisée pour A > 0.
Pour A\ < 0, I'inégalité est stricte puisque |1 + A| < 14 |A[.
Si z # 0 et x,y linéairement indépendants, on a

lz+yl* = ll|? +2(z, v) + ly]*
< |lz|I* + 2||z|||y]| + |ly||* (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

= (=l + Iyl
ce qui conduit & ||z 4+ y|| < ||z|| + ||y||- O
Remarque 2.5. — On peut montrer par récurrence que pour tous vec-
teurs y,...,x, € I,

[y 4 - | < Hlzall + -+ ]|

Ezemples 2.6. — (a) Sur R” muni du produit scalaire canonique (voir
1.2), I'inégalité de Minkowski prend la forme suivante

n

Z($i+yi)2§ 255224' ZZ/?
i—1 i—1

i=1

(b) Dans 'espace C°([a, b], R) des fonctions réelles continues sur [a, b]
muni du produit scalaire (f, g) = f: f(t)g(t)dt, 'inégalité de Minkowski

s’écrit
\/ / (f(t) 4 g(t))2dt < \/ / f(t)2dt + \/ / g(t)2dt.
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Remarque 2.7. — L’application £ > = — ||z|| € Rt vérifie donc les
propriétés d’'une norme :

()VzeE, |z[| =0 <= z=10g;

(2) Vo € B, VA € R, ||Az| = [Afll«] ;

(3) ¥,y € B, 2+l < 2]l + ]

L’application x + ||z|| est appelé norme de E associée a (-;-).

3. Orthogonalité

Definition 3.1. — (a) Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogo-
naux si (x,y) = 0, cette relation est notée x L y.

(b) Soit X une partie non vide de E et x € E. On dit que x est ortho-
gonal a X sl est orthogonal a tout vecteur de X .
L’orthogonal de X, noté X, est l’ensemble des vecteurs de E ortho-
gonaux a tous les vecteurs de X,

Xt={zeE;VyeX, (z,y) =0}
Si X est une partie vide, alors X+ = E.

Remarque 3.2. — (a) Pour tout x,y € E, v L y < y L x.

(b) Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Un
vecteur x est orthogonal & F' si, il existe une base B de F' dont tout
élément est orthogonal & x. En effet l'application F' 5 y — (x,y) est
linéaire, elle est nulle sur F si, et seulement si, elle est nulle sur B.

Ezemple 3.3. — Dans R* muni de son produit scalaire canonique, on
considére

F = {‘1. = <$1,$2,$3,$4) € R4? { 3x1 Tt = }

3x1 — 2% + x4=

C’est un sous-espace vectoriel de R* et
B={v=(1,2—-1,1),v=(0,1,1,2)}.

en est une base. Soit x = (z1, T, 13, 14) € R%, alors

r€EFt<xLuv, etx Ll
< (x;v1) =0, et (x;0v2) =0
Ty + 229 — x3 + 4=0
To+ x3+ 224 =0
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Ainsi

FJ— :{Z’: (1317.%2,%’373;4) ER4; { Ty + 229 — 13 + 4=0 }

Ty +x3+ 214 =

[Compétence visée.]

Savoir déterminer I'orthogonal d’un sous-espace vectoriel.

Théoréme 3.4 (de Pythagore). — (a) Deux vecteurs z,y € E sont
orthogonauz si, et seulement si,
2+ yl1* = ll=l* + [lyl*
(b) Sixq,...,x, sont des vecteurs de E deuz a deux orthogonauz, alors
loy+ - 2l = flaa 4 -l

Démonstration. — (a) On a ||z +y||* = ||z||*+2(z, y) +||y||*>, donc x L y
ssi ||lo +ylI* = [l=]* + |yl
(b) On a

120 =all? = (2;;:1 i, ;;‘21 i)
= i lwal]* +2 Zl§i<j§n<$ia ;).
Comme pour i # j, {(x;,x;) =0, donc || >0 || = o0, |l=)*. m

Les propriétés de la proposition suivante ne sont pas difficiles & établir.
Leur démonstration est laissée aux lecteurs.

Proposition 3.5. — (a) Si X est une partie de E, alors X+ = (Vect(X))*+
est un sous-espace vectoriel de E.

(b) Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors F N F+ = {0g}.

(¢c) B+ = {0g}. Autrement dit

(Vy € B, (z,y) =0) = 2 =0g.
Ezxzemple 3.6. — On peut utiliser la propriété (c) de la proposition pour

montrer par exemple que si A € M, (R) est telle que tr(*AB) = 0 pour
tout B € M,,(R), alors A = 0.

Definition 3.7. — Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont dits
orthogonauz, et on notera F' L G si, tout vecteur de l'un est orthogonal
a tout vecteur de l'autre :

F1G < FCG' < GcFr* (1)
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Remarque 3.8. — Attention : Deux sous-espaces sont orthogonaux ne
signifie pas forcement que I'un est I'orthogonal de I'autre. Par exemple
dans R? deux droites orthogonales ne signifie pas que I'une est Iortho-
gonal de 'autre, puisque I'orthogonal d’une droite est un plan.

Théoréme 3.9 (Sous-espaces vectoriels supplémentaires ortho-
gonaux)

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E (c-a-
d. E=F ®G). On a équivalence entre :

(a) F' et G sont orthogonaux;

(b) F+ =G ;

(c) GE =F.

Dans ce cas on note E = F &+ G = F @+ F* et on dira que F et G
sont supplémentaires orthogonaux.

Démonstration. — D’aprés (Equation 1) les implications (b) = (a) et
(¢) = (a) sont évidentes.

(a) = (b) : Supposons que F et G sont orthogonaux, alors G C F*.
Soitz € F+ C B = F®G, doncil existey € F et z € G tels que v = y+2.
On a alors ||y||? = (y,y) = (y,z — 2) = (y,x) — (y,2) =0 — 0 = 0. Donc
y=0etx=2¢€G. Par conséquent F+ = G. Comme F et G jouent le
méme roles, on a aussi (a) = (c). O

Ezemple 3.10. — Dans M (n,R) muni du produit scalaire canonique,
les sous-espaces Sym(n,R) et Asym(n,R) (des matrices symétriques et
matrices antisymétriques respectivement) sont supplémentaires

M(n,R) = Sym(n,R) & Asym(n,R)

Ces deux sous-espaces sont orthogonaux, car si A € Sym(n,R) et B €
Asym(n,R),

= —tr(—BA)
= —tr("BA) = —(B; A) = —(A; B)

Donc (A; B) = 0. On en déduit que Sym(n, R)+ = Asym(n,R).

Proposition 3.11. — Soit E un espace vectoriel euclidien. Une appli-
cation £ : F — R est une forme linéaire si, et seulement si, il existe un
unique vecteur a € E tel que Vx € E, ((x) = (x;a). Autrement dit, un
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espace euclidien est canoniquement isomorphe a son dual E* [isomor-
phisme canonique étant : ¢ : E — E*, x+— (z;)

Démonstration. — Rappelons que E et E* sont deux espaces vectoriels
de dimension finie et dim £ = dim £*.
L’application ¢ : E — E* x ~ (x;-) est une application linéaire. De
plus,
reKeryp <= (r;v)=0 YveFE
< re kt={0}
— z=0.

Donc Ker ¢ = {0} et ¢ est un isomorphisme. Par conséquent, ¥/ € E*,
dla € E tel que {(z) = (x;a), Vo € E. O

Definition 3.12. — On dit qu’une famille Fy, ..., F, de sous-espaces
vectoriel de E est orthogonale si, et seulement si, F; L F;, Vi # j.

Proposition 3.13. — Toute famille orthogonale de sous-espaces vecto-
riels de E est en somme directe.

Démonstration. — Soit Fi, ..., F}, une famille orthogonale de sous-espaces
vectoriels de E et soit (z1,...,2,) € Fy x---x F, tels que x1+. . .4z, = 0.
D’apres I'identité de Pythagore, 0 = ||z 4. . .+, ||* = |1 |2+ . . +]|z,]%,
donc 1 = ... =z, = 0. O

On notera alors Fy +...+F, = I} et F, et on dira qu’on a une
somme directe orthogonale.

Definition 3.14. — Une famille de vecteur (ey,...,e,) de E est dite
famille orthogonale si (e;,e;) = 0 pour tout i # j. Si de plus ||e;|| =1
pour tout i, on dit alors que celle famille est orthonomée ou orthonor-
male.

Une base orthonormale (b.0.n.) est une base dont les vecteurs forment
une famille orthonormale.

Ezxemple 3.15. — (a) Dans R"” muni du produit scalaire canonique, les
vecteurs de la base canonique forment une famille orthonormale.

(b) Dans M,,(R) muni du produit scalaire (A, B) = tr(*AB), les vec-
teurs de la base canonique forment une famille orthonoramle.

Théoréme 3.16. — Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E
est libre.



LICENCE DE MATHEMATIQUES, S4 11

Si cette famille est de cardinal fini n , alors elle est base d’un sous-espace
vectoriel de dimension n.

Démonstration. — Soit (e;); une famille libre (I fini ou infini dénom-
brable). Si Z]EJ Aje; = 0 ou J est une partie finie de I et \; € R, alors
pour tout k € J on a

0=> Nejien) = Mellex]”
jed
avec ||e|| # 0 et nécessairement A, = 0. O
Ezxemple 3.17 — La famille {cos(nt),sin(mt) ; (n,m) € N x N*}
est une famille orthogonale dans I’espace des fonctions continues et 27-

periodiques sur R muni du produit scalaire (f,g) = [7_f(¢)g(t)dt (voir
de la feuille 3).

4. Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Théoréme 4.1 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt)
Pour toute famille libre (x;)1<i<p, de E, il existe une unique famille
orthonormée (e;)1<i<p dans E telle que

Vect{ey,...,ex} = Vect{zy,..., a3}
1,... . B 2
whe (Lo { et )
Démonstration. — On procéde par récurrence sur p < 1.
Pour p = 1, on a nécessairement e; = A\jx; avec Ay € R* et 1 =
llex]|? = A2||z1]|?, donc A2 = L ce qui donne deux solution pour \;. La
1 L= Jlaall

condition supplémentaire (xq,e;) > 0 entraine A\; > 0 et on obtient ainsi
I'unique solution e; = nz_lluxl'

Supposons p > 2 et supposons construite la famille orthonormeée (e;);<;<,—1 vérifiant
les conditions

Vk e {l,...,p— 1}, Vect{ey,...,ex} = Vect{zy, ..., a1} et (zx,ex) > 0.

Si (€}, €, ..., €, 1,¢€p) est une solution au probléme on a alors nécessai-
rement ej, = e, pour tout k € {1,...,p—1}, car la famille (e}, €5, ..., e, )
satisfait aux conditions requises a l'ordre p — 1. Puisque

Vect{ey,...,e,} = Vect{z1,...,x,} = Vect{e,... ,ep_1,7,},
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il existe Aq, ..., A, réels tels que

p—1
ep = E Ajej + ApTp.
Jj=1

Avec les conditions d’orthogonalités (e,,e;) =0pour j=1,...,p—1, on
déduit que

v] € {L"-ap_ 1}a )‘j +)\p<$P76j> =0
et

ou
p—1

Yp = Tp — Z(xm ej)e;-

j=1
Comme z, ¢ Vect{z1,...,z,-1} = Vect{ey,...,e,_1} on déduit que y, #
0 et la condition ||e,|| = 1 donne

1
M =
! ||yp||

La condition supplémentaire

1 e 1
0 < (zp, ) = <)\_(€p - Z)‘jej)7€p> bW
4 j=1 4

N _ 1 1 . .
entra.me Ap > 0, donc A\, = Wl €t e = e Ceci donne une unique
solution pour e,,. O
Remarque 4.2. — On peut généraliser le théoréme précédent a toute

famille libre infinie dénombrable (x,,),en.

Remarque 4.3 (Algorithme). — La construction de la famille ortho-
normée (e;)1<i<p peut se faire en utlisant I’algorithme suivant :

Yy1=7=21, €1 = myl
k—
Y =Tk — ijll@k,@j)@j, €L = myk (k=2,....p).
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Le calcul de |lyx|| peut étre simplifier en écrivant que

k—
lyell? = (yr; 2n — iji@kv €j)€;)
= (yr; ) (cary, Lejpourl <j<k—1)
= (= 2501 (Ths eg)egs o)
k-1
= llzkll* = 32550 (ks )
Les (xy; e;) étant déja calculer (pour obtenir yy) il suffit de calculer ||z ||.
En fait le calcul de (yx; zx) est souvent rapide.

Corollaire 4.4. — Tout sous-espace vectoriel de E de dimension finie
non nulle, en particulier tout espace euclidien non nul, admet une base
orthonormée.

Démonstration. — Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension n de
F et soit (vy,...,v,) une base de E, donc une famille libre de E. Alors
(d’apres le procédé de Gram-Schmidt) il existe une famille libre (eq, ..., e,)

de E vérifiant les propriétés (Equation 2). Puisque
Vect{ey,...,e,} = Vect{vy,...,v,} = F

la famille (eq,...,e,) est une b.o.n. de F. O

Remarque 4.5. — Si E est un espace euclidien de dimension n et B =
(€i)1<i<n une base orthonormée de E, alors tout vecteur « € E s’ecrit

n

x = Z(x;ei>ei.

i=1
Siz,y € E on peut écrire
n n
(wy) = (me)(yie) =Yz ='XY
i=1 i=1
ol les x; et y; sont les coordonnées de x et y respectivement dans la base
B et X et Y la matrice de x et y dans cette base. On a aussi

n

n
Iz =) (w;e)? =) ai.
i=1

=1

Ezxzemples 4.6. — (a) Considérons R* muni du produit scalaire cano-
nique (x;y) = > x;y;, et considérons la base (vq, va,v3,v4) OU

vy =(1,1,1,1),v5 = (1,1,0,0),v3 = (1,0,1,0),v4 = (1,0,0, 1).
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On va utiliser 'algorithme de Gram-Schmidt pour construire une b.o.n. :
o uy =y, [Jur] = [jor]| = 2, donc

1 1
€1 = 77U = _(]-7 ]-7 ]-7 1) ;

[ | 2
o uy =1y — (vier)er = (1,1,0,0) — (A + D11, 1,1,1) = 1(1,1,—1,—1),
||ug|| = 1, donc
1
€2 = muz = 5(17 1L,—-1,-1)}

® U3 — VU3 — <U3;€1>€1 — <113,62> (1 0,1,0) (1, 1, 1, 1) -0 =
5(1,—1,1,-1),
HU3H =1, donc

1 1
T us = _(17 _17 17 _1) )
I 2

® Uy = U4—<U4; €1>61—<U4; €2>€2—<U4; €3>€3 = (17 0,0, 1>_%(1» L1, 1)_
0-0=3(1,-1,-1,1),

||U4|| = 17 donc

€3 —

1
~(1,-1,-1,1) |

Cp = —Uy =
ol 2

Ainsi, la famille (eq, s, €3,¢e4) est une b.o.n. de R* muni du produit
scalaire canonique.
(b) Considérons ’espace vectoriel Ro[X] muni du produit scalaire

(P;Q) = / (2 - O)PHQ)t

Il s’agit bien d'un produit scalaire car I'application ¢ — 2 — t est conti-
nue et a valeurs strictement positive sur ]0,2[ (voir Exemple 1.2, (f)).
On va construire une b.o.n. (P, Py, P») en partant de la base canonique
(1, X, X?) et en utilisante l'algorithme de Gram-Schmidt :
e Q=1,

Qo> = fo —t)dt = 2, donc

1 1

1ol V2]
e Q=X —(X;P)P =X — ffo )t gsdt = X — 3

37

Py =
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Q17 = (Q; X fo )(t — 2)tdt = 3, donc
1 3
P=——O=-X-1j
1@ 2
o Qu= XP— (XX PR~ (Y3 P)P = X2 = 3X + 1,
||Q2||2 <Q2,X2> 75, donc
1 V6
Py = ”Q2HQ 1 ~—(5X? —8X +2)|
Ainsi, la famille de polynéme (% 3X -1, ‘[(E)X2 8X + 2)) est une

b.o.n. de Ry[X] pour le produit scalalre choisi.

[Compétence visée.]

Savoir appliquer l'algorithme de Gram-Schmidt pour déterminer
une b.o.n.

5. Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel

Soit E un espace préhilbertien réel de produit scalaire (-; ).

Théoréme 5.1. — Si F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie
de E et si x € E, alors il existe un unique vecteur de F', noté pp(x),
tel que x — pr(x) € F+. On l’appelle projecté orthononal de x sur F.
Dans une b.o.n. (€;)1<i<n de F son expression est donnée par

pr(zr) = Z(Sc; €;)€;,

et on a
n

e = pr(@)|2 = 21 = (@) = 2l = Y (5 e
=1
L’application
PF . F — FJ'
x = pp(z)
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est appelée projection orthogonale de E sur F'. L’application

F — Rt
v o= d(z,v) =z =
admet un minimum global strict sur F, il est atteint en pp(x).

On appelle distance de z au sous-espace vectoriel F' le réel noté d(x, F)
défini par

d(z, F) = inf d(z,v) = mind(x,v) = ||z — pr(2)|.

vel veF

Démonstration. — Posons dim F' =n > 1 et soit (e;)1<i<, une b.o.n. de
F.Soit y=>"" Xe;. On a
r—yeFt < (r—ye;)=0,Vj=1,....n
= (z;¢) = (y;€5) = A}, V7.
D’ou l'existence et 'unicité du vecteur y,

Y= Z(x; ¢i)ei := pr(z)
i=1
Le théoreme de Pythagore donne alors, pour tout v € F'
da. 0 = llz = vl = (@~ pe(@)) + (pr(@) = )| 2
= |z = pr@)II° + lpr(z) —vl* = [z — pr(z)|
Donc d(z,v) > ||z — pr(z)|| et on a égalité si v = pp(x). On en déduit
que l'application v — d(z,v) atteint son minimum en v = pp(x). O

Ezxemples 5.2. — (a) On considére l'espace vectoriel R3[X]| muni du
produit scalaire

@)= [ P

L’application (P, Q) — (P; Q) est bien définie puisque (récurrence) Vk €
N, f0+°° tFe~tdt = k!. On vérifie ensuite facilement qu’il s’agit bien d’un
produit scalaire.
On souhaite calculer la distance d( P, Ry[X]) du polynoéme P = 1+ X+ X?
au sous-espace vectoriel Ry[X].
On commence par construire une b.o.n. de R3[X| pour le produit scalaire
(;-). En utilisant l'algorithme de Gram-Schmidt sur la base canonique
(1, X, X2, X3) de R3[X], on a

* Qo=1,1]|Qo|* =1, donc By = on =1;

.Ql :X—<X,P0>PO :X—l, ||Q1||2 = 17dOHCP1 = m@l :X—l,
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0y =X?— (X% PPy — (X% P)P = X2 —4X +2, ||Q2]|* = 4, donc

[ J Qg = X3 — <X3,P0>P0 — <X3,P1>P1 — <X3,P2>P2 = X3 —9X2+
18X — 6, ||Qs]|? = 36, donc Ps = ng = +(X?—9X? + 18X —6)

Ainsi (Fy, Py, P2, P3) est une b.o.n. de R3[X] et (P, Pi, P») est une
b.o.n. de Ry[X].

Si Q est la projection orthogonale du polynéme P =1+ X + X3 sur
Ry[X], alors

2
Q=) (P;P)Py
k=0

Or le polynéme P s’écrit lui aussi dans la b.o.n. (P, Py, Ps, P3)
3 2
(P; Po)Py =Y (P; Py)Py+ (P; P3)Py = Q + (P; Py) Py
k=0 k=0

P

Le coefficient (P; P3) peut s’obtenir en identifiant les coefficients de X3,
soit
(P; P3) = 6.
Donc
Q=P — (P;P)Py =92 — 17X + 7,
et
d(P,Ro[X]) = [P = Q| = [{P; P5) Ps|| = [(P; P3)||| P3| = (P; P3) = 6.
(b) On cherche a calculer
1
M = inf / (2% — ax — b)*dx.
(a,b)eR2 J_4

Pour cela nous allons interpreter M comme étant la distance d’un vecteur
a un sous-espace vectoriel d’un espace préhilbertien bien choisi.
On considére £ = C°([—1,1],R) muni du produit scalaire

(fi9) = g f(x)g(z)d.

On a alors
M = inf(, pere f_ll(xQ —ax — b)?*dx
= infger, a ||/ — Q|
= d(f,Ry[z])?
= = prapy (DI = 1F1P = Py ey (I
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ou f(z) = 2% et Ryfx] = {Q : * — ax + b, (a,b) € R?} sous-espace
vectoriel de dimension 2 de E.
En appliquant le procédé de Gram-Schmidt a la base canonique (1, z)

de R;[z]) on trouve la b.o.n. (Py = \/Lﬁ, P = %x) On a alors

Pri[)) (f) = (f; Po)Po + (f: P1) P,

avec (f; Fo) = %J% et (f; P1) = 0 donc pr,))(f) = 3, ot
2 2 8

M: 2— - 2:———:—

[Compétence Visée.]

Savoir calculer la projection orthogonale d'une vecteur x € E sur
un sous-espace vectoriel de dimension finie F' et calculer la distance
d(z, F). Savoir calculer des infimums comme dans I'exemple 5.2

Corollaire 5.3. — Si I’ est un sous-espace vectoriel de dimension finie
de E, alors E = F &+ F*.
Démonstration. — Pour tout x € F N FL, on a ||z]|?> = (x;2) = 0, donc

z=0et FNF*+={0}.
Pour tout z € E, on a = pr(z) + (z — pr(z)) € F 4+ F*, donc E =
F+ F* O

Remarque 5.4. — (a) Si E est un espace euclidien et si F' est un sous-
espace vectoriel de F, on a dim F'+ = dim E — dim F. Donc dim(F+)*+ =
dim F. Or F C (FY)*, dou (FH)* = F.

(b) Si F est de dimension infinie, on a toujours F'NF+ = {0} mais pas
nécessairement £ = F'@ F* : on considére par exemple E = C°([0, 1], R),
'espace des fonctions continues sur [0, 1] muni du produit scalaire (f; g) =
fol f(t)g(t)dt. Si F = R[z], alors (théoréme de Weierstrass) F* = {0} et
E+#FoFt

Proposition 5.5. — Soit F un sous-espace vectoriel de dimension n de
E et pr la projection orthogonale sur F. Alors

(a) Pourx € E, onax € F < pp(x)=x.

(b) pr est une application linéaire surjective ;

(c) pr est un projecteur d’image F, c-a-d., pp o pr = pr. De plus
Imppr =F et Kerpp = F*;
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(d) Si E est de dimension finie, on a pp + ppr = Id;
(e) Si E est de dimension finie, on a ppoppr = ppropr =0;
(f) pr est lipschitzienne de rapport 1, Vx € E, ||pp(x)| < ||z

Démonstration. — (a) Si z = pp(z), alors x € F. Réciproquement, soit
r € F, comme x —x =0 € F* alors pp(z) = .

(b) Comme pp(x) = z pour tout x € F, on a pp o pp = pp.
Si (€;)1<i<n est une b.o.n. de F, alors Vo € E, pr(z) = D5 (z;€:)e;,
d’ou la linéarité de pp.

(c) L'égalité pp(z) = x pour tout z € F entraine que pp est surjective
et que Impr = F.
Soit x € Ker pr, on a pr(z) = 0 et z = z—pp(x) € F*. Réciproquement,
siz=1z—0¢€ F' alors pp(z) = 0. Donc Kerpr = F*.

(d) Dans E = F @ F*, on a les deux écritures

v = [z —pp()] +pr(r) =[x —pro(a)] + pro(z).

Comme pp(z),z — ppi(x) € F et ¥ — pp(x),ppr € F*, on a d’aprés
I'unicité de I'écriture que x — pp(x) = ppo(z), donc pp.(z) + pp(z) = .
(e) On déduit du point précédent que pp(z — ppi(x)) = pr(pr(x)) =
pr(x), donc prp(ppi(z)) = 0. L'égalité pp1 opr = 0 se montre de maniére
analogue.
(f) Pour tout x € £, 0 < d(x, F)? = ||z||* — ||pr(2)]|?, donc ||pr(z)|| <
[l]]- O

Remarque 5.6. — Si D = Ra est un sous-espace vectoriel de dimension
1 de E (une droite vectorielle) ot a € E, alors

xa
Vr € EJ pD(‘x) = WCIH

puisque une base orthonormée de D est (ﬁa).
Si H est un hyperplan de E, alors H = (Ra)* ou a € E, alors puisque
PRa +p(]Ra)J- = [da

(z; a)

Vee E, py(z) =0 — ~——
lal”

a.
Definition 5.7. — Supposons que E est un espace vectoriel euclidien.
Soit F' un sous-espace vectoriel de £ de dimension d. La symétrie or-
thogonale par rapport & F' est 'application définie sur E par

sp(x) = pr(z) — ppo(2)
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Remarques 5.8. — (a) Puisque pr et pp1 sont linéaires, sp est linéaire.
(b) Si F' ={0}, alors sp = —Id et si F' = E, alors sp = Id.
(c) De pra + pray~ = Id, on déduit que
Ve € B, sp(r) =2pp(z) —x =2 — 2pp.(x).

(d) Si F'= D = Ra est une droite vectorielle, alors
Ve e E, sp(x) =2pp(x) —x =2—"—-a—x.

(e) Si F = H = D* = (Ra)* est un hyperplan de E, alors

Ve € E, sy(x) =2py(z) —x =a— 2%@.
a

Proposition 5.9. — Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace eucli-
dien E. On a
(a) Pourx € E, 2 € F < sp(x) =z etz € F+ < sp(z) = —2x.
(b) sposp=1d (sp est une involution).
(c) sp+spL =0 et sSpospL =spLosp=—Id.
Démonstration. — (a) Soit x € E,onaxz € F <= pp(zr) =12 <
sp(z)=xetz € Ft < ppi(z) =2 < sp(x) = —x.
(b) On a

sposp = (pr—DppL)o (pF —pFL)
=PrOpPF —PpLOPF —PFOPpL + PpL OPpL
:pF +pFl = [d
(c) On a
sp+spr = (pp—ppe) + (Ppr —pr), (car (FL)L =F)
et
spospL = (pr—ppL)o (prL — pr)

=PrOPpL —PplL OPpl —PFp OPFr —PrplLl OPF
= —pr —ppL = —1d.

[Compétence Visée.]

Savoir déterminer la projection orthogonale sur un s.e.v. F', symé-
trie orthogonale par rapport a un s.e.v. F.
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Théoréme 5.10 (Inégalité de Bessel). — Si (eq,...,e,) est une fa-
mille orthonormale de E. Alors pour tout x € E, on a

n

> (wie)® < z))”

i=1
Démonstration. — Soit F' = Vect{ey,...,e,}. C’est un sous-espace vec-
toriel de dimension n de F et (eq,...,e,) en est une b.o.n. Pour tout

r e E, pp(x) =>1" (r;e)e; et

n

> fwse)® = pp()| < =)

i=1
d’aprés la proposition 5.5. O]

Corollaire 5.11. — Soit (e;);en une famille orthonormale infinie dé-
nombrable de E. Alors pour tout v € E, on a

> (wre)? <zl

neN
Démonstration. — D’apres la proposition 5.10, pour toute partie finie
JCN,onay  (x;e;)? < [lz|]*. Donc la série ), (x;e;)* est conver-
gente et Y, o @i €)” < [l s

6. Orientation d’un espace vectoriel euclidien

Soit F un espace vectoriel réel de dimension finie n. Si B et B’ sont
deux bases de F, alors on note detg(B') le déterminant de la matrice de
passage de B a B3'.

On a alors detg(B’) et dets (B) sont non nuls et inverse 'un de 'autre. Ils
sont donc tous les deux strictement positifs ou tous les deux strictement
négatifs.

On définit alors une relation sur ’ensemble des bases de F

B~ B < detg(B') > 0.

Proposition 6.1. — La relation ~ est une relation d’équivalence et il y
a exactement deux classes d’équivalences pour cette relation.

Démonstration. — La relation est évidemment reflexive, puisque detg(5)
detl, =1>0
La relation est symétrique puisque si detg(B’) > 0, alors detg (B) =
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W > 0.
La r(elz;tlon est transitive puisque si detg(B’) > 0 et dets (B”) > 0 alors
dets(B”) = detg(B’) detg (B") > 0.

Soit B = (e;)1<i<n une base de E fixée. Pour tout autre base B’ =
(€})1<i<n de E, en désignant par P = (a;;)1<ij<n la matrice de passage
de B a B, on a soit det P > 0 soit det P < 0.

— Sidet P > 0, alors B’ ~ B et B’ est dans la classe de B.

— Sidet P < 0, alors on considére la base B~ = (ey,...,e,_1,—€,). La
matrice de passage de B~ a B’ est

al,l DY ... CL]_”I’L
P =
Qpn 1 Ap—1mn
—Qp1 " —Apn-1 Qpon
et det P~ = —det P > 0, donc B ~ B~ et B’ est dans la classe de
B~. m
Definition 6.2. — Orienter un espace vectoriel E revient a choisir

une base By de E.

On dit qu’une base B est directe (ou qu’elle définit la méme orientation
que By) si B est dans la classe d’équivalence de By, c-a-d. detg,(B) >
0 et on dit que cette base est indirecte dans le cas contraire, c-a-d.

detBO (B) < 0.

La proposition précédente nous dit qu’il n'y a que deux orientations
possibles pour F.

Proposition 6.3. — Un espace vectoriel euclidien orienté admet une
base orthonormée directe.

Démonstration. — Soit B = (e;)1<i<n, une b.o.n. de E. Si B est directe
alors c’est une b.o.n. directe. Sinon B est indirecte et (d’aprés la démons-
tration de la proposition 6.1) la base B~ = (ey,...,e, 1, —€,) est une
b.o.n. directe. O]
Exzemple 6.4. — (a) On peut orienter le plan euclidien par le choix
d’une b.o.n. B = (zﬁ7 j) tel qu’on tourne i vers ; dans le sens trigonomé-

- -,

trique. Les base (—i,—j), (5, —z) (—j’, ;) sont directes, alors que les
bases (—i,7), (i,—7), (j,i) et (—j, —i) sont indirectes.
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(b) L’espace euclidien de dimension 3 peut étre orienté par le choix de
la b.on. B = (;, 7, k) satisfaisant a la régle du bonhomme d’Ampére. Les

bases (j, E, ;), (E, i, ;) sont directes, alors que les bases (Z, E, ;), (lg, 7, ;) et
(7,1, k) sont indirectes.

(c) Si (eq,...,e,) est une b.o.n. directe d’un espace vectoriel euclidien
orienté et si o € S,,, la b.o.n. (eg(l), . ,eo(n)) est directe si, et seulement

si (o) =1 (Voir Feuille 4).

Proposition 6.5. — Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de
dimension n et H un hyperplan de E de vecteur normal unitaire a,
H = (Ra)t. Il existe une unique orientation de H telle que pour toute
b.o.n. directe (e, ... ,e,—1) de H, la famille (e, ..., e,_1,a) est une b.o.n.
directe de F.

On dira alors que U'hyperplan H est orienté par le vecteur normal a.

Démonstration. — Soit (g1,€1,...,6,—1) une b.o.n. de H.
Unicité : Les deux bases

(€1,€2,...,6n1) €t (—€1,62,...,6n-1)

définissent les deux orientations de H, et parmi les deux b.o.n. de

(51782,...,€n_1,(l) et (—61782,...,€n_17(1)
il n’y en a qu’une qui soit directe.
Existence : Orientons H par Bj = (e1,...,&,_1). Quite a changer
£1 en —eq, on peut supposer By = (&1,...,6,_1,a) directe. Soit B’ =
(é1,...,€,_1) une b.o.n. directe de H. La famille B = (ey,...,e,_1,a) est

une b.o.n. de E. Soit P’ la matrice de passage de B}, & B', alors la matrice

de passage de By a B est
P 0
p_< i 1).

Comme det P’ > 0, on a det P > 0 et par suite B est directe. ]

Exemple 6.6. — Dans un espace vectoriel euclidien orienté de dimen-
sion 3, l'orientation d’une droite définit une orientation de son plan per-
pendiculaire.

7. Produit mixte, produit vectoriel

On va admettre le théoréme suivant. Il sera considéré dans le chapitre
suivant.
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Théoréme 7.1. — Soit E un espace vectoriel euclidien et soient B et
B’ deux b.o.n. Alors le déterminant de la matrice de passage de B a B’
est égal a 1.

Soit £ un espace vectoriel euclidien de dimension n > 3 orienté par le
choix d’'une b.o.n. By = (e, ..., e,).

Si B est une autre base de E, alors pour tout n-uplet (z1,xs,...,2,)
de vecteurs de F, on a

detp,(z1, 22, ..., 2z,) = detp,(B)dets(xy, za, ..., xy).

Il en résulte que si B est une b.o.n. directe, la quantité dets(z, o, . .., x,)
ne depends pas de B puisque detg, (B) = 1. On la note det(xy, z, ..., x,)
ou [z, Ty, ..., x,] et on dira que c’est le produit mixte des vecteurs or-
donnés x1,xs,...,x,.
En remarquant que pour tout (n—1)-uplet xy, s, ..., x,_1 de vecteurs
de E, I'application
x> [T, 20,0 Ty, T

est une forme linéaire de £. On déduit de la Proposition 3.11 du Chapitre
3 qu’il existe un unique vecteur a € E tel que

Ve € B, [r1,29,...,2,-1,2] = (a; ). (3)
ce vecteur a étant fonction des vecteurs x1, s, ..., T,_1.
Definition 7.2. — Le produit vectoriel des n—1 vecteurs 1, xs, ..., T, 1

de E est le vecteur a définit par (Equation 3). On le note 21 Axg A--- A
Tp—1-

Soit une b.o.n. By = (ey,...,e,) de E. Pour tout j compris entre 1 et
n — 1, les réels

det(il,l'g, c. ,$n_1,67;) = <l’1 VAN i) VANRIERIVAY Tpn—1; €i>

sont les composantes du vecteur x1 Axy A--- A x,,_1 dans la base By. On

a donc
n

LI NTo N NTp_1 = Z(—l)z+nAlel
i=1
ou A; est le déterminant d’ordre n — 1 déduit de det(zq,x2, ..., Tp_1,€;)
en supprimant la i-éme ligne ¢ et la n-éme colonne.
(—1)"*"A; est aussi le cofacteur d’indice (i,n) de la matrice des vec-
teurs x1,xs,...,T,_1,€; dans la base By.
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En utilisant les propriétés du déterminant, on obtient le résultat sui-
vant

Théoréme 7.3. — (a) Le produit vectoriel est une application (n — 1)-
linéaire alternée de E"' dans E.

(b) Le vecteur xy Axa A+ -+ ANx,_q est orthogonal a tous les vecteurs x;,
pour tout 1 <1 <n—1.

(c) On a 1 Nxg A -+ ANxyy = O si, et seulement si la famille
(x1,x9,...,x,_1) est lie.

(d) Si la famille (x1, 2o, ...,x,—1) est libre, alors
det(xl,xg, ey 1,1 VANK 2N ANCICIAN [L’n_l) = ||IL‘1 VANK 23 ANCIIAN In_1||2 > 0.
et la famille (z1,xg, ..., Tp_1,T1 Ao A+ ANxy_1) est une base directe de
E.

(e) Si la famille (xy,xa,...,2,-1) est orthonormée, alors la famille
(1,22, Ty 1, L1 AT A -+ ANZy_q) est une b.o.n. directe de E.
Démonstration. — (a) Puisque chaque application

(l’l, o, ... ,l’n_l) — det((xl, T2y ...y, Tp—1, ei)
est (n — 1)-linéaire, application (1, zg,...,Zy_1) — T3 AZ2 A+ ATy

est (n — 1)-linéaire.
(b) Comme, pour tout 1 <i<n—1,

(xy ANxa N ANxp_q; ) = det(xy, x9, ..., xp_q,2;) = 0.
le vecteur 1 A xg A -+ A x,_1 est orthogonal a x;.
(c) Sila famille (zq, xo, ..., z,_1) est liée, il en est de méme de la famille
(r1,x9,...,x,_1,x) pour tout x € E et

(x1y Nxg Ao ANxy_q; ) = det((zq, 22, ..., 2p_1,2) =0,

donc 1 Axg A+ ANx,y € B+ ={0g}.
Si la famille (z1,xs,...,2,_1) est libre, on peut la compléter en une
base (1,2, ...,%n_1,2) €t

(k1 ANxag N+ ANxy_q;2) = det(xy, x9, ...,y 1,2) #0,

ce qui entraine que x1 Axa A -+ Axy,_q # Op.
(d) Sila famille (zq, xa, ..., z,_1) est libre, on a x1 AzoA- - Az, 1 # O,
donc

det(r1, 29, ..., Tp 1,11 ATo A Ap_1) = [T Azg A Az 1|* #0

et (z1,29,...,Tp_1,1 Ao A--+ AT,_1) est une base directe de E.
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(e) Si la famille (xq,xs,...,2,_1) est orthonormée, alors elle est libre
et (1,29, ..., Tp1,21 ANTa A -+ AZy_1) est une b.o.n. directe de E. De
plus 1 A xg A --- A x,_1 est orthogonal a ’hyperplan H engendré par
L1yeoeyTp_1-

On compléte (xy,...,x,_1) en une b.o.n. directe de F, (z1,...,Tp_1,Tn),
o x, € H* et ||x,| = 1. Il existe donc A € R, tel que x1 A+ -Az,_1 = Az,
et

A=(zy N ANxp_1;2,) =det(zy,..., 2, 1,2,) =1

donc A=1letx1 A Axp_1 = 2. ]

De la Remarque 5.6 du Chapitre 3, en utilisant le produit vectoriel, on
a:

Théoréme 7.4. — Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n
et soit H un hyperplan de E et (z1,...,x,_1) une base de H. Alors la
droite D = H* est dirigée par le vecteur x4 Nxo A -+ A xp_q et pour tout
x € E, la projection orthogonal de x sur H est donnée par

B (xr Nz N ANXy_1; )
Hx1 /\.TQ/\ /\ZCn,1”2

pu(r) =2 (Tr ANz A Axyq),

et la distance de v a H est

A H) = [{x1 Axg A Axy_q; 7)) _ |det(zq, 2o, - ,xn_l;a:)|.
||$1/\(L’2/\"'/\Z‘n_1l| ||I1/\I2/\/\l‘n_1”
Remarques 7.5. — (a) Le théoréme précédent nous dit aussi qu’'une
équation de ’hyperplan H de base (z1,...,2,_1) est donnée par

r€H < dx,H)=0 <= (xt1 ANza A - ANxy_1;2) = 0.
(b) En supposant (z1,...,x,_1) une b.o.n. de H, on a
pr(z) =2 —(x; ANxa N ANxpyp;2) (T AT A AXyq),

et
dz,H) = [{xy Nxg A -+ AN xp_y; ).

8. Produit vectoriel en dimension 3

On suppose ici que E est un espace vectoriel euclidien de dimension 3
orienté par le choix d'une b.o.n. By = (eq, e, e3).
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Soient © = w1e; + xoes + w33 €t Yy = y1e1 + Y€ + yses3 deux vecteurs
de E et notons x Ay = z = z1e1 + 295 + 23e3. On a alors

x
21 = (xAyjer) = det(z,y,e) = xi ??ﬁ = TaYs — T3Y2
T
z = (v Ay;er) = det(r,y,e) = — x;, Zgj;, = I3Y1 — T1Y3
x
= oA gies) = det(apnea) = | 71 0| <o~ o

Dot la régle de calcul de produit vectoriel de deux vecteurs de R? :

T Y1 TolYs — T3Y2
T2 | A Y = | Z3y1 — T1Y3
T3 Y3 T1Y2 — T2l

Proposition 8.1. — Soit (fi, fo, f3) une b.o.n. directe de E, alors on a
INfe= T3, faANfa=fi, [8ANfiL=fa

Démonstration. — Voir Feuille 4. OJ

Remarque 8.2. — (a) Puisque I'application (z,y) — x Ay est bilinéaire
alternée, on a pour tout x,y,z € E et tout A € R

D (x+y)Nz=zAz+yAz;

2)zAN(y+z)=xANy+axAz;
(3) (Ax) Ay =aA(Ay) = Az Ay);
(4) zAny=—(yAx)
(b) Le produit vectoriel n’est pas commutatif, puisque si (z, y) est libre,
onarzAy=—(yAz)#yAcz.

(c) Le produit vectoriel n’est pas associatif, car e; A (e; Aeg) = e; Aez =
—ey #0g et (e Aey) ANea =0 Aeg =0p.

Proposition 8.3. — Pour tout x,y,z € E, on a

T A (YA z) = (x;2)y — (T;9)2;
(x ANy) Az = (z;2)y — (y; 2).

Démonstration. — Voir Feuille 4. OJ
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