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1. Formes bilinéaires symétriques

Dans tout ce chapitre K est un corps commutatif de caractéristique 0
et E est un K-espace vectoriel.

Definition 1.1. — Une application ¢ : E x E — K est une forme
bilinéaire sur E s:
(a)Vy € E, ¢, : x— p(x,y) est une forme linéaire sur E.
On dira ausst que @ est linéaire par rapport a la premiére place.
(b)Vr € E, v, :y+— o(x,y) est une forme linéaire sur E.
On dira ausst que @ est linéaire par rapport a la deuxieme place.

Soient ¢ est une forme bilinéaire sur £, m,n € N, ay,...,qa, € K,
Biye s Bm €K, 2y, ..., € Eety,...,yn € E. Alors

(1) @(Z Oéﬂi,Zﬁjyj) =3 > aiBio(i,yy).

i=1 j=1

(©Février 2017, Khalid Koufany
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Definition 1.2. — (a) On appelle forme bilinéaire symétrique sur
E toute forme bilinéaire ¢ : E x E — K vérifiant
Va,y € B, o(z,y) = oy, z).
(b) On appelle forme bilinéaire antisymétrique sur E toute forme
bilinéaire ¢ : E x E — K vérifiant
v'xay S E? 90<x7y) = _(p(yVI)
(¢) On appelle forme bilinéaire alternée sur E toute forme bilinéaire

v : B x E — K vérifiant
Vee E, p(x,z) =0

Remarque 1.3. — (a) Une forme bilinéaire est alternée si, et seulement
si, elle est antisymétrique.

(b) Dorénavant, on abrégera forme bilinéaire symétrique en fbs.

(c¢) Une application ¢ : E x E — K est une fbs si, et seulement si,
¢ est symétrique et linéaire par rapport a la premiére (ou la deuxiéme)

place.
(d) Si ¢ est une fbs sur F, alors Vo € E, p(z,0) = ¢(0,z) = 0.

Exzemples 1.4. — (a) Sur E = R", pour a4, ...,a, € R, application

o(r,y) = Z ;i TiY;

i=1
est une fbs.
(a) Si 4,0y € E*, alors 'application

olr.y) = (B @)a(0) + b))

est une fbs sur E.
(c) Sur E = C°([0, 1], R), 'application

o0 = [ gt

est une fbs.
(d) Sur E = M,,,(R), 'application

©(A, B) =tr(AB)

est une fbs.
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On note BL(FE) l'ensemble des formes bilinéaires sur E. On notera
aussi S(F) 'ensemble des fbs sur E.

Proposition 1.5. — (a) L’ensemble BL(E) est un sous-espace vectoriel
de F(E x B,K).
(b) L’ensemble S(E) est un sous-espace vectoriel de l’espace BL(E).

Démonstration. — Immédiat.

]

2. Forme quadratiques

Definition 2.1. — On appelle forme quadratique sur E toute appli-
cation q - E — K de la forme

q:x— oz, )

ol ¢ est une forme bilinéaire sur E. Dans ce cas, on dira que q est la
forme quadratique associée a .

Remarque 2.2. — A priori, il n’y a pas unicité des formes bilinéaires
associées & une forme quadratique. Par exemple sur R?, les formes bili-
néaires p(z,y) = T1y1 + Tays et Y(z,y) = T1y1 + T1Y2 — Tayy + Toyo défi-
nissent la méme forme quadratique q(z) = ¢(z,z) = 23 + 22 = Y(x, 7).

L’unicité de ¢ est assurée par le résultat suivant :

Théoréme 2.3. — Si q est une forme quadratique sur E, alors il existe
une unique forme bilinéaire symétrique ¢ telle que q(z) = p(z,z) pour
tout x € E.

Démonstration. — La forme quadratique ¢ est définie par ¢(z) = (2, z)
pour x € F ou g est une forme bilinéaire sur E (qui n’est pas forcement
symétrique). L’application ¢ définie sur £ x E par

o(z,y) = %[900(95,?/) + @o(y, )]

est bilinéaire et symétrique avec ¢(x,z) = ¢(x) pour tout x € E, ce qui
prouve l'existence de .
Comme ¢ est bilinéaire symétrique, on a pour tout =,y € £

q(x+y) =px+yx+y) =@ )+ 20(x,y) + @y, y)
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de sorte que

1
(2) pla,y) = slalr +y) —a(z) —aly)]
ce qui prouve 'unicité. n
Proposition 2.4. — Soit q une forme quadratique sur E et ¢ la forme

bilinéaire symétrique associée. On a
(a) VA € K, Vx € E, q(A\r) = Nq(x).
(b) Vr,y € E, q(z +y) = q(x) + 2¢(x,y) + q(y)-
(c) Yo,y € E, p(x,y) = § [q(z +y) — q(x) — q(y)].
(d)Vr,y € E, o(x,y) = 3 [q(x) + q(y) — a(z —y)].
(e) Yo,y € E, p(x,y) = 1 [a(z +y) — qlz —y)].

Démonstration. — 1l suffit d’expliciter le calcul de g(z + \y) = p(z +
Ay, + Ay) en tenant compte de la bilinéarité et de la symétrie de .

gz +Xy) =+ Ay, z+ \y)
= p(z, ) + Xo(z,y) + Ao(y, z) + Ny, y)
= p(z, ) + 2 p(z,y) + No(y,y).

Tous les points (de (a) a (e)) se déduise de cette derniére formule. [

— —

Definition 2.5. — Toute fq q sur E est associée a une unique fbs ¢
sur E appelée forme polaire de g et définie par (c), (d) ou (e) de la
proposition 2.4.

Ezemple 2.6. — (a) Pour a4, ...,a, € R, Papplication

n

2

T — E a;x;
i=1

est une forme quadratique sur R" de forme polaire associée
n
(z,y) — E A;T3Y;-

i=1

(b) Soient ¢y, ¢s € E*, 'application
x> b (z)le(x)

est une forme quadratique sur £ de forme polaire associée

(2.9) = () () + 6 (0)a(x).
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En particulier, si ¢ € E*, application
x> f(x)?
est une forme quadratique sur E et sa forme polaire est

(z,y) = L(z)l(y).

(c) L’application
¢:RX] =R, P / t)P"(t
est une forme quadratique sur R[X] et sa forme polaire

(PQ) 2 / + PHQ())d.

Proposition 2.7. — L’ensemble, Q(E) des formes quadratiques sur F,
est un sous-espace vectoriel de F(E,K).

Proposition 2.8. — L’application ¢ — q,, qui a toute fbs associe la
forme quadratique associée, est un isomorphisme de S(E) sur Q(E).

Démonstration. — 1l est claire que ¢ — ¢, est une bijection de S(E) sur
Q(E). On vérifie aisément que g,1rs = Gy + Agy. H

Corollaire 2.9. — Soient ly, ... L, des formes linéaires sur E etaq, ..., a,
des scalaires. Alors x — Y ;i_, a;li(x)* est une forme quadratique sur E

de forme polaire (z,y) — > ._, a;l;(x)l;(y).

Démonstration. — Pour tout i € [1,n], l'application z +— £;(x)* est
une forme quadratique admettant pour forme polaire la tbs (z,y) —
l;i(z)¢;(y). La linéarité de ¢ — ¢, permet de conclure. O

3. Forme positive et définies positives

Dans ce paragraphe, on suppose K = R.
Soit ¢ une fbs sur E et ¢ la forme quadratique associée.

Definition 3.1. — (a) On dit que @, ou q est positive, si elle vérifie
Ve e E, p(z,z) > 0.
(b) On dit que ¢, ou q est définie positive, si elle vérifie
Ve e E\ {0}, o(x,z) > 0.
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On note :

ST(R) et STT(R) les ensembles des fbs respectivement positives et
définies positives.

QT (R) et QTT(R) les ensembles des fq respectivement positives et
définies positives.

Remarque 3.2. — a) ¢ est définie positive si, et seulement si, elle est
positive et si Vo € E, p(z,2) =0 =2z =0.

(b) Les ensembles ST(R) et ST+ (R) ne sont pas des sous-espaces vec-
toriels de S(R). Ils sont évidemment stables par combinaisons linéaires a
coefficients positifs. On dit que ce sont des c6nes convexes.

De méme QT (R) et Q71 (R) sont des cones convexes.

Ezemple 3.3. — (a) La fbs sur R"

=1

est définie positive.
(b) Si E = CM([0,1],R), l'espace des fonctions continues par mor-
ceaux sur [0, 1], alors la fbs

o= | gt

est positive, mais non définie positive. Sa restriction a C([0, 1], R) I'espace
des fonctions continues sur [0, 1], est définie positive.
(c) La fbs sur M, (R)

(A, B) — tr(*AB)
est définie positive.

Théoréme 3.4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit ¢ une fbs positive sur E et q la forme quadratique associée. Alors

Yo,y € B, [o(z,y)] < q(z)q(y).

Dans le cas ot @ est définie positive, on a égalité si, et seulement si,
(x,y) est une famille liée dans E.

Démonstration. — Soit (z,y) € E?. L’application de R dans R
0 < P\ = q(z+ \y) = q(z) + 2 p(x,y) + A%q(y) est une fonction
polynomiale de degré inférieur ou égal & 2 dont les valeurs sont positives.
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e si g(y) # 0, alors ¢(y) > 0 et le discriminant réduit du trinéme P(\)
est (¢(z,y))* — q(x)q(y) < 0. D’ott le résultat.

esig(y) =0,onaV eR, P(A\) =2 p(x,y)+q(x) > 0.Sip(z,y) #0,
alors A — P()) est une fonction polynomiale de degré un et donc change
de signe, d’ot p(z,y) = 0 et 'inégalité est vérifiée.

Supposons que ¢ est définie positive. Si les deux vecteurs x, y sont liés,
alors © = ay ot a € R donc
p(1,y)* = o®p(z,2)* = a’q(x)’ = q(2)q(az) = q()q(y).
Réciproquement, si p(z,y)? = q(x)q(y), alors dans le cas ou ¢(y) = 0,
onay =0et(x,y) est lie; dans le cas ou ¢(y) # 0, on a la fonction
polynomiale P(A) a un discriminant nul, d’ou 'existence de A\g € R tel
que P(Xg) = 0. Comme P(X\g) = q(z + Aoy),  + Aoy = 0 puisque ¢ est
définie positive.

O

[Compétence visée.]

Savoir vérifier qu'une application est une forme bilinéaire (positive,
définie positive).

4. Formes bilinéaires symétriques en dimension finie : matrice
d’une forme bilinéaire symétrique

Dans ce paragraphe, E est un espace vectoriel de dimension finie n et
B = (e1,...,e,) une base de E.

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique et ¢ la forme quadratique asso-
ciée.

Théoréme et définition 4.1. — (a) On appelle matrice de @, ou de
q, dans la base B, la matrice symétrique

A = Matp(p) = (¢(es, €5))1<ij<n € My (K)
On a alors
(3) o(r,y) ="XAY =YAX,

ou X etY sont les matrices colonnes des coordonnées respectives de x et
y dans la base B.
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(b) Pour toute matrice symétrique A € M,(K), il existe une unique
forme bilinéaire symétrique ¢ sur K" dont A est la matrice. Plus préci-
sément, ¢ est donnée par la relation (3).

Démonstration. — (a) Solent © = >  x;e; et y = > | y;e; deux vec-
teurs de E exprimés dans la base B. De la linéarité de ¢ on déduit

p(r,y) = SO(Z Zi€i, Z yje;) = Z Z p(ei, e5)Tiy;
i=1 j=1 i=1 j=1
On pose ai; = (e e5), A = (aiy)i<ij<n, X = (@) et Y = (y;) les
vecteurs colonnes de x et y. Alors, il est clair que

'XAY = VAX = Z Zaijxiyj = o(z,y).
i=1 j=1
(b) Soit A € M, (K) une matrice symétrique. M, ;(K) étant identifié a
K™. On vérifie facilement que ¢ : (X,Y") — XAY est une forme bilinéaire
symétrique sur K" O

Remarque 4.2. — (a) On retiendra l'expression, dans une base B =
(e;) donnée, d’une forme bilinéaire symétrique

n n
pla,y) = XAY = Z Z Qi LY
i=1 j=1
ou a;; = p(e;,e;), Vi,j € [1,n]. La forme quadratique associée a pour
expression analytique dans B

Q(ﬂf) = tXAX = Z amxf + 2 Z Qi T2 5.

i=1 1<i<j<n

qui est un polynéome homogéne de degré 2 en les coordonnées (z;) du
vecteur x. On retrouve alors :

e les termes diagonaux a; de la matrice de ¢ dans la base B comme
coefficients des termes 7.

e les termes rectangles a;; comme demi-coefficients des termes x;z;
avec ¢ < J.

(b) On peut définir la matrice, dans une base B = (e;) donnée, de toute
forme bilinéaire ¢ (non nécessairement symétrique) par la méme formule

o(z,y) = 'XAY = Z Z ;Y-

i=1 j=1
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Dans ce cas la matrice A = (a;;) est symétrique (respectivement anti-
symétrique) si, et seulement si, la forme bilinéaire ¢ est symétrique (res-
pectivement alternée).

Théoréme 4.3. — Une application ¢ : E x E — K est une forme
bilinéaire (respectivement symétrique) sur E si, et seulement si, il existe
une matrice A = (a;j)1<i j<n € My (K) (respectivement symétrique) et des

formes linéaires (1, ..., L, € E* linéairement indépendantes telles que
Vr,y € B, o(x,y) = Z aiili(x)C;(y).
1<i,j<n
Démonstration. — Si p est bilinéaire, on a dans une base B = (e;), pour
tout z,y € £
o(r,y) = Z Z Ai;TiY5 = Z aiili(2)l;(y)
i=1 j=1 1<i,j<n

ou (¢;)1<i<n est la base duale de B : ¢;(x) = x;, Vi € [1,n]. De plus la
matrice A = (a;;) est symétrique si, et seulement si, ¢ est symétrique.
La réciproque est immédiate. O

Proposition 4.4. — (a) L’application qui associe a une forme bilinéaire
sa matrice dans B est un isomorphisme de BL(E) sur l'espace M,(K)
des matrices n X n.

(b) L’application qui associe & une forme bilinéaire symétrique (respec-
tivement quadratique) sa matrice dans B est un isomorphisme de S(FE)
(respectivement Q(F)) sur l’espace Sym(n, K) des matrices symétriques.

Démonstration. — On va montrer (b), la propriété (a) se démontre de
la méme fagon.

(b) Soit ® : S(E) — Sym(n, K), p — Matg(p) cette application. Il est
claire que ® est linéaire. De plus, si ¢ € Ker(®), alors Matg(p) = 0
et par suite ¢ = 0 et donc ¢ est injective. D’autre part, si A = (a;;) €
Sym(n, K), il est claire que

(2,y) — Z AijT;Yj
1<i,j<n

est une forme bilinéaire symétrique telle que ®(¢) = A et donc P est
surjective. O
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Corollaire 4.5. — (a) La dimension de BL(E) est n?
(b) La dimension de S(E), ou de Q(E), est %

Démonstration. — En effet : (a) BL(E) est isomorphe a M, (K) et dim(M,,(K)) =

n?.

(b) S(E) est isomorphe & Sym(n, K) et dim(Sym(n,K)) = n(n;l)' u

Ezemple 4.6. — (a) Toute forme quadratique sur R? est de la forme

q(z,y) = az® + 2Bzy + vy’

ou «a, 8,7 € R. Les résultats classiques sur I'existence des racines d’un
polynome montre que ¢ est définie positive si, et seulement si,

ay—p%>0 et a>0.

(b) La forme bilinéaire symétrique associée (dans la base canonique) &
la matrice symétrique

2 -1 1
—1 4 3
1 3 6
est
2 -1 1 Y1
plz,y) = ( Ty X2 xg) -1 4 3 Yo
1 3 6 Ys

= 201y1 — T1Y2 + T1Ys — Tay1 + 4T2ye + 3Toys + T3y1 + 3T3Y2 + 6x3Y;3
et la forme quadratique associée est
q(z) = 222 + 425 + 6235 — 27179 + 27173 + 6973
(c) la forme bilinéaire sur R3
o(z,y) = x1y1 — T1Y2 — Tal2 — 2T2Y3 — T3Y1 — 2T3Y3

a pour matrice dans la base canonique

1 -1 0
0 -1 -2
-1 0 -2

Elle n’est donc pas symétrique.
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(d) Soient a,b € N tels que a +b < n et A € M,(R) la matrice par
blocs

I, 0 0
0 —-I, O
0O 0 O
La forme bilinéaire symétrique associée (dans la base canonique) est
a a+b
plz,y) = inyi - Z ZilYi
i=1 i=a+1
et sa forme quadratique est
a a+b
2 2
q(z) = sz - Z Ly
i=1 i=a+1

Elle est définie positive si, et seulement si, a = n et positive si, et seule-
ment si, b = 0.

Théoréme 4.7 (Changement de bases). — Soit ¢ une forme bili-
néaire sur l’espace vectoriel E muni de deux bases B et B'. Si P est
la matrice de passage de B a B', alors

(4) Matg (p) = 'PMatg(p) P.

Démonstration. — Soient X et Y (respectivement X' et Y') les matrices

colonnes des coordonnées de deux vecteurs z et y dans B (respectivement
B'). Alors X = PX' et Y = PY".

p(z,y) = XMats()Y = X'(‘PMats(p) P)Y".
De 'unicité de la matrice de ¢ dans une base, on déduit que 'PMatg(p) P =
MatB/ (QD) O

Definition 4.8. — Le discriminant d’une forme bilinéaire p, dans une
base B = (€;)1<i<n, est le déterminant de la matrice A = (¢(e;, €;))1<ij<n
de ¢ dans cette base. On le note Ag(yp).

Proposition 4.9. — Soient v une forme bilinéaire sur [’espace vectoriel
E muni de deuz bases B et B' et P est la matrice de passage de B a B'.
Alors

Ap(p) = (det P)*Ap(p)

Démonstration. — C’est une conséquence de la formule (4). ]
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[Compétence visée.]

Savoir calculer la matrice d’une fbs ou d’une fq dans une base
donnée.

5. Orthogonalité, noyau et rang

Dans ce paragraphe F désigne un K-espace vectoriel et ¢ une forme
bilinéaire symétrique de forme quadratique associée q.

Definition 5.1. — On dit que deux vecteur x,y € E sont orthogo-
naux relativement a ¢ ou encore p-orthogonaux si, et seulement si

o(z,y) = 0.
Ezemple 5.2. — Sur R? ou R? le produit scalaire usuel

(z,y) = 21y1 + T2y, ou (z,y) = T1y1 + Tayo + T3Y3

définit une forme bilinéaire symétrique et la définition de 'orthogonalité
corresponds bien a celle étudiée au Lycée.

Definition 5.3. — Un vecteur x € E est p-orthogonal a une partie A
de E si, et seulement st,

Va € A, ¢(x,a) =0.
On notre Ate le p-orthogonal de A, c’est-a-dire
Ate ={z € E,Vac A, : o(z,a) =0}.
On vérifie assez facilement les propriétés suivante

Proposition 5.4. — (a) Pour toute partie A C E, Ate est un sous-
espace vectoriel de E.

(b) Pour toutes parties A et B de E, on a A C B = Bt¢ C Ate.

(¢) Pour toute partie A C E, At = (Vect(A))>~.

(d) {0p}* =E

(e) Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on a F C (Fte)te.

Definition 5.5. — On dit qu’un vecteur x € E est isotrope relative-
ment a ¢ s’il est orthogonal & lui méme : p(xz,x) = 0. L’ensemble des
vecteurs isotropes de E, relativement a ¢, est appelé cone isotrope de

¢ (ou de q)
Co=Cy={reX :q(z)=p(zr,r)=0}
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Definition 5.6. — On appelle noyeau de la fbs ¢ le sous-espace vec-
toriel
Ker(p)=E ={x c E,Vyc E, : o(x,y) =0}.

On dit aussi que Ker(p) est le noyau de la forme quadratique et on le
note Ker(q).

Proposition 5.7. — Le noyau de p est contenu dans son cone isotrope,
sott

Ker(yp) C C,
Démonstration. — Immédiat. O

Ezemple 5.8. — On considére la fbs sur R3

o(x,y) = T1Y2 + TaYo — T3Ys3.

r € Ker(p) signifie que o(x,y) = 0 pour tout y € R3 et en particulier
pour les vecteurs de la base canonique ey, eq, 3 et par suite 0 = p(z,e1) =
z1, 0= @(z,e9) = 23 et 0 = p(x, e3) = —x3. On en déduit que Ker(p) =
{0}.

Le cone isotrope de ¢ est formé des vecteurs x tels que 23 + 23 — 25 = 0.

Definition 5.9. — On dit que la fbs ¢ est dégénérée (respectivement
non dégénérée) si, et seulement si, Ker(yp) # {0} (respectivement

Ker(yp) = {0}).
Autrement dit,
¢ non dégénérée <= Vrx e E, (Vy € E, p(z,y) =0=2=0)

Dans la suite de ce paragraphe on suppose £ un K-espace vectoriel de
dimension finie n.
Soient B = (e;)1<i<n une base de E et A la matrice de ¢ dans B.

Definition 5.10. — On appelle rang de ¢ [’entier, noté rg(y), défini
par
rg(p) = dim(F) — dim(Ker(p)).

Théoréme 5.11. — Soit u l’endomorphisme de E ayant A pour matrice
dans la base B. On a

(a) Ker(p) = Ker(u).

(b) rg(p) = rg(A).

(c) ¢ est non dégénérée <= rg(p) =n < A e GL,(K).
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Démonstration. — Soit x € E et X € K" la matrice colonne formée des
coordonnées de = dans la base B. On a
r € Ker(p) <= YyeE, p(x,y) =0 <= VY € M,1(K), 'XAY =0
— 'XA=0
— AX =0
<= X € Ker(4)
<= = € Ker(u)

D’ou (a). Les points (b) et (c¢) découlent du théoréme du rang.

6. Réduction des formes quadratiques

Dans la suite de ce paragraphe on suppose F un K-espace vectoriel de
dimension finie n.
Soient B = (€;)1<i<n une base de £

Definition 6.1. — La base B de E est dite p-orthogonale si, et seule-
ment si, ses vecteurs sont deux a deuzx p-orthogonauzr. Autrement dit, B
est p-orthogonale si, et seulement si, Matg(p) est diagonale.

Théoréme 6.2 (Théoréme de réduction des fbs)
Pour toute fbs ¢ sur E, il existe au moins une base p-orthogonale de
E.

Démonstration. — Si ¢ = 0, alors toute base de E est p-orthogonale.

Supposons donc que ¢ # 0. On fait un récurrence sur n = dim E. La
propriété est triviale pour n = 1. Supposons-la vrai pour tout K-espace
vectoriel de dimension n et soient £/ un K-espace vectoriel de dimension
n+ 1 et ¢ une tbs sur F.

Comme ¢ # 0, il existe e; € E tel que g(e;) # 0 (car sinon, la fbs
est nulle). Soit le sous-espace vectoriel F = {e;}*. On montre assez
facilement que F'@Ke; = E, en particulier dim F' = n—1. Considérons la
restriction o de ¢ a F. Par hypothese de récurrence, il existe une base
(€2,...,epq1) de F, pp-orthogonale. A forciori, Vi,j € {2,...,n + 1},
o(e;, ej) = 6; ;. Soit alors B = (e, €, ..., e,41). Comme F et Ke; sont en
somme directe dans F, B est une base de F et elle est p-orthogonale. [

Corollaire 6.3. — Pour toute matrice symétrigue A € Sym(n,K), il
existe une matrice inversible P € GL(n,K) et une matrice diagonale D
telles que A ='PDP.
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Remarque 6.4. — Les éléments diagonaux de D ne sont pas nécessai-
rement les valeurs propres de A.

6.1. Réduction de Gauss des formes quadratiques. — La mé-
thode de Gauss repose essentiellement sur les deux identités suivantes

(5) 2+ 2zu = (v +u)® —u?
et
(6 vy = (o)~ 3o~y

Il s’agit d’éliminer successivement les variables, en commencant par toutes
celles qui apparaissent avec un carré, qu’on élimine une & une, puis toutes
les autres qu’on élimine par deux.

6.2. Cas des espaces de dimension 2. — Soit £ un K-espace vec-
toriel de dimension 2 et B = (ey,e2) une base de E. Pour tout vec-
teur x € FE, on note x1,xy les coordonnées de x dans cette base, soit
T = T1€1 + Taes.

Dans cette base, une forme quadratique ¢ s’écrit sous la forme

q(z) = ax? + 2bx,29 + T3

La matrice de cette forme quadratique dans la base B est donc

A:(gg).

On suppose que la forme quadratique est non nulle, soit (a, b, ¢) # (0,0,0).
— Sia#0,on a

b\ ¢
q(x) =a (xl + axg) + aa:%

ol § = ac — b? est le déterminant de A. Il y a alors deux possibilités :

— soit 0 =0 et
b2
q(x) =a (xl + axg) = al?(z)

oty :xz—x+ gxg est une forme linéaire non nulle.
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— soit 0 # 0 et

b\ 4, ) 5 ,
q(z) =a x1+5$2 +am2:a€1(x)+562(x)

oty : x— x1+ §m2 et fy 1 x — 9 sont deux formes linéaires

0

indépendantes puisque 1 ‘ =1+#0

SIS

—Sia=0etc#0,0na

b S
q(z) = 2bx175 + ca5 = c (—xl + x2> + —x}
c c
o & = —b? est encore le déterminant de A et il y a deux possibilités
— soit b=0 et

q(r) = cay = ali(x)
ol {1 : x — x9 est une forme linéaire non nulle.
— so0it b # 0 et

b L6, J
q(z) =c g +xy ) + T = cli(x) + E@(m)

ol ¥, : x — %’xl + 9 et f5 : x +— x; sont deux formes linéaires
indépendantes.
— Sia=0et c=0,o0n aalorsb#0 et
b b b
q(v) = 2bx 1y = 3 (21 + 22)° — (21 — 22)%) = 56%(:1:) + 5@(1‘)
ol fy : x — 21 +x9 et ¥y 1 x — x; — 29 sont deux formes linéaires

indépendantes.
On a donc monté le résultat suivant.

Théoréme 6.5. — Toute forme quadratique non nulle q sur un K-espace
vectoriel E de dimension 2 peut s’écrire sous la forme ¢ = A ot \ est
un scalaire non nul et { une forme linéaire non nulle, ou sous la forme
g = MO 4 Xaol?, ot A\, Ny sont deux scalaires mnon nuls et 1,0y deux
formes linéaires indépendantes.

Exemple 6.6. — (a) Sur R? on a

q(z) =% — 6zy29 + 523
= (w1 — 3x9)? — 422
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et
@(x) = 1179
= (21 + 22)? — (21 — 22)%
6.3. Exemple dans le cas des espaces de dimension 3. — Com-

mencons par un exemples en s’inspirant de la méthode faite dans le cas
de dimension 2.
Soit ¢ la forme quadratique sur R3,
q(v) = 23 + 23 + 23 + 22,25 + 27073
On regroupe les termes contenant x; pour I'écriture comme le début
d’un carrée, soit
o]+ 2113 = (21 + 23)° — 23
ce qui donne
q(z) = (22 + 23)* + 23 + 22925,
On utilise ensuite la méthode développée en dimension 2 a la forme qua-
dratique ¢’ définie sur R? par ¢/(z2, z3) = 73 + 27913, soit
¢ (x2,23) = (22 4 13)° — 23
ce qui donne
q(z) = (21 +23)" + (22 + 23)" — 25 = ({(2) + G(2) — L3(2)

les formes /1, {5, /3 étant indépendantes puisque

1 00
01 0]=1+#0
1 11
6.4. Cas général. — Soit E un espace vectoriel de dimension n et

identifions F a K".

Théoréme 6.7 (Théoréme de réduction des fq)

Pour toute forme quadratique non nulle q sur E, il existe un entier
p € [1,n], des scalaires non nuls Ay, ..., A\, € K, et des formes linéaires
by, ..., l, € E* indépendantes, tels que

p
q(z) = Z)\Z@(m), Vo e E.
i=1

Une telle décomposition n’est pas uniques. On 'appelle réduction de
Gauss, ou tout simplement réduction, de la forme quadratique q.
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Démonstration. — La méthode de Gauss permet d’obtenir pratiquement
la réduction ci-dessous, en procédant par récurrence n > 1. Pour n = 1,
il n’y a rien & montrer et pour n = 2 c’est fait ci-dessus.

On suppose le résultat acquis a rang n — 1 et on se donne une forme
quadratique non nulle ¢ définie dans une base B d’un espace vectoriel
E ~ K" de dimension n > 3 par

E 53 +2§ a;;Tixi, = (T1,...,2,)

1<J
Premier cas. Supposons que cette expression contient au moins un
terme carré, c’est-a-dire qu’il existe un indice i tel que a; # 0 (pivot
diagonal). Quitte & faire une permutations sur les vecteurs de la base, on
peut supposer que a;; # 0. En regroupant les termes contenant x;, on
écrit que

aij
an o} + QZJ =2 Q11T = a11 <x1 + 214 Z] 2 an J)

2 2
— nooAly . ) nooaiy
= ay ((561 + 2 i an%) (Z; =2 auxa) )

et donc
q(r) =an (xl +2 s Zﬁ%) +q'(2')
=anli+q ()
ouly =z + " =2 Z“ x; et ¢’ une forme quadratique définie sur le sous-
espace vectoriel F' ~ K"~ ! engendré par ey, ..., e, et 2’ = (za,...,7,).

—siq¢ =0, onaq=ay;f? avec ay; et £; non nuls.

—si ¢ # 0, 'hypothése de récurrence nous dit qu’il existe un entier
p € [2,n], des scalaires non nuls Ay, ..., \, et des formes linéaires indé-
pendantes (o, ..., ¢, sur F ~ K" ! tels que

Vi' € F, ¢( Z)\

et en prolongeant les formes linéaires 62, ool & B~ K" (en posant

lj(x) = ¢;(2')), on a
q(z) = a;, () + Z N ()

ce qui donne la décomposition demandée a condition de montrer que les
formes 01, {5, ..., ¢, sont indépendantes.
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Si Z§=1 a;l; = 0 est une combinaisons linéaire nulle, alors pour tout
e b, Yyl aili(x) =0. Pourx:el,onafl( ) =1et {;(z) =0 pour
j €€ [2,n], ce qui donne oy = 0 et 3%, a;l; = 0. Comme la famille
by, ... by estlibresur F~K'" ! onaay=...=aq, =0.

Deuxiéme cas. Supposons que ¢ est sans terme carré, c’est-a-dire que
tous les coefficients (diagonaux) a; sont nuls. Comme ¢ est non nulle, il
existe deux indices i < j tels que a;; # 0 (pivots rectangle). Quitte a
faire une permutations sur les vecteurs de la base, on peut supposer que
a2 # 0. En regroupant les termes contenant x; et xs, on écrit

n n

Q = a12x122 + 71 g a1;T; + T E a2;T;

7j=3 7j=3
sous la forme
@—@Wﬁzpm)@+z_%)<z%@<zyw)
. 12
7=3 7=3 7=3

et donc
q(r) =2 cicjen QijTik;
=20Q +2 Z3§i<j§n Qi
= 2Ly (z)La() + ¢'(2')

ou Li(z) = ajary + Z?:g ag;Tj, Lo(x) =20+ > 7 s 2, et ¢’ une forme

J=3 a2
quadratique définie sur le sous-espace vectoriel F' ~ K2 de F engendré
par es, ..., e, avec &’ = (x3,...,2,).
En écrivant
2L1(z)La(z) = %(Ll ) + La(2))* — 5(L(x) — La(2))?
=36 (2) - 36(2)

dfa) = 3B0) — 5B) +d ()

—si ¢ =0, on alors g(z) = 363(z) — 103(x), les formes ¢; et (5 sont
indépendantes puisque la matrice

a12 a2
1 —1

a a
gz + 40 23 — o

ain

a
Q2n, + “n Aop — a2

a12



20 LICENCE DE MATHEMATIQUES, S4

est de rang 2 car le déterminant extrait ‘ ali Cili = —2a;5 est non nul.

—si ¢’ # 0, 'hypothése de récurrence nous dit qu’il existe un entier un
entier p € [3,n], des scalaires non nuls Az, ..., \, et des formes linéaires
indépendantes #3, ..., ¢, sur I ~ K" 2 tels que

Vi' e F, ¢( Z)\
et en prolongeant les formes linéaires Eg, cooly & B~ K" (en posant
li(x) =4;(2")), on a
L 2
) = 180~ 3 +

ce qui donne la décomposition demandée a condition de montrer que les
formes ¢4, 0y, ..., ¢, sont indépendantes.

Si ?:1 a;l; = 0 est une combinaisons linéaire nulle, alors pour tout
r€eFE, Z§=1 a;li(z) =0. Pour z = e; et x = e, on a aya12 + aeaip =0
et a1 —ap = 0, ce qui conduit & a3 = as =0 et Z?:Q a;l; = 0. Comme
la famille ¢, ..., ¢, est libre sur F ~K" 2 onaas=---=a, =0.

Ezemples 6.8. — (1) Soit ¢ la forme quadratique sur R*,
q(z) = x129 + 22123 + 22124 + Tox3 + 4Tox4 + 20374.

On utilise la formule (6) en éliminant les deux variables x; et x5 dans la
premiére étape. Pour cela on écrit

q(r) = (214+71) (224 72) =172 + 22324
Plus précisément,

q(z) = (v1+ x5+ 4xy) (2 + 223 + 224) — (23 + 4xy) (203 + 224) + 22374
= (z1 + 23 + 4w4) (T2 + 223 + 224) — 225 — 827 — 81314
= (.1’1 + T3+ 4.1'4)(372 -+ 2512'3 + 21’4) — 2(%3 -+ 2374)2

1+ To + 31‘3 + 61‘4) — %1(1'1 — Lo — T3+ 21‘4)2 — 2([L’3 + 2%4)2

%(
() = la(w)? — 2U5(x)°

les formes @1, Uy, U3 étant indépendantes. La forme quadratique est donc de
signature (1,2) et de rang 3. Par conséquent son noyau est de dimension
1 et il est caractérisé par ¢1(x) = 0, ly(x) = 0 et £3(x) = 0. On trouve
alors le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur (2,—2,2, —1).
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(2) Soit g la forme quadratique sur R donnée par

q(z) = —x7] — 25 — 3 + 270175 + 20173 + 27073

On utilise la formule (5) pour la variable x,

qx) = —(2? — 221 (9 + x3)) — 5 — T2 + 27973
= —(21 — @y — 3)° + (22 + x3)* — 23 — 25 + 223
= — (21 — 2o — 13)% + 42073

Ensuite on utilise la formule (6) pour zaxs,

q(z) = —(11 — 29 — x3)? + 4x013
= —(1‘1 — X9 — 1‘3)2 + (CBQ + $3)2 — (xz — 1‘3)2
= —61(.2?)2 + €2($)2 + 63(.17)2.

On vérifie assez facilement que les trois formes linéaires (1, 5 et f3 sont
linéairement indépendantes. La forme quadratique ¢ est donc de signature

(2,1).

[
Corollaire 6.9. — Soit ¢ une forme quadratique dont une réduction de
Gauss est

g(x) = Nli(z), Vz e E
i=1
ol A1, ..., A\ sont des scalaires non nuls et ly, ..., L, des formes linéaires
indépendantes. Alors rang(q) = r et Ker(q) = {x € E, li(z) = ... =
(.(x) =0}.
Démonstration. — On note n = dim £. On compléte la famille ¢4, ..., ¢,
en une base ({1,...,¢,) de E* et on considére la base préduale B =
(v1,...,v,) (on a f;(vj) = d;;). La matrice de ¢ dans la base B est donc
une matrice diagonale D = diag(A1, A2, ..., \,) ol les r premiére \; sont
non nuls et les suivants nuls. Il en résulte que rang(q) = rang(D) = r et
que Ker(q) est de dimension n —r. Comme les formes linéaires (1, ..., ¢,
sont indépendantes, ’espace vectoriel
F={z€E, {(x)=...=/((x)=0}

est un de dimension n — r. De plus F' C Ker(q), d'ou Ker(q) = F. [
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Corollaire 6.10 (Cas complexe). — Soit E un C-espace vectoriel de
dimension n et q une forme quadratique non nulle sur E. Il existe une
base B de E telle que

I, O
Matg(p) = J, = ( O 0 )
ou r est le rang de la forme quadratique q.

Démonstration. — Reprenons les arguments de la démonstration du co-
rollaire précédent. Il existe donc une base B = (vq,...,v,) de E dans la-
quelle la matrice de ¢ est D = diag(Ay, Ag, ..., A,) ot les A; des nombre
complexes non nuls pour tout 1 < ¢ < r et A\; = 0 sinon. Soit w; le
nombre complexe tel que \;w? = 1 pour tout 1 <4 < r. Alors la famille
(W11, « o WpV, Upi 1, - - ., Uy ) est une base de E et la matrice de ¢ dans
cette base est bien J,. O

Corollaire 6.11 (Cas réel). — Soit E un R-espace vectoriel de di-
mension n et q une forme quadratique non nulle sur E. Il existe une
base B de E telle que

I O
Matg(p) = —1
@) O

ot s+t est le rang de de la forme quadratique.

Démonstration. — Supposons ¢ de rang r. Dans la réduction de Gauss
de g(z) = >°7_, \ili(x)?, les scalaires \; sont réels non nuls. Il y a donc
un certain nombres de ces scalaires qui sont strictement positifs, soit s
et d’autres qui sont strictement négatifs soit t. On a alors s +t = r et
il existe une base B = (vy,...,v,) de E dans laquelle la matrice de ¢
est D = diag(A1, A2, ..., An) avec A; > 0 pour 1 < i < s, \; < 0 pour
s+1<i<s+tet\;=0pour s+t <i<n. La famille

1 1 1 1
(_1)17"'7 Vs, US-‘rl?"'—/US-‘rh/US-‘rt-‘rl)"'avn)
Vv )\1 \% )\s vV _>\s+1 V _>\s+t

est une base de E et la matrice de ¢ dans cette base est bien celle indiquée
dans ’énoncé.

]
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Théoréme 6.12 (Théoréme d’inertie de Sylvester)

Soit q une forme quadratique non nulle sur R-espace vectoriel E de
dimension n. Il existe alors des entiers s et t inférieurs a n et ne dé-
pendant que de q, tels que la matrice diagonale de q dans une base
q-orthogonale de E posséde s éléments strictement positifs et t éléments
strictement négatifs. Le couple d’entier (s,t) est appelé signature de q.

Démonstration. — Par hypothése il existe des formes linéaires indépen-
dantes /1, ..., 0, telles que

(7) g=U+...+ by —ly1+...— ¢,

ou r = s+ t. On compléte la famille ¢y,... ¢, en une base (¢1,...,4¢,).

Supposons que la méme forme quadratiques admette une autre décom-
position

(8) =&+ A=t —&
avec m termes strictement positifs (et r — m terme strictement négatifs)
et ou & ... & sont des formes linéaires indépendantes.

Si m # s, nous pouvons supposer que m < s. Considérons les deux
sous-espaces vectoriels

F={zekE &(z)=--&n(r) =0}
G={z€E, ly(x)="--L,(x) =0}

Comme les formes linéaires qui définissent F' et G sont linéairement indé-
pendantes, dim F' = n—m et dim G = s. Comme F'4G est un sous-espace
vectoriel de E, dim(F + G) < n, par suite

dim(FNG) =dimF +dimG —dim(F + G)

>n—m+s—m=s—m

On en déduit que le sous-espace F'NG n’est pas nul et il existe un vecteur
z € E' non nul tel que z € FNG.

La formule (8) et la définition de F' montrent que ¢(z) < 0. La formule
(7) et la définition de G montrent que ¢(z) > 0, ce qui est contradictoire.
Par suite s = m et la signature de la forme quadratique ¢ est invariantes
par changement de bases. [

Remarques 6.13. — (a) Si q est de signature (s,t) alors s est la plus
grande dimension d’un sous-espace F' de E tel que la restriction de q a
F soit définie positive et t est la plus grande dimension d’un sous-espace
F de E tel que la restriction de q a F soit définie négative.

(b) Le rang de ¢ est s +t.
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(c) Une fbs est de signature (s,t) si, et seulement si, il existe une base
dans laquelle sa matrice est

I O
—I
O O

(d) En particulier, q est définie positive si, et seulement si, sa signature
est (n,0).

[Compétence Visée.]

Savoir déterminer une réduction de Gauss d’'une forme quadratique,
trouver son rang, son noyau et sa signature.

version 1, 11 février 2018



