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Epreuve de 2 heures

1. Soit ¢ la forme quadratique sur R* définie pour tout vecteur x = (1, 2, 73, 74)
par
q(X) = 2122 + axax3 + bx124 + ToT4,

a et b étant deux réels quelconques. Déterminer suivant les valeurs de a et b la
signature et le rang de gq.

Réponse. On commence par le terme xixo, pour cela on repére les termes qui
contiennent x1 ou xa, on forme un produit qui contient x1 et xo en éliminant les 2
variables x1 et xo et ne gardant que les termes qui ne contiennent ni x1 ni xo (il y
en a pas pour notre forme quadratique),

q(x) = (x1 + A)(zo + B) — AB
Plus précisément

q(X) = (.’L’l “+ axrs + $4)(.’L’2 + bl’4) — (al'g + $4)(b$4)
= (21 + ax3 + x4) (@2 + bzy) — bz — abryxs

ensuite on utilise la relation

1 1
uy = Z(u + )% — Z(u —)?

donc

q(x) = + 2 + axs + (1 + b)xa)? — 1 (21 — 22 + axs + (1 — b)zy)? — baf — abryas
)?

— 2l5(x)? — baf — abxyxy

(21
li(x

s =

ot (X)) =x1 + 22+ axg + (1 + b)xy et lo(x) = 21 — 29 + axs + (1 — b)ay
Enfin on utilise la relation (pour les variable x3,x4)

u? + 2uv = (u+v)? —

pour trouver

q(x) =30 (x)* - }162(}() — b(23 + azyx3)
= 101(%)? = 36(x)? = bl(zq + §23)* — (§23)°]
L01(x)? — Lo(x)? — bl3(x)? + 2220, (x)?
ot £3(Xx) = x4 + §x3 et L4(X) = 3.



Les 4 formes linéaire £1,0y, 03,04 sont linéairement indépendantes, puisque le
déterminant de leurs coordonnées dans la base canoniques de (R*)*

1 1 00
1 -1 0 0
a a % 1
1+ 1—-b 1 0
est mon nul. On en déduit que
e sib=0, sg(q) = (1,1), 1g(q) = 2
e sib>0¢cta=0,sgq) = (1,2), rg(q) =3;
e sib>0eta+#0,sg(q) =(2,2), rg(q) =4,
e sib<0eta=0,sglq) =(21),rglq) =3;
e sib<0eta+#0,sgq) =(22),rg(q) =4.

2. Soit E = Ry[X] et soit ¢ : E x E — R I'application définie par

p(P, Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2).

(a) Montrer que ¢ est un produit scalaire.

(b),Préciser et justifier (sans calculs) la signature et le rang de la forme quadra-
tique associée .

(c) Soit H ={P € E; P(0) = 0}. Montrer que H est un hyperplan de E et
donner une base de H.

(e) Déterminer la dimension et une base de H-.

(f) Calculer la distance du polynome R =1+ X + X2 a H.

Réponse. (a) ¢ est une forme bilinéaire symétrique (facilement vérifiable).
Pour tout P € E, on a (P, P) = P(0)>+ P(1)? 4+ P(2)? > 0, donc ¢ est positive.
De Plus si p(P,P) = 0, alors P(0)> + P(1)®> + P(2)* = 0, autrement dit P(0) =
P(1) = P(2) = 0. Le polynome P est de degré < 2 et admet au moins 3 racines
distinctes, il est dont nul. Donc ¢ est définie.

On en déduit que ¢ est une f.b.s. définie positive, c¢’est donc un produit scalaire.

(b) Soit q la forme quadratique associée a p. Donc q est définie positive et par
suite sg(q) = (3,0) et rg(q) = 3.

(¢c) On considére Uapplication ® : E — R définie par ®(P) = P(0). Il est
facile de montrer que ® est une forme linéaire sur E, Donc H = Ker(®) est un
hyperplan de E. 1l est donc de dimension 2. Déterminons une base de H. Soit
P =ay+ a;X +aX? OnaP € H ssi P(O) =0 ssi ag = 0 et donc P =
a1 X +a X? € Vect{X, X?}. Comme les deuz polynémes X et X* sont linéairement
indépendants, dim Vect{X, X?} = 2, donc H = Vect{X, X?} et la famille {X, X?}
est une base de H.

(d) On applique maintenant 'algorithme de Gram-Schmidt a la base {X, X?} :
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On pose Qy = X, donc ||Q1||2 _ QD(X; X) = 02412492 = 5, d’ou P, = HQ11||Q1 —

1
—X|

H

On pose Qs = X? — p(X? P))P,. On a

1 1y o
;%X):;%ﬂXQX)—

doanngz—\%-\/LgX:XQ_%X et

o(X? P) = o(X?, 0-04+1-1422.2)=

Sl

<
V5

9

Iwm%wﬂhQﬂ:W—u—5f+u_§af:_4"_:5

V5 9

Donc P, = mQQ =3 (X?— 5X> .

Les vecteurs Py et Py forment donc une b.o.n. de H pour le produit scalaire .

(e) On sait que dim H + dim H = dim E = 3, donc dimH+ = 1. On va
déterminer une de H+. Pour cela il suffit de déterminer un vecteur orthogonal ¢ H.
Soit P € E, on a

P(P.X) =0 _ fo+PO)+2P@) =0 _ [P(1) =0
(P, X?) =0 0+ P(1)+22P(2) =0 P(2) =0

Pe H' — {

Ainsi P € HH < P=XX—-1)(X—-2) ou X € R. Le vecteur Qy = (X —1)(X —2)
constitue donc une base de H+, c-a-d. H+ = RQ,.
(f) On ad(R, H) = |R—pry(R)| = |prg.(R)||. Or

SO<P7 QO)

VP e FE, pry.(P)= TENE Qo
fone (R, Qo) - _ lp(R, Qo Q |
P, o ¥ 0
L(R)|| = -

Un calcul simple montre que ||Qol| = 2 et (P, Qo) = 2, donc d(R,H) = 1.

3.  On considére I'espace R* muni de son produit scalaire canonique. Soit F' le
sous-espace vectoriel de R* des vecteurs (z,vy, z,t) = xe; + yey + zes + tey vérifiant
les équations

r+y+z+t=0, z—y+z—1t=0

ot By = {e1, e, e3,64} est la base canonique de R* .
(a) Donner une base orthonormée de F'.
(b) Déterminer les équations qui caractérisent F*.
(c) Donner une base orthonormée de F-.
(d) Ecrire dans la base By, la matrice de la projection orthogonale p sur F.
(e) Ecrire dans la base By, la matrice de la symétrie orthogonale s par rapport a
Ft
(f) Calculer la distance d(v, F') ou v = (1, 1,1, 3).
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Réponse. (a) F est un sous-espace vectoriel de dimension 2 et les vecteurs v, =
(1,0,—1,0) et vy = (0,1,0,—1) forment est une base de F.
Ces deux vecteurs étant orthogonauz et tous les deux de norme /2, on déduit que

les vecteurs u; = \/Li(l,(), —1,0) et ug = \%(O, 1,0,—1) forment une b.o.n. de F.

(b) et (c) Un vecteur v = (x,y,2,t) € F si et seulement si (v|v;) = (v|vy) =0
ce qui donne v = z et y =t donc v € Vect((1,0,1,0),(0,1,0,1)) = F+. Ces deux
vecteurs étant orthogonauz et tous les deux de norme /2, on déduit que les et les
vecteurs ==(1,0,1,0) et LQ(O, 1,0,1) forment une b.o.n. de F'*.

V2 V2
(d) La projection orthogonale sur F' est donnée, pour tout w € E, par

pry(w) = (w|ur)uy + (w|ug)uy

ot {uy,us} est la b.o.n. de F trouvée en (a).

Soit (ey, €9, €3,¢4) la base canonique de R*. On trouve prp(e;) = %(1,0, —1,0),
prp(es) = %(0,1,0,—1), prp(es) = %(—1,0,1,0), prp(es) = %(0, —1,0,1). Ainsi la
matrice de l'application linéaire pry est donnée par

1 0 -1 0

1 0 1 0 -1
A=z -1 1

0 -1 0 1

(e) Puisque sp1 = 2prp. — Id = 1 —2prp, on déduit que la matrice de sp. dans
la base canonique de By est

I, —2A =

o= O O
_— o O O
o O O
o O = O

(f) Soit v =(1,1,1,3), alors d(v, F) = ||[v — q||, ot ¢ = prp(v) est la projection
orthogonale de v sur F'. Le vecteur q peut étre calculer de différentes maniéres. Par
exemple, ¢ = prp(v) = A-v = (0,—1,0,1). D'ovv—q=(1,2,1,2) etd(v, F') = v/10.



