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Epreuve de 2 heures

Exercice 1. Soit £ = R* de base canonique By = (ey, e, €3, ¢4). Dans cette base,
on consideére les vecteurs suivants

v = (1,0,0,0), vs = (1,0,1,0), v3 = (1,1,1, —1),
et on note I’ = Vect{vy, vy, v3}.

1. On munit F de son produit scalaire usuel (z,y) = Z?:l Y-
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Montrer que la famille {v;, vo, v3} est libre, en déduire la dimension de F'.
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Déterminer une base orthonormale de F'.

Déterminer une base orthonormale de F*.
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Déterminer la matrice de la projection orthogonale pp sur F'.
En déduire la matrice de symétrie orthogonale sp. par rapport a F+.
Soit v = (1,1,0,0). Déterminer d(v, F) et d(v, F*).
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[Baréme. (a):1, (b):1+1+1, (c):1, (d):1, (e):1, (f):1+ 1]
2. On considére la forme quadratique ¢ sur E définie par
q(z1, To, T3, T4) = T3 + 5 + 1] + 22173 + 27174 + 42073 + 67374

Déterminer la matrice de ¢ dans la base By, qu’on notera A.
Déterminer 'orthogonal de F' pour q. Quelle est sa dimension?

Que peut-on en déduire de la dégénérescence de la forme quadratique q.
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Donner une réduction de Gauss de la forme quadratique q.
Déterminer alors sa signature, son rang et son noyau.

(e) Déterminer une base de E qui soit g-orthogonale.

(f) Déterminer une matrice inversible P telle que ‘PAP soit diagonale.

|[Baréme. (a):1, (b):1+ 0,5, (c):0,5, (d):240,5+0,5+0,5, (e):1, (f):1]

Corrigé.

1. (a) Siaqv; + vy + agvs = Ogs alors (ag + as + ag, as + ag, —asz) = (0,0,0),
d’ott vy = ag = a3 = 0. La famille (vy, vy, v3) étant libre et engendre F,
c¢’est donc une base de F'.



(b)

(d)

On va appliquer le procédé de Gram-Schmidt & la famille (v, ve, v3).

uy :=v, = (1,0,0,0), ||lu1]| =1, donc f, = =1(1,0,0,0) |
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ug = vy — (v9, f1)f1 = (0,0,1,0). Ce vecteur est de norme 1, donc

ug = vz — (vs, f1)f1 — (vs, fa) fo = (0,1,0,—1). Ce vecteur est de norme

1
\/§, donc f3 =|—
f3 \/§
Par conséquent (f1, fo, f3), est une b.o.n. de F pour le produit scalaire
usuel.

(0,1,0,—1) |

On peut remarquer que comme dim F = 3, alors dim F* = dim FE —
dim £ = 1.
Soit v = (11,9, 73, 74) € R On a

( <U7f1>:0
veEFt = { (v, f2)=0
) =0

\
— U= (O,IQ,O,[EQ) :ZE2<O,1,071)

On en déduite que F+ = {(xy, 12, 23,74) € RY, 2y =23 =0, 7o = 34}

et que le vecteur uy = (0,1,0,1) constitue une base de F*. Ce vecteur

W =1 —(0,1,0,1) | constitue une

Hu_4|\\/§

étant de norme /2, le vecteur fy =

b.o.n. de F*.

Notons pr la projection orthogonale de E sur F. Comme (f, fa2, f3) est
une b.o.n. de F', alors pour tout vecteur v € F,
3

pr(v) = (v, f)fi

i=1

Rappelons que By = (e, e, €3, €4) est la base canonique de E. On a

) = len, fi)fr +er, fa) f2+ (ex, f3) fs = (1 0,0,0)
pr(e2) = (e, fi)fi + (2, fo) fo+ (€2, f3) [ (O’ 1,0,—-1)

) = (es, fi)fi + (es, f2) f2 + (€3, f3) fs = (0 0,1,0)

) = e Ffi - Gen ) o+ ea, i)y = —5(0,1,0,-1)

On en déduit que la matrice de pr dans la base By est

1 0 0 0

0 1/2 0 —-1/2
MatBo(pF) = 0 (/) 1 0/

0 —1/2 0 1/2



(e) On a spi. =2pp1 — Id = Id — 2pp, donc

-1 0 0 O
0 0 0 1
Matg,(spr) = I, — 2Matp, (pr) = 0 0 —1 0
0O 1 0 O
(f) Soit v =(1,1,0,0). On a
1 1
pF(U) = <Uaf1>f1 + <Uaf2>f2 + <Uaf3>f3 = (17 Ea()»_E)a
et
1 1
pre(v) = (v, fa) fa = (0, 5;0, 5)
On peut aussi écrire
1 1 1 1
pFL(U) =V —PpPr = (1717070) - (175707_5) - (0757075)7
car pp1 + pr = Idg. Donc
d(w. F) = o~ pr(w)] =| -
v, F)=|lv—pr)| =|—
Pr /2
et \/_
3
d(v, F£) = |lv — v)|| = v)|| = —.
(v, F7) = |lv = ppe ()|l = [lpr(v)]] 5
(a) On a
1 011
0020
A=Mats,(a) = | 5 | 3
10 31

(b) OH&FJ"? = (Vect{fl,fz,fg})Lq = {fl,fg,fg}lq. Orsiv = ($1,$2,$3,$4) c

E, alors

UJ_q f1 < (l’l Ty XT3 ZE4)A

o O O

<— 21+x3+14=0
De méme on obtient
vl,fo &= 1 +2x2+ 235+ 304=0

et
vl fs &= —v1 —x3—24=0.



Donc

$1+£L‘3+274—0

v e Fta
$1+2$2+1’3+31’4—0

1+ T3+ 2Ty = 0
T+ Ty = 0
v=umx1(1,0,-1,0) + 24(0,—1,—-1,1)
D’ou Fta = Vect{(1,0,-1,0),(0,—1,—1,1)}. Les deux vecteurs étant
libres, il forment donc une base de F*¢ et dim Ftv = 2.
(c) La forme quadratique q est dégénérée car dim F +dim F*« = 5 # dim R*.
(d) Appliquons la méthode de Gauss pour décomposer ¢ en combinaison
linéaire de carrées de formes linéaires :
q(z1, 19,73, 24) = (x1+ 23 +34)* — (03 +24)° + 25 + 25 + 42023 + 6374
= (21 + 23 + 24)* + daoxs + dT374
(21 + 23+ 24)° + (29 + 13 + 24)% — (=22 + 23 — 24)°

Uy (21, 29, T3, 04)? + lo(X1, o, T3, 24)° — l3(1, Ta, 3, T4)*

ou
Uy (21, 29,3, 24) =21+ T3+ 24
lo(x1, 02,73, 74) = Tp + X3+ 14
U3(x1, X2, X3, T4) = —To+ T3 — Ty

Ces trois formes linéaires sont linéairement indépendantes.
On en déduit que q est de signature (2,1) et de rang 3.

(e) Soit By = (e}, e5,€5,€e:) la base duale de By (base formées de formes
coordonnées). Alors

6 =el+e5+e;

ly =e5+e5+¢€;
_ * * *

63 —_62+€3_64

La famille (¢, {5, {3) est une famille libre de E*. On peut la compléter par
el de sorte que ({1, /s, (3, e}) soit une base E*. Soit B = (w1, ws, w3, wy)
la base préduale de ({1, (s, (3, ¢}), alors B est une base g-orthogonale de
E. Déterminons la. Soit

10 00
. 01 —-10
Q:Mat33(€1,€2,€37€4): 1 1 1 0
11 —-11

elle est bien inversible (de déterminant 2). Si P est la matrice de passage
de By a B, alors P ='Q~!. On trouve aprés calculs

1 —1/2 1/2 —1

p_ |0 12 12 -1
1o 1/2 —-1/2 0
0 0 0 1



d’ou

111 1 11
wy = (1707070’)7 Wz = (_575’570)7 w3 = <__

= = (~1,-1,0,1).
27 27270)7 Wy ( ) 707 )

Exercice 2. Soit F un espace préhilbertien réel munit du produit scalaire (z,y) —
(x,y) et a € F un vecteur de nome 1. On définit 'application ¢ : F x E'— R par

@(xvy) = <£L‘,y> + )\<$,CZ><&, y)

ol A est un nombre réel non nul.

(a) Montrer que si ¢ est un produit scalaire alors 1 + A > 0.

(b) Réciproquement, montrer que si 1 + A > 0, alors ¢ est un produit scalaire.
(On distinguera le cas ot A > 0 et le cas ot —1 < A < 0 et dans ce dernier cas on
pourra utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz).

| Baréme. (a):2, (b):2]

Corrigé. Il est claire que ¢ est une fbs sur E.
Pour tout x € E, on a
p(z,2) = [lz]* + Mz, a)".

En particulier
pla,a) = [lal]* + k{a,a)* = [lal]® + Alla[|* = 1+ \.

Pour que ¢ soit définie positive, il est nécessaire que 1 + A > 0.

Inversement, supposons que 1 + X > 0, c-a-d. A €] — 1, +o0|.

—Si A > 0, alors pour tout x € E, o(x,z) > ||z||* et si x # 0, alors ¢(z,z) > 0.
Donc dans ce cas la tbs ¢ est définie positive.

—Si —1 < A <0, alors en posant A = —a, on a0 < a < 1 et pour tout x € F,

p(z,7) = ||2[|* — ofz, a)?

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz
(z,a)® < ||z]*lall® = ||z,

donc
p(x,z) > |lz]* — allz]* = 1 —a)|z|* >0

et si x # 0, alors p(x,x) > 0. Dans ce cas aussi la fbs est définie positive.




