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Exercice 1. Réduire les formes quadratiques suivantes, et déterminer dans chaque
cas, la signature, le rang et le noyau :

(a) Dans R*, q(x) = 22 + (4 + a)z2 + (1 + 4a)z3 + ax? + 4z179 + 27123 + 4(1 —
a)xoxy + 2ax274 + (1 — 4a)r3xy.

(b) Dans R®, q(x) = 3, <; <5 Till;-

Exercice 2. Soit R,,[X] I'espace vectoriel des polyndmes réels de degré inférieur ou
égal an (n>1). Pour P,Q € R, [X], on pose

B(P,Q) = / POQ(1)dt ot q(P.P) = B(P,P).

(a) Montrer que ( est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique? antisymétrique?

(b) Montrer que ¢ est une forme quadratique et déterminer sa forme polaire, que
I’'on notera ¢. La forme ¢ est-il un produit scalaire?

(¢) On suppose dorénavant n = 2.

(i) Ecrire la matrice de ¢ dans la base By = (1, X, X?).

(77) Réduire la forme ¢, en déduire sa signature.

(731) Déterminer une base g-orhogonale de Ro[X].

Exercice 3. Soit R3[X] I'espace vectoriel des polynomes réels de degré < 3 munit
de son produit scalaire canonique (327 a; X 320 b, X7 =300 ab;.
Soit H I'hyperplan définit par H = {P € R3[X]; P(1) = 0}.
(a) Déterminer une base de H.
(b) Déterminer une base orthonormée de H (utiliser le procédé de Gram-Schmidt).
(¢) Soit le polynéme R(X) = X. Déterminer la projection orthogonale de R sur

H | puis calculer la distance de R a H.
Exercice 4. Soit (e, eq,...,e,) une famille de vecteurs unitaires d’un espace vec-
toriel euclidien E telle que

n

Vo € E, ||zlI* =) (e | 2)”.

k=1

Montrer que (ey,...,e,) est une base orthonormée de F.



